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摘 要 

亚式期权作为一种典型的路径依赖型奇异期权，其定价方法的研究一直是金

融学领域研究的热点问题之一。目前，已有文献很少同时考虑到金融市场的随机

性、模糊性以及分形特征。但实际中，金融市场不仅具有随机性和分形特征，也

具有模糊性。因此，本文考虑在模糊状态下用混合次分数跳过程研究几何亚式期

权定价问题，从而更加全面地刻画金融资产的价格变动规律。本文主要研究内容

如下： 

第一，考虑到金融资产价格的长记忆性及跳跃现象，基于混合次分数布朗运

动，结合泊松过程构建了几何亚式期权定价模型。首先，根据混合次分数Itô公式，

得到混合次分数跳过程Itô公式及其股价所满足随机微分方程的解析解；其次，运

用风险中性原理给出几何亚式看涨期权的定价公式；最后，通过数值实验讨论不

同 Hurst 指数 H 和泊松强度𝜆下，股价、无风险利率及波动率等参数与期权价格

的关系。 

第二，进行 Monte Carlo 模拟和实证分析。本部分主要给出了混合次分数跳

过程下，标的资产波动率参数估计表达式的推导过程。然后，根据标的资产的实

际数据得到各参数估计值，进而进行 Monte Carlo 模拟及拟合效果分析，验证了

该模型的合理性和实用性。 

第三，进一步考虑金融市场模糊性，引入模糊集理论构建几何亚式模糊期权

定价模型。首先，基于已建立的几何亚式期权定价模型，通过三角模糊数和多元

扩张原理，得到几何亚式看涨模糊期权价格的区间端点，给出模糊定价公式；其

次，数值模拟分析了置信度和 Hurst 指数对模糊价格的影响；最后，将本文所建

立模型与经典 BS 模型进行对比。 

结果表明，混合次分数跳过程模型下的模拟路径更接近真实路径，且在此模

型下，结合模糊集理论得到的模糊价格区间也更为合理，更有助于金融投资者的

决策。 

关键词：混合次分数跳过程  几何亚式期权 模糊集理论 风险中性原理 

Monte Carlo 模拟 
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Abstract 

As a typical path-dependent singular option, the pricing method of 

Asian option has always been one of the hot issues in the field of finance. 

At present, few literatures have considered randomness, fractal 

characteristics and fuzziness of financial markets at the same time. 

However, in practice, the financial market has not only randomness and 

fractal characteristics, but also fuzziness. Therefore, in this thesis, we 

consider using mixed sub-fractional process with jump to study the 

geometric Asian option pricing problem in fuzzy state, so as to describe the 

price change law of financial assets more comprehensively. The main 

research contents of this thesis are as follows:  

Firstly, considering the long memory and jump phenomenon of 

financial asset prices, a geometric Asian option pricing model is 

constructed based on mixed sub-fractional Brownian motion and Poisson 

process. Firstly, by using the mixed sub-fractional Itô  formula, the 

analytical solution of the stochastic differential equation satisfying the 

mixed sub-fractional jump process Itô  formula and its stock price is 

obtained. Secondly, the pricing formula of geometric Asian call option is 

given based on the risk-neutral principle. Finally, the relationship between 

stock price, risk-free interest rate and volatility and option price is 

discussed by numerical experiments with different Hurst index H and 

Poisson intensity λ. 

Secondly, Monte Carlo simulation and empirical analysis are carried 

out. This part mainly gives the derivation of expression for estimating the 

volatility parameter of the underlying asset. under the mixed fractional 

jump process. Then, the estimated values of each parameter are obtained 

according to actual data of the underlying asset., and the Monte Carlo 



兰州财经大学硕士学位论文                基于混合次分数跳过程的几何亚式期权模糊定价及统计模拟 

III 

 

simulation and fitting effect analysis are carried out to verify the rationality 

and practicability of the model. 

Thirdly, considering the fuzziness of financial market further, the 

geometric Asian fuzzy option pricing model is constructed by introducing 

fuzzy theory. Firstly, based on the established geometric Asian option 

pricing model, the range end points of the geometric Asian call fuzzy 

option price are obtained through the triangular fuzzy number and the 

multiple expansion principle, and the fuzzy pricing formula is given. 

Secondly, the influence of confidence and Hurst index on fuzzy price is 

analyzed by numerical simulation. Finally, the model established in this 

thesis is compared with the classical BS model. 

The results show that the simulated path under the mixed fractional 

jump process model is closer to the real path. And under this model, the 

fuzzy price interval obtained by combining the fuzzy theory is more 

reasonable and more helpful to the decision of financial investors. 

 

Keywords: Mixed sub-fractional process with jump; Geometric Asian 

options; Fuzzy theory; Risk-neutral principle; Monte Carlo simulation 
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1 绪论 

1.1 研究背景 

期权定价方法的研究一直是金融学领域研究的热点问题之一。期权作为金融

衍生品之一，能很好地规避金融风险。因此，期权定价模型已成为对诸多金融问

题进行定量分析的重要工具和方法。 

期权主要分为两大类，一是常规期权，一是奇异期权。奇异期权，也称为新

型期权，是比常规期权更复杂的衍生证券。相较于常规期权，在期权性质、行权

有效期及标的资产等方面存在较大差异。奇异期权的交易方式和价格更灵活，结

构更独特，同时管理风险能力也更强。奇异期权的定价模型及公式推导也比新型

期权更加复杂，因而，其定价存在一定的难度和复杂度。亚式期权是典型的路径

依赖型奇异期权，其回报是由到期日之前某一段特定时间内标的资产的执行价格

与均价共同确定。由于平均值的采用降低了回报的波动，对于稳健的投资者来说

具有很大的吸引力，这使其成为了金融衍生品市场上交易最为活跃的奇异期权之

一。并且它具有很好的风险对冲功能和不易被人为操作等优势。因此，亚式期权

定价一直是期权定价中的热点问题之一。 

目前，关于几何亚式期权的大多数研究都是基于经典 BS 定价模型，研究方

法有风险中性定价法、保险精算法以及热传导方程等。然而，BS 定价模型的条

件过于理想化，导致存在着许多不足之处。本文从模型和参数两个角度出发进行

改进，考虑了在模糊状态下，结合混合次分数跳过程，运用风险中性定价法研究

几何亚式期权定价问题，从而更加全面且合理地刻画金融资产的价格变动规律。 

1.2 研究意义及目的 

1.2.1 研究目的 

针对经典 BS 期权定价模型的不足，用混合次分数跳过程来刻画标的资产的
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价格变化情况，采用风险中性原理得到几何亚式期权定价公式。然而，定价模型

中包含许多参数，如波动率、无风险利率、Hurst 指数等。在经典 BS 模型中，假

设波动率、无风险利率等为常数，这一假设太过于理想化，不符合金融实际。实

际金融市场不仅是随机的，而且也是模糊的。研究发现，除标的资产价格外，标

的资产价格的波动率和无风险利率等参数对期权定价结果也存在显著的影响。因

此，如何对期权定价模型中参数进行合理估计非常重要。 

本文旨在基于混合次分数布朗运动和泊松过程，运用随机分析和分形理论来

研究几何亚式期权定价问题。在此基础上，引入模糊数来刻画参数的不确定性，

从而构建了模糊定价模型，进而提高定价模型的精确度，使其更加贴合金融市场

实际情况。 

1.2.2 研究意义 

亚式期权是一种典型的路径依赖型奇异期权，相较于常规期权，其定价模型

和公式推导更加复杂。并且，本文又将模糊性和跳跃等因素考虑到定价模型中，

为其定价增加了一定的复杂度和难度。因此，本文的亚式期权定价研究具有以下

的理论意义和现实意义。 

从理论意义出发，拓展了亚式期权定价模型内容。由于 BS 模型中假设条件

过于理想化，与实际金融市场严重不符，故本研究基于混合次分数跳过程得到几

何亚式期权定价公式，并且考虑到金融市场的模糊性，得到了几何亚式期权模糊

定价模型。该模型可以有效地改进现有模型的不足，使得结果更加准确，更加符

合金融实际情况，同时拓展了亚式期权的定价研究，丰富了亚式期权定价理论。 

从现实意义出发，对期权产品定价、风险管理和投资决策等具有重要的应用

价值。通过得到的模糊模型研究亚式期权定价，投资者可以根据自己的置信度，

来获得一个模糊价格区间。投资者可以利用这一区间作为未来亚式期权价格的预

测，指导投资策略，从而帮助投资者做出合理的投资决策，降低金融风险。同时，

有助于金融市场的发展与稳定，也对金融衍生品的丰富具有重要的现实意义。 
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1.3 研究现状 

1.3.1 期权定价的研究现状 

Black 和 Scholes(1973)（BS）首次采用几何布朗运动来刻画金融资产价格的

波动，通过无套利原理得到了传统 BS 期权定价模型，此模型奠定了期权定价的

基础。然而，BS 期权定价模型的假设条件过于理想化，不符合实际的金融市场。

资产价格服从几何布朗运动的假设不仅无法刻画金融资产价格的长相依性和自

相似性等分形特征，而且也无法体现其跳跃现象。此外，无风险利率、期望收益

率、资产价格的波动率均为常数等假设，显然无法合理且准确地反映金融市场中

期权价格的变化。以上表明，BS 期权定价模型不能合理地反映标的资产价格的

变化过程。因此，学者们开始从基本模型和重要参数两个方面进行改进。 

从模型改进的角度出发，一方面，由于几何布朗运动无法刻画金融资产价格

的长相依性和自相似性等分形特征，因此，学者 Mandelbrot(1982)和 Peters(1994)

以分形理论为基础，引入 Hurst 指数 H 作为度量分形特征的指标，从而刻画金融

资产价格的波动。相比之下，具有度量分形特征的分数布朗运动、次分数布朗运

动、混合分数布朗运动及混合次分数布朗运动等则能够很好地刻画资产价格的变

动。因此，学者们采用以上类型的随机过程对期权定价进行了大量的研究。张亚

茹等(2023)研究了混合双分数布朗运动下的永久美式回望期权定价。Xiao等(2010)

研究了分数布朗运动下的期权定价问题。Gu 等(2012)研究了分数布朗运动下带

有交易费用的期权定价问题。程志勇等(2018)研究了混合次分数布朗运动下带有

支付红利的欧式期权定价，并得到了其定价公式。王萌和宋瑞丽(2023)研究了混

合次分数运动下的欧式障碍期权定价。余湄等(2021)利用鞅定价理论推导出时变

混合次分数布朗运动下期权价格的显示解，推广了传统 BS 和分数布朗运动定价

模型。安翔和郭精军(2021)建立了混合次分数布朗运动下带红利的永久美式回望

期权定价模型。孙娇娇和董锋(2022)在假设标的资产服从分数布朗运动的基础上，

研究了带有红利支付的脆弱期权定价问题。Cheng 等(2021)在混合分数跳过程下

构建了脆弱期权定价模型；另一方面，几何布朗运动只能刻画较小的资产价格波
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动，也就是说，对于具有较大资产价格波动的期权，其估计值会产生较大的误差。

为了解决这一问题，学者们开始在基础模型中加入泊松过程来捕捉标的资产的不

连续波动现象，从而出现了跳扩散模型(Merton，1976)。跳扩散模型由连续和间

断两部分构成，连续部分由高斯过程刻画，间断部分由泊松过程刻画。Scott(1997)

在跳扩散模型下，运用傅里叶变换法得到了期权定价公式，并验证了跳跃扩散模

型可以很好地解释标的资产价格大幅度波动的情形。Gukhal(2001)基于跳扩散模

型，运用傅里叶变换法构建了美式期权定价模型。姚怡等(2019)基于跳扩散模型

建立了亚式期权的定价模型。Makarov 等(2023)研究了带有系统风险的多资产跳

扩散模型下的期权定价和投资组合优化。随着期权市场的发展，一些新型期权的

出现，传统的离散跳跃模型已经满足不了。巢文和邹辉文(2017)采用双指数跳跃

扩散模型刻画了死亡率的不对称跳跃,并结合风险中性定价法和 CIR 利率模型给

出了不完全市场中的债券定价。宫晓莉等(2018)利用广义双指数分布驱动的双层

跳跃扩散模型对股指期货波动进行了研究。 

从参数改进的角度出发，经典 BS 模型中的参数假设为常数，但实际中，这

些参数具有不确定性，不确定性又包括随机性和模糊性。因此，国内外学者从模

糊性和随机性两个层面出发，来改进经典 BS 模型中参数为常数的不足。在随机

性层面，学者们主要从波动率和无风险利率等重要参数出发，思想是将常量参数

替换为随时间变化的函数变量。对于利率，早期学者们采用变化的短期利率代替

无风险利率来改进 BS 期权定价模型，从而构建了短期随机利率期权定价模型

(Grabbe，1983；Hillard，1991)。然而，该模型利率形式单一，Duffee(2002)采用

多种利率的加权平均来代替无风险利率，构建了利率仿射模型，降低了模型的误

差。对于波动率，从随机性层面出发，改进思路主要有两种：一是随机波动率模

型(J.Hull & A.White，1987；Steven Heston，1993)。Peiris 等(2007) 分析研究了随

机波动率的结构，用波动率的动态趋势变化值刻画了波动率的整体变动；二是随

机波动率跳扩散模型(Bates，1996)，该模型是将随机波动率模型和跳扩散模型组

合起来对期权进行定价，更加充分地刻画了标的资产地价格变化规律。从模糊性

层面出发，在期权定价中，大多数学者都将波动率和利率等参数视为模糊数，进

而构建了模糊期权定价模型。期权定价模型中包含许多参数，如波动率、无风险
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利率、Hurst 指数等。研究发现，除标的资产价格外，标的资产价格的波动率和

无风险利率等参数对期权定价结果也存在显著的影响。因此，如何对期权定价模

型中参数进行合理估计非常重要。在经典 BS 模型中，假设波动率、无风险利率

等为常数，这一假设太过于理想化，不符合金融实际。实际金融市场不仅是随机

的，而且也是模糊的。在真实的金融市场中，波动率、无风险利率等参数数据很

难被准确记录。因此，引入模糊集理论到定价模型中，从而更好地反映金融数据

的不确定性。Zadeh(1965)提出的模糊集理论是研究这类模糊问题的重要工具。

Wu(2017)将模糊集理论引入到期权定价研究中。秦学志等(2019)基于分数布朗运

动研究了欧式期权模糊定价。Liu 等(2021)运用随机分析、分形理论和模糊集理

论，构建了次分数布朗运动下的欧式模糊期权定价模型，并分析了 Hurst 指数对

欧式期权定价的影响。林先伟(2022)等研究了混合分数布朗运动下的欧式期权模

糊定价。Xu 等(2023)研究了带跳混合加权分数布朗运动下的欧式期权定价。 

1.3.2 模糊期权定价的研究现状 

金融市场的不确定性不仅包括随机性，还有模糊性。一方面，可以说金融现

象可能结果的概率所对应的风险是已知的，另一方面，也可以说是不知道的，且

无法获得它们的唯一赋值。在非流动或不完备的金融市场中这种情况很常见。例

如，期权价格可以通过概率论方法进行建模，并且这个参数信息可能不是完全不

确定的，但它仍然可能受到某种程度的模糊和不确定的影响；在活跃且流动的金

融市场中，一个交易日内资产的交易价格不是一个清晰的数字，而是更接近于一

个置信区间。模糊集理论(FST)为期权定价提供了一种非概率不确定性的建模方

法，如模糊测度(Cherubini，1997)、模糊分布函数(Viertl & Hareter，2004)、模糊

数及模糊回归(Muzzioli & De Baets，2016)等。一方面，随机过程理论为资产价格

行为模型提供了一个坚实的分析和理论框架，期权定价已建立在概理论的基础上；

另一方面，模糊工具是对概率论的一个合适的补充，因为它们允许在可用的信息

中引入不同的不确定性风险来源，如模糊，不精确等。 

现有的模糊期权定价方法大致可分为四类：一是模糊随机方法，也为主流的

方法。是在标的资产服从随机过程的假设条件下，相关参数为模糊数而不是一个
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确定的常数，从而建立模糊化的期权定价公式。该方法中，参数的不确定性用模

糊数来表示，模糊数通常是三角模糊数或梯形模糊数 (Liu & Zhi，2021；

Thavaneswaran et al.，2013)。然而，也有其他形式的模糊数，比如自适应模糊参

数(Thiagarajah et al.，2007)、直觉模糊数(Wu et al.，2016；Ersen et al.，2022)、二

型模糊数(Tolga，2020；Wang et al.，2022)、高斯模糊数(Chen et al.，2019)；二是

模糊测度法。模糊测度的应用一直是模糊期权定价的一个有效的研究方向，该方

法是将模糊集理论与传统的期权定价模型叠加，通过模糊测度法将风险中性测度

进行扭曲，从而得到模糊测度下的期权定价公式。最常见的模糊测度为 Sugeno

测度，它建立在参数𝜆 ∈ [−1,∞)上(Sugeno et al.，1998)。后来，学者们对 Sugeno

测度进行了拓展并将其应用于期权定价(Cherubini & Mulinacci，2021)；三是模糊

收益方法(Collan et al.，2009)，专门用于评估实物期权。它依赖于使用模糊数对

现金流的不确定性进行建模；四是模糊神经网络法(Hajizadeh，2020)，也称为非

参数方法。该方法嵌入了模糊控制器或模糊神经网络等工具，利用它们的学习能

力从经验数据中获得对任何函数的良好逼近值，但是，要注意的是，该方法并不

提供期权价格的封闭公式。 

1.3.3 亚式期权的研究现状 

亚式期权作为奇异期权的一种，其收益取决于标的资产在特定时期内的平均

值。亚式期权在一定时期内对受大宗商品价格或平均汇率影响的公司有显著作用，

具有较好的风险对冲功能、市场竞争力以及不易被人为操控等特点，因此吸引了

许多学者的关注。 

目前，针对几何亚式期权的定价问题，研究者们基于不同的随机过程模型，

如分数布朗运动、次分数布朗运动、跳扩散及次分数跳扩散等，展开了一系列研

究。孙玉东等(2012)研究了在分数布朗运动下具有固定敲定价格的几何亚式期权

定价。沈明轩和何朝林(2013)基于分数布朗运动，研究了具有浮动敲定价格的几

何平均亚式期权定价。Wang等(2021)研究了次分数布朗运动下的亚式期权定价，

得到了几何亚式期权及几何亚式幂期权定价公式。此外，鉴于金融资产价格可能

出现大幅且频繁的异常波动，即“跳跃”现象。Park 等(2020)基于跳跃扩散 CIR 过
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程，得到了亚式期权定价公式。Dhalluin 等(2005)基于跳扩散模型，利用 Itô 公式

和对冲原理推导出连续情形下亚式期权定价公式。杨月和王永茂(2020)同时考虑

了金融市场的分形特征和跳跃现象，将跳扩散过程与次分数布朗运动相结合，得

到了次分数跳扩散模型下的几何亚式期权的定价公式。 

另外，近年来引入模糊集理论进行亚式期权定价的研究也逐渐出现。对于几

何亚式期权的研究，主要集中在布朗运动和跳扩散等随机过程方面。然而，仅用

随机性来度量金融市场的不确定性显得单一，存在局限。因此，模糊集理论被引

入到期权定价中，以刻画金融市场另一种不确定性来源——模糊性。模糊集理论

可以更好地刻画金融市场中的不确定性和模糊性。一些学者结合随机性和模糊性，

研究了在模糊环境下的亚式期权定价问题，以解决传统定价模型难以考虑的情况。

王献东和何建敏(2020)同时考虑到了模糊性和随机性两个方面，把标的资产的波

动视为一个模糊随机过程，研究了模糊随机不确定环境下亚式期权定价问题。

Zhang 等(2015)在考虑金融市场不确定性的基础上，假设标的股票价格、无风险

利率和波动率为模糊数，研究了模糊环境下几何亚式期权的定价问题，给出了几

何亚式期权的模糊价格。 

1.3.4 文献述评 

综上所述，对亚式期权的大多数研究： 

第一，很少有研究从混合次分数布朗运动和跳跃的组合模型角度出发研究亚

式期权定价问题，大都是在次分数跳扩散组合模型或单一模型下进行研究的。研

究发现，次分数布朗运动应用在期权定价中会出现套利现象，而混合次分数布朗

运动在 Hurst 指数取值在 0.75 到 1 之间时，相当于布朗运动，从而消除了套利机

会； 

第二，只停留在考虑随机性方面。已有文献很少同时考虑到金融市场的随机

性和模糊性。实际中金融市场不仅具有随机性，也具有模糊性，而模糊集理论可

以很好的处理金融市场中的模糊现象。因此，本研究考虑在模糊状态下用混合次

分数跳过程研究亚式期权定价问题，从而更加全面地刻画金融资产的价格变动规

律。 
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1.4 研究内容与安排 

1.4.1 研究内容 

本文考虑在模糊状态下，用混合次分数跳过程研究几何亚式期权定价问题。

主要研究内容如下： 

（1）考虑到金融资产价格的长记忆性、自相似性等分形特征及跳跃现象，

基于混合次分数布朗运动和泊松过程，运用风险中性原理构建了几何亚式期权定

价模型。首先，利用伊藤引理和次分数Itô公式，得到混合次分数跳过程Itô公式

及其股价所满足随机微分方程的解析解；其次，运用风险中性原理给出几何亚式

看涨期权的定价公式，并应用变量代换法导出几何亚式看涨期权定价公式的闭式

解；最后，使用 R 软件分析了不同 Hurst 指数 H 和泊松强度λ下，股价、无风险

利率及波动率等参数与期权价格的关系； 

（2）主要给出了混合次分数跳过程下波动率参数估计表达式的推导过程，

并进行了 Monte Carlo 模拟和实证分析。根据实际数据得到各参数估计值，进而

进行 Monte Carlo 模拟及拟合效果分析，验证模型的合理性和实用性； 

（3）进一步考虑金融市场的模糊性，引入模糊集理论构建几何亚式模糊期

权定价模型。主要在模糊参数角度下，研究了模糊利率、模糊波动率、模糊股价

及模糊泊松强度下的几何亚式期权定价问题。首先，基于已建立的几何亚式期权

定价模型，引入三角模糊数和多元扩张原理，得到几何亚式看涨模糊期权价格的

区间端点，给出模糊定价公式；其次，数值模拟分析了置信度 c 和 Hurst 指数对

模糊价格的影响；最后，并将本文所建立模型与经典 BS 模型进行对比。 

基于以上研究内容，论文的研究框架图如图 1.1 所示： 
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图 1.1 研究框架图 

1.4.2 结构安排 

第一部分为绪论。介绍了论文的研究背景、研究意义及目的、研究现状、研

究内容与结构安排等。 

第二部分为预备知识。介绍了亚式期权相关概念和经典 BS 期权定价模型、

风险中性定价方法及模糊集理论的相关定理等。 

第三部分为几何亚式期权定价模型。主要基于混合次分数跳过程，运用风险

中性定价法构建了几何亚式期权定价公式，并分析了不同 Hurst 指数 H 和泊松强

度𝜆下，几何亚式期权价格对各参数的敏感性。 

第四部分为 Monte Carlo 模拟和实证分析。主要包括数据选取、参数估计、

Monte Carlo 模拟以及拟合效果分析这四小部分。 

第五部分几何亚式期权模糊定价模型。在几何亚式期权定价公式的基础上，

引入模糊集理论，采用三角模糊数构建了几何亚式期权模糊定价模型。最后，数

值模拟分析了置信度和 Hurst 指数对模糊价格的影响，并将本文所建立模型与经

典 BS 模型进行对比。 
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第六部分为总结与展望。主要对本文的研究结果进行总结，提出建议，并对

亚式期权的后续研究工作进行展望。 

1.5 创新点 

针对研究几何亚式期权现有文献的不足，本文的创新点主要有以下两点： 

第一，采用混合次分数跳过程刻画标的资产的变化。研究发现，在实际金融

市场中资产价格变化具有长相依性和自相似性等分形特征，并不是单纯的随机游

走。而且，有时资产价格会因为金融危机和自然灾害的出现而发生大幅度的变化，

金融市场中将此种现象称为间断性的跳跃。也就是说，金融资产价格的波动是不

连续的。因此，本文采用混合次分数跳过程刻画标的资产的价格变化，更好地体

现了金融市场的分形特征及跳跃现象，从而推导出了几何亚式期权定价模型以及

模型波动率参数估计的表达式。 

第二，从模糊参数角度出发，引入模糊数，构建几何亚式模糊期权定价。实

际金融市场不仅是随机的，而且也是模糊的。对于亚式期权，已有文献很少同时

考虑到金融市场的随机性和模糊性。因此，本文在混合次分数跳过程的基础上，

引入模糊集理论到定价模型中，从而更好地反映了金融数据的不确定性，更加全

面地考虑到金融市场的长记忆性、自相似性、跳跃现象、随机性及模糊性等特征，

从而推导出了几何亚式期权模糊定价模型。 

  



兰州财经大学硕士学位论文                基于混合次分数跳过程的几何亚式期权模糊定价及统计模拟 

11 

 

2 预备知识 

2.1 亚式期权相关概念 

下面介绍了亚式期权的定义及分类，给出了几何亚式期权固定敲定价格下的

收益函数以及平均价格𝐴𝑇的计算公式。 

2.1.1 亚式期权的定义 

亚式期权又称为均价期权，是奇异期权的一种。亚式期权的回报是由到期日

之前某一段特定时间内标的资产的执行价格与均价共同确定。也就是说，亚式期

权的收益取决于标的资产在特定时间内的平均值。 

2.1.2 亚式期权的分类 

根据执行价格，亚式期权可分为浮动敲定价格期权和固定敲定价格期权。固

定敲定价格的看涨期权和看跌期权在到期日 T 时刻的收益分别为(𝐴𝑇 − 𝐾)+和

(𝐾 − 𝐴𝑇)+，其中 K 是执行价格，𝐴𝑇是标的资产在预定时间内的平均价格。根据

𝐴𝑇计算方式的不同，亚式期权又可分为几何平均亚式期权和算数平均亚式期权

[36]。 几何平均亚式期权中的𝐴𝑇计算公式为： 

𝐴𝑇 = exp {
1

𝑇
∫ ln 𝑆𝑡
𝑇

0
𝑑𝑡}，                 (2.1) 

算数平均亚式期权中的𝐴𝑇计算公式为： 

𝐴𝑇 =
1

𝑇
∫ 𝑆𝑡
𝑇

0
𝑑𝑡.                     (2.2) 

由于金融资产价格𝑆𝑡服从对数正态分布，那么将容易得到，几何平均亚式期

权中的𝐴𝑇也满足对数正态分布，但无法知道算数平均亚式期权中的𝐴𝑇所满足的

分布，因为它并不符合对数正态分布，故无法直接得到解析解。学术界对算数平

均亚式期权问题的处理方式有很多，包括二叉树、近似法及 Monte Carlo 模拟方

法等。本文只讨论具有固定行权价的几何平均亚式期权。 
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2.2 BS 期权定价模型 

下面给出了几何布朗运动下，几何平均亚式期权的看涨期权定价公式。 

定义 2.1[3] 假设某个亚式期权的标的资产的价格𝑆𝑡在 t 时刻满足以下随机微

分方程 

𝑑𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑡𝑑𝐵𝑡                     (2.3) 

其中，𝐵𝑡是标准布朗运动，𝜇是标的资产的期望收益率，𝜎是标的资产的波动

率，则几何平均亚式看涨期权的价格为： 

𝐶(𝑆0, 𝑇) = 𝑆0𝑒
−
1

2
𝜇𝑇Φ(𝑑1) − 𝐾𝑒

−𝑟𝑇Φ(𝑑2).             (2.4) 

其中 

𝑑2 =
ln(

𝑆0
𝐾
)+

1

2
 𝜇𝑇−

1

4
𝜎2𝑇

√
1

2
𝜎2𝑇

，                    (2.5) 

𝑑1 = 𝑑2 +√
1

2
𝜎2𝑇.                      (2.6) 

2.3 混合次分数布朗运动及随机积分 

下面介绍混合次分数布朗运动相关的概念及性质。 

定义 2.2[4] 在概率测度空间(Ω,ℱ, 𝑄)上，由标准布朗运动𝐵𝑡和次分数布朗运

动𝜉𝑡
𝐻的线性组合所定义的随机过程称为混合次分数布朗运动，记作{𝑀𝐻(𝑡；𝛼，

 𝛽); 𝑡𝜖𝑅+}，即 

        𝑀𝐻(𝑡；𝛼，𝛽) = 𝛼𝐵𝑡 + 𝛽𝜉𝑡
𝐻， ∀𝑡 ϵ 𝑅+，            (2.8) 

其中𝛼，𝛽 ϵ 𝑅 且不同时为零，Hurst 指数𝐻 ϵ (0，1)，𝐵𝑡和𝜉𝑡
𝐻相互独立。 

有如下性质： 

𝑀𝑡
𝐻是一个具有长记忆性及尖峰厚尾等特征的连续中心高斯过程； 

方差：∀𝑡 ϵ 𝑅+， 

Var[𝑀𝑡
𝐻] = 𝛼2𝑡 + 𝛽2(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻.             (2.9) 

协方差：∀𝑡 ϵ 𝑅+， 
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Cov(𝑀𝑡
𝐻，𝑀𝑠

𝐻) = 𝛼2(𝑡 ∧ 𝑠) + 𝛽2 (𝑡2𝐻 + 𝑠2𝐻 −
1

2
((𝑡 + 𝑠)2𝐻 + |𝑡 − 𝑠|2𝐻)), (2.10) 

其中，𝑡 ∧ 𝑠 = min(𝑡, 𝑠)； 

对∀𝑡 ϵ 𝑅+，当𝐻 ϵ (0.75，1)， 𝑀𝑡
𝐻是一个半鞅；  

𝑀𝑡
𝐻的增量是非平稳的。 

引理 2.1[4](混合次分数𝐈𝐭𝒐̂公式) 函数𝑓(𝑡, 𝑋𝑡)具有连续的一阶偏导数及二阶

偏导数，则有混合次分数Itô公式： 

𝑑𝑓(𝑡, 𝑋𝑡) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑋𝑡 + [ 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+
1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)]𝑑𝑡.   (2.11) 

2.4 伊藤引理 

本研究所用的随机分析方法主要包括伊藤过程、伊藤引理以及Itô公式，主要

运用了以上方法对股价所满足的随机偏微分方程进行求解并得到其解析解。伊藤

引理是日本数学家伊藤清在 1951 年提出的，在随机分析中，伊藤引理具有非常

重要的位置。 

引理 2.2[28](伊藤引理) 假设随机过程𝑋(𝑡)服从 

𝑑𝑋(𝑡) = 𝜇(𝑋(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑋(𝑡), 𝑡)𝑑𝑊(𝑡)，          (2.12) 

且𝐹(𝑋(𝑡), 𝑡)关于𝑋(𝑡)至少是二阶可微的，关于 t 是一阶可微的，则𝐹(𝑋(𝑡), 𝑡)是一

个伊藤过程，且有 

𝑑𝐹(𝑋(𝑡), 𝑡) = [
𝜕𝐹

𝜕𝑡
+ 𝜇(𝑋(𝑡), 𝑡)

𝜕𝐹

𝜕𝑋
+
1

2
𝜎2(𝑋(𝑡), 𝑡)

𝜕2𝐹

𝜕𝑋2
] 𝑑𝑡   

    +𝜎(𝑋(𝑡), 𝑡)
𝜕𝐹

𝜕𝑋
𝑑𝑊(𝑡).                 (2.13) 

2.5 风险中性定价 

下面介绍风险中性定价原理。 

定义 2.3[28] 风险中性定价方法是常见的期权定价方法之一，该方法假设在

市场无套利的条件下，金融衍生品的价值与投资者的风险态度无关，金融衍生产

品的当前价值等于其在到期日价值的数学期望按无风险利率折现。即在风险中性

测度 Q 下，金融衍生品在 t 时刻的期权价值𝐶𝑡为 
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𝐶𝑡 = 𝐸𝑄[𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝐶𝑡] ，                  (2.14) 

𝐸𝑄表示在风险中性测度 Q 下的数学期望，𝐶𝑡表示金融衍生品在 t 时刻的价值。 

2.6 模糊集理论 

模糊集理论是不确定理论的一部分，可以用来刻画金融市场中的一些不确定

现象，因此，学者们常常将模糊数、隶属函数及模糊集合等理论用到期权定价模

型参数的确定中。下面介绍本文所涉及的模糊数学的一些基本概念。 

定义 2.3[37]  𝑎̃是 R 的模糊子集，若𝑎̃满足以下条件， 

(1) 𝑎̃是正规模糊集和凸模糊集； 

(2) 𝑎̃的隶属函数是𝜇𝑎̃上半连续的； 

(3) 𝑎̃的 c-截集𝑎̃𝑐是有界的 

则称𝑎̃是模糊数。如果𝑎̃是模糊数，则它的 c-截集𝑎̃𝑐是一个有界闭区间，记为𝑎̃𝑐 =

[(𝑎̃)𝑐
𝐿 , (𝑎̃)𝑐

𝑈]。 

定义 2.4[37] 设𝑎̃ = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)是实数集 R 上的一个模糊集，其隶属函数为： 

𝜇𝑎̃(𝑥) =

{
 
 

 
 
𝑥 − 𝑎1
𝑎2 − 𝑎1

，  𝑎1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎2,

𝑥 − 𝑎3
𝑎2 − 𝑎3

，   𝑎2 < 𝑥 ≤ 𝑎3,

       0，      𝑥 < 𝑎1, 𝑥 > 𝑎3.

 

则称𝑎̃为三角模糊数。其中，𝑎1代表最悲观的取值，𝑎2代表最可能的取值，

𝑎3代表最乐观的取值。则有𝑎̃的 c-截集为𝑎̃𝑐 = [(1 − 𝑐)𝑎1 + 𝑐𝑎2，(1 − 𝑐)𝑎3 + 𝑐𝑎2]。 

定义 2.5[41] 记 F 为 R 上所有模糊子集的集合，𝑓(𝑥1，𝑥2，⋯ , 𝑥𝑛)是从𝑅𝑛到

R 的实值函数，𝐴̃1，𝐴̃2，⋯ , 𝐴̃𝑛是 R 上的 n 个模糊子集，根据扩张原理，则有模

糊函数𝑓：𝐹𝑛 → 𝐹的一个模糊函数。也就是说，𝑓(𝐴̃1，𝐴̃2，⋯ , 𝐴̃𝑛) 是 R 上的一

个模糊集合，它的隶属函数则有如下定义： 

𝜇𝑓̃(𝐴̃1，𝐴̃2，⋯,𝐴̃𝑛)
(𝑟) =

𝑠𝑢𝑝

𝑓(𝑥1，𝑥2，⋯,𝑥𝑛)=𝑟
{min[ 𝜇𝐴̃1(𝑥1),⋯ , 𝜇𝐴̃𝑛(𝑥𝑛)]}.   (2.15)  
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3 混合次分数跳过程下几何亚式期权定价 

3.1 几何亚式看涨期权定价模型 

在风险中性测度𝑄下，本节通过混合次分数跳过程Itô公式及其解析解给出了

混合次分数跳过程下具有固定敲定价格的几何亚式期权定价公式。 

3.1.1 模型假设 

(1) 市场是无摩擦且连续的，即交易费用为零，无税收； 

(2) 股价遵循 Hurst 指数为[0.75,1)的混合次分数跳过程，此时无套利； 

(3) 在期权到期之前，无风险利率 r、期望收益率 u、股价的波动率 σ 均为常

数； 

(4) 期权只能在到期日执行； 

(5) 股票在期权有效期内支付的股息率为零 

在风险中性测度下,股价满足下面的随机微分方程 

 𝑑𝑆𝑡 = 𝑟𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑡𝑑𝑋𝑡，                   (3.1) 

其中𝑋𝑡 = 𝑀𝑡
𝐻+𝑄𝑡，𝑄𝑡 = 𝑁𝑡 − 𝜆𝑡是补偿泊松过程，𝑁𝑡是强度为𝜆的泊松过程，

且有𝐵𝑡、𝜉𝑡
𝐻及𝑁𝑡两两相互独立。 

3.1.2 模型构建 

下面以定理的形式给出混合次分数跳过程Itô公式及其股票所满足的随机微

分方程的解析解，以及固定执行价格 K和到期时间 T下的几何亚式看涨期权定价

表达式。 

定理 3.1.1(混合次分数跳过程𝐈𝐭𝐨̂公式)  假定函数𝑓(𝑡, 𝑋𝑡)具有连续的一阶偏

导数及二阶偏导数，则有混合次分数跳过程Itô公式 

𝑑𝑓(𝑡, 𝑋𝑡) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝑋𝑡 + [ 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑋𝑡) +

1

2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑡, 𝑋𝑡)  

(𝛼2 + 𝜆 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)]𝑑𝑡.            (3.2) 
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证明 根据混合次分数Itô公式和 2.4 节，有 

𝑑𝑓(𝑡, 𝑋𝑡) =
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝑡 +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝑋𝑡 +

𝜕2𝑓

2𝜕𝑥2
(𝑡, 𝑋𝑡)(𝑑𝑋𝑡)

2  

=
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝑡 +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝑋𝑡 +

𝜕2𝑓

2𝜕𝑥2
(𝑡, 𝑋𝑡)  

           ((𝛼2𝑑𝑡 + 𝛽2𝑑((2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻) + 𝑑(𝜆𝑡)) 

=
𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝑡 +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝑋𝑡 +

𝜕2𝑓

2𝜕𝑥2
(𝑡, 𝑋𝑡) 

((𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆)𝑑𝑡 

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝑋𝑡 + (

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑋𝑡) +

1

2
(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 +

𝜆)
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑡, 𝑋𝑡))𝑑𝑡. 

证毕。 

定理 3.1.2 方程(3.1)的解是 

𝑆𝑡 = 𝑆0 exp {𝑟𝑡 −
𝜎2

2
(𝛽2(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻 +  𝜆𝑡 + 𝛼2𝑡) + 𝜎𝑋𝑡}.    (3.3) 

证明 令 

𝑓(𝑡, 𝑋𝑡) = 𝑆0 exp {𝑟𝑡 −
𝜎2

2
(𝛽2(2 − 22𝐻−1) 𝑡2𝐻 + 𝜆𝑡 + 𝛼2𝑡) + 𝜎𝑋𝑡}. 

则有 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
(𝑡, 𝑋𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑋𝑡) (𝑟 −

𝜎2

2
(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆)), 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑡, 𝑋𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑋𝑡)𝜎, 

  
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑡, 𝑋𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑋𝑡)𝜎

2. 

根据方程(3.2)，有 

𝑑𝑓(𝑡, 𝑋𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑋𝑡)𝜎𝑑𝑋𝑡 + [𝑓(𝑡, 𝑋𝑡)(𝑟 −
𝜎2

2
 (𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆))  

+
1

2
(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆) 𝑓(𝑡, 𝑋𝑡)𝜎

2]𝑑𝑡 

= 𝑓(𝑡, 𝑋𝑡)𝜎𝑑𝑋𝑡 + 𝑟𝑓(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝑡. 

令 

𝑆𝑡 = 𝑓(𝑡, 𝑋𝑡), 

则有 
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𝑑𝑆𝑡 = 𝑟𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑡𝑑(𝑋𝑡). 

证毕。 

定理 3.1.3(几何亚式看涨期权定价模型)  在风险中性测度下，股价𝑆𝑡满足方

程(3.1)，则固定行权价为 K、到期日为 T 的几何亚式看涨期权的价格 C(𝑆0, 𝑇)为 

𝐶(𝑆0, 𝑇) = 𝑆0𝑒
𝐴Φ(𝑑1) − 𝐾𝑒

−𝑟𝑇Φ(𝑑2)。             (3.4) 

其中 

𝑑2 =
ln(

𝑆0
𝐾
)+

1

2
 𝑟𝑇−

𝜆+𝛼2

4
𝜎2𝑇−

2−22𝐻−1

2(2𝐻+1)
𝛽2𝜎2𝑇2𝐻

√𝜆+𝛼
2

2
𝜎2𝑇+

2𝐻+3−22𝐻

(2𝐻+1)(𝐻+1)
𝛽2𝜎2𝑇2𝐻

，             (3.5) 

𝑑1 = 𝑑2 +√
𝜆+𝛼2

2
𝜎2𝑇 +

2𝐻+3−22𝐻

(2𝐻+1)(𝐻+1)
𝛽2𝜎2𝑇2𝐻，          (3.6) 

𝐴 = −
1

2
𝑟𝑇 +

(𝐻−1)22𝐻−1+1

2(2𝐻+1)(𝐻+1)
 𝛽2𝜎2𝑇2𝐻.              (3.7) 

证明 令 

   𝐽𝑇 =
1

𝑇
∫ ln 𝑆𝑡
𝑇

0
𝑑𝑡, 

则有 

  𝐴𝑇 = exp{𝐽𝑇}. 

由于股价𝑆𝑡服从对数正态分布，则在风险中性测度下，随机变量𝐽𝑇是高斯过程，

设𝐽𝑇的均值和方差分别为𝑢̂和𝜎̂2，有 

𝑢̂ = E(𝐽𝑇) =
1

𝑇
∫ 𝐸 (ln 𝑆𝑡)
𝑇

0
𝑑𝑡  

= ln 𝑆0 +
1

𝑇
∫ 𝑟𝑡
𝑇

0
𝑑𝑡 − 

𝜎2

2𝑇
∫ (𝛽2(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻 + 𝜆𝑡 + 𝛼2𝑡
𝑇

0
)𝑑𝑡  

= ln 𝑆0 +
1

2
 𝑟𝑇 −

𝜆+𝛼2

4
𝜎2𝑇 −

2−22𝐻−1

2(2𝐻+1)
𝛽2𝜎2𝑇2𝐻, 

其中 

𝐸(𝑋𝑡) = 𝐸(𝛼𝐵𝑡 + 𝛽𝜉𝑡
𝐻+𝑄𝑡) = 0. 

𝜎̂2 = Var(𝐽𝑇) = E((𝐽𝑇 − 𝑢̂)
2)  

= E (
𝜎

𝑇
∫ 𝑋𝑡
𝑇

0
𝑑𝑡)

2

  

=
𝜎2

𝑇2
∫ ∫ E(𝑋𝑠𝑋𝑡)

𝑇

0

𝑇

0
𝑑𝑠𝑑𝑡  

=
𝜎2

𝑇2
∫ ∫ [Cov(𝑀𝑠, 𝑀𝑡)

𝑇

0

𝑇

0
+ E(𝑄𝑠𝑄𝑡)]𝑑𝑠𝑑𝑡  
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=
𝜎2

𝑇2
∫ ∫ (𝛼2𝑠 + 𝛽2(𝑡2𝐻 + 𝑠2𝐻

𝑇

0

𝑇

0
− 

1

2
((𝑡 + 𝑠)2𝐻 + |𝑡 − 𝑠|2𝐻) + 𝜆𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡 

=
𝜆+𝛼2

2
𝜎2𝑇 +

2𝐻+3−22𝐻

(2𝐻+1)(𝐻+1)
𝛽2𝜎2𝑇2𝐻, 

其中，规定𝑠 < 𝑡，且有 

E(𝑋𝑠𝑋𝑡) = Cov(𝑋𝑠, 𝑋𝑡) = Cov(𝑀𝑠 + 𝑄𝑠, 𝑀𝑡 +𝑄𝑡) 

= Cov(𝑀𝑠, 𝑀𝑡) + E(𝑄𝑠𝑄𝑡) 

E(𝑄𝑠𝑄𝑡)=E[(𝑁𝑠 − 𝜆𝑠)(𝑁𝑡 − 𝜆𝑡)] = 𝐸(𝑁𝑠𝑁𝑡) − 𝜆
2𝑠𝑡 = 𝜆𝑠(𝜆𝑡 + 1) − 𝜆2𝑠𝑡 = 𝜆𝑠. 

由于随机变量𝐽𝑇=ln 𝐴𝑇服从正态分布，因此随机变量𝐴𝑇服从对数正态分布。 

则几何亚式看涨期权价格为 

𝐶(𝑆0, 𝑇) = 𝑒−𝑟𝑇𝐸((𝐴𝑇 − 𝐾)+) = 𝑒−𝑟𝑇 ∫ (𝑒𝑥 − 𝐾)
𝐷

1

√2𝜋𝜎̂
𝑒
−
(𝑥−𝑢̂)2

2𝜎̂2 𝑑𝑥, 

𝐷 = {𝑥|𝑒𝑥 − 𝐾 > 0}. 

令𝑥 = 𝑢̂ + 𝜎̂𝑦，有 Y 服从标准正态分布。Φ(∙)和𝜑(∙)分别表示标准正态累积

分布函数和密度函数，则有 

𝐶(𝑆0, 𝑇) = 𝑒−𝑟𝑇 ∫ (𝑒𝑢+𝜎̂𝑦 − 𝐾)
𝐷

1

√2𝜋
𝑒−

𝑦2

2 𝑑𝑦  

= 𝑒−𝑟𝑇+𝑢+
1
2
𝜎̂2∫

1

√2𝜋
𝑒−

(𝑦−𝜎̂)2

2 𝑑𝑦
∞

−𝑑2

 

= 𝑒−𝑟𝑇+𝑢+
1
2
𝜎̂2∫ 𝜑(𝑦)𝑑𝑦

∞

−𝑑2−𝜎̂

− 𝐾𝑒−𝑟𝑇Φ(𝑑2) 

= exp {ln 𝑆0 −
1

2
 𝑟𝑇 −

𝜆 + 𝛼2

4
𝜎2𝑇 +

2𝐻 + 3 − 22𝐻

(2𝐻 + 1)(𝐻 + 1)
𝛽2𝜎2𝑇2𝐻)}Φ(𝑑2 + 𝜎̂)

− 𝐾𝑒−𝑟𝑇Φ(𝑑2) 

= 𝑆0 exp {−
1

2
𝑟𝑇 +

(𝐻 − 1)22𝐻−1 + 1

2(2𝐻 + 1)(𝐻 + 1)
 𝛽2𝜎2𝑇2𝐻}Φ(𝑑1) − 𝐾𝑒

−𝑟𝑇Φ(𝑑2) 

= 𝑆0𝑒
𝐴Φ(𝑑1) − 𝐾𝑒

−𝑟𝑇Φ(𝑑2). 

这里 

𝐷 = {𝑥|𝑒𝑥 − 𝐾 > 0} = {𝑦|𝑒𝑢+𝜎̂𝑦 > 𝐾} = {𝑦|𝑦 >
1

𝜎̂
(ln𝐾 − 𝑢̂)} = {𝑦|𝑦 > −𝑑2}. 

其中𝑑1、𝑑2和 A 分别由式(3.6)、(3.5)和(3.7)定义。证毕。 

同理，对于几何亚式看跌期权定价有如下推论。 

推论 3.1.1 对于固定行权价为 K、到期日为 T 几何亚式看跌期权定价几何亚
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式看跌期权的价格𝑃(𝑆0, 𝑇)为 

         𝑃(𝑆0, 𝑇) = 𝐾𝑒
−𝑟𝑇Φ(−𝑑2) − 𝑆0𝑒

𝐴Φ(−𝑑1)，            (3.8) 

其中𝑑1、𝑑2和 A 分别由式(3.6)、(3.5)和(3.7)定义。 

3.2 灵敏度分析 

期权价格公式中包含着许多参数，如股价，无风险利率，波动率等，这些参

数对期权价格会产生较大的影响。对公式中的各参数分别取偏导就被记作不同的

希腊字母。下面给出几何亚式期权的希腊字母，并讨论定价模型中各参数对期权

价格的影响。 

3.2.1 几何亚式期权的希腊字母 

由公式(3.4)，通过求偏导可得几何亚式看涨期权𝐶(𝑆0, 𝑇)的希腊字母如下： 

Δ =
𝜕𝐶

𝜕𝑆0
= 𝑒𝐴Φ(𝑑1) + [𝑆0𝑒

𝐴Φ′(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟𝑇Φ′(𝑑2)]

𝜕𝑑2

𝜕𝑆0
, 

Γ =
𝜕2𝐶

𝜕𝑆0
2 = 𝑒𝐴Φ′(𝑑1) (

𝜕𝑑1
𝜕𝑆0

+
𝜕𝑑2
𝜕𝑆0

) + [𝑆0𝑒
𝐴Φ′′(𝑑1) − 𝐾𝑒

−𝑟𝑇Φ′′(𝑑2)]
𝜕𝑑2
𝜕𝑆0

 

+[𝑆0𝑒
𝐴 − 𝐾𝑒−𝑟𝑇]Φ′(𝑑2)

𝜕2𝑑2

𝜕𝑆0
2, 

𝜌 =
𝜕𝐶

𝜕𝑟
= [𝐾𝑒−𝑟𝑇Φ(𝑑2) −

1

2
𝑆0𝑒

𝐴Φ(𝑑1)] 𝑇 + [𝑆0𝑒
𝐴Φ′(𝑑1) − 𝐾𝑒

−𝑟𝑇Φ′(𝑑2)]
𝜕𝑑2

𝜕𝑟
, 

Θ =
𝜕𝐶

𝜕𝑇
= 𝑆0𝑒

𝐴 [−
1

2
𝑟Φ(𝑑1) + Φ

′(𝑑1)
𝜕𝑑1

𝜕𝑇
] − 𝐾𝑒−𝑟𝑇 [Φ′(𝑑2)

𝜕𝑑2

𝜕𝑇
− 𝑟Φ(𝑑2)], 

𝑉𝑒𝑔𝑎 =
𝜕𝐶

𝜕𝜎
=

(𝐻−1)22𝐻−1+1

(2𝐻+1)(𝐻+1)
 𝛽2𝑇2𝐻𝑆0𝜎𝑒

𝐴Φ(𝑑1) + 𝑆0𝑒
𝐴Φ′(𝑑1)

𝜕𝜎̂

𝜕𝜎
+

[𝑆0𝑒
𝐴Φ′(𝑑1)    − 𝐾𝑒

−𝑟𝑇Φ′(𝑑2)]
𝜕𝑑2

𝜕𝜎
, 

同理可得几何亚式看跌期权的希腊字母，在此省略。 

3.2.2 不同 H、𝝀下各参数与期权价格的关系 

本节基于定理 3.1.3 中的定价公式，通过数值实验讨论 Hurst 指数 H、泊松

强度𝜆以及其他参数对期权价格的影响。 

考虑一种标的资产为股票的几何亚式看涨期权，其标的资产遵循混合次分数
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跳过程。假设当前股价为 33 美元，到期 4 个月，股价波动率为 20%，无风险利

率为 1.85%，执行价格为 25 美元，泊松强度为 5。 

在𝜆 = 5的情况下，图 3.1 和图 3.2 分别给出了不同 H 下股价对看涨期权价

格和看跌期权价格的影响。由图 3.1 可知，局部上，在同一 H 下看涨期权价格对

股价的偏导数大于 0。所以，期权价格是股价的单调递增函数。在同一股价 S0

下，随着 Hurst 指数 H 的增大，看涨期权价格减小；由图 3.2 可知，局部上，在

同一 H 下看跌期权价格对股价的偏导数小于 0。所以，期权价格是股价的单调递

减函数。在同一股价 S0 下，随着 Hurst 指数 H 的增大，看涨期权价格减小。 

在 H=0.75 情况下，图 3.3 和图 3.4 分别给出了不同𝜆下股价对看涨期权价格

和看跌期权价格的影响。由图 3.3 可知，局部上，在同一𝜆下，看涨期权价格是股

价的单调递增函数。在同一股价 S0 下，随着𝜆的增大，看涨期权价格增大；由图

3.4 可知，局部上，在同一𝜆下，看跌期权价格是股价的单调递减函数。在同一股

价 S0 下，随着𝜆的增大，看涨期权价格增大。 

在𝜆 = 5的情况下，图 3.5 和图 3.6 分别给出了不同 H 下无风险利率对看涨

期权价格和看跌期权价格的影响。在 H=0.75 情况下，图 3.7 和图 3.8 分别给出了

不同𝜆下无风险利率对看涨期权价格和看跌期权价格的影响。总的来看，无论是

不同 H 下，还是不同𝜆下，看涨期权价格都是无风险利率的增函数，看跌期权价

格都是无风险利率的减函数，并且对看跌期权的影响比看涨期权的更要明显。 

 

图 3.1 不同 H 值下股价 S0 对看涨期权价格的影响         图 3.2 不同 H 值下股价 S0 对看跌期权价格的影响 
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图 3.3 不同𝜆值下股价 S0 对看涨期权价格的影响          图 3.4 不同𝜆值下股价 S0 对看涨期权价格的影响 

  

图 3.5 不同 H 值下无风险利率 r 对看涨期权价格的影响      图 3.6 不同 H 值下无风险利率 r 对看涨期权价格的影响 

 

图 3.7 不同𝜆值下无风险利率 r 对看涨期权价格的影响        图 3.8 不同𝜆值下无风险利率 r 对看涨期权价格的影响 
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在𝜆 = 5的情况下，图 3.9 和图 3.10 分别给出了不同 H 下波动率对看涨期权

价格和看跌期权价格的影响。在 H=0.75 情况下，图 3.11 和图 3.12 分别给出了不

同𝜆下波动率对看涨期权价格和看跌期权价格的影响。总的来看，无论是不同 H

下，还是不同𝜆下，看涨期权价格和跌期权价格均是波动率的增函数，且对看跌

期权的影响和看涨期权的一致。 

在𝜆 = 5的情况下，图 3.13 和图 3.14 分别给出了不同 H 下到期时间对看涨

期权价格和看跌期权价格的影响。在 H=0.75 情况下，图 3.15 和图 3.16 分别给出

了不同𝜆下到期时间对看涨期权价格和看跌期权价格的影响。总的来看，无论是

不同H下，还是不同𝜆下，看涨期权价格和看跌期权价格均是到期函数的增函数，

且对看跌期权的影响和看涨期权的一致。  

  

图 3.9 不同 H 值下波动率 sigma 对看涨期权价格的影响     图 3.10 不同 H 值下波动率 sigma 对看跌期权价格的影响 

  

图 3.11 不同𝜆值下下波动率 sigma 对看涨期权价格的影响     图 3.12 不同𝜆值下下波动率 sigma 对看跌期权价格的影响 
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图 3.13 不同 H 值下到期时间 T 对看涨期权价格的影响        图 3.14 不同 H 值下到期时间 T 对看跌期权价格的影响 

  

图 3.15 不同𝜆值下下到期时间 T 对看涨期权价格的影响        图 3.16 不同𝜆值下下到期时间 T 对看跌期权价格的影响 

此外，从上述所有图中可看出： 

第一，在其他参数固定的情况下，随着 Hurst 指数 H 的增大，看涨期权价格

和看跌期权价格均是 H 的减函数。此外，H 增大，期权价格减小，是符合实际情

况的，这是因为当 H 增大时，保持金融市场原有趋势的惯性越大，标的资产的路

径就越光滑，价格波动越小，从而降低标的资产带来的回报，导致期权价格下降。 

第二，在其他参数固定的情况下，随着𝜆的增大，看涨期权的价格和看跌期

权的价格均增大。也就是说，泊松强度𝜆与看涨看跌期权价格均成正比。泊松强

度越大，标的资产的波动就越剧烈，即投资者面临的风险越大，从而带来高收益

高回报，导致期权价格上升。 
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4 Monte Carlo 模拟和实证分析 

基于以上混合次分数跳过程模型，本章中推导出了混合次分数跳过程下，标

的资产波动率参数估计的表达式。然后，选取上证综指和深证成指作为标的资产，

进行了 Monte Carlo 模拟和实证分析，从而验证用混合次分数跳过程模型刻画股

价波动的合理性和优越性。 

4.1 数据选取 

本文选择上证综指(000001.SH)、深证成指(399001.SZ)作为研究对象，分别选

取 2022 年 9 月 30 日至 2023 年 9 月 30 日共 243 个日度收盘价作为观测值，该

数据来源于 Wind 数据库。图 4.1、4.2 分别给出了上证综指、深证成指的收盘价

时序图。从图中可以看到两种资产价格都经历了多次跳跃，这表明采用带有跳跃

的混合分数布朗运动来描述标的资产的运动是合适的。 

 
图 4.1 上证综指收盘价时序图 
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图 4.2 深证成指收盘价时序图 

4.2 参数估计 

本部分对模型中的一些未知参数进行了估计，得到了其参数估计的表达式。

下面介绍了 Hrust 指数和波动率的参数估计。 

(1) Hrust 指数的估计 

本文使用重标极差分析法(R/S 分析法[4])计算 Hurst 指数。考虑一个时间序列

{𝑥𝑖，1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}，则其均值序列为 

𝑥̅𝑛 =
1

𝑛
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 , 

则有 

𝑥𝑘,𝑛 = ∑ 𝑥𝑖 − 𝑥̅𝑛
𝑘
𝑖=1 ，1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. 

又 

𝑅𝑛 = 𝑚𝑎𝑥
1≤𝑘≤𝑛

(𝑥𝑘,𝑛) − 𝑚𝑖𝑛
1≤𝑘≤𝑛

(𝑥𝑘,𝑛), 

其标准差为 

𝑆𝑛 = √
1

𝑛
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅𝑛)2
𝑛
𝑖=1 . 
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参考文献[4]，则有 

𝑅𝑛

𝑆𝑛
= 𝑐𝑛𝐻，                       (4.1) 

对方程(4.1)两边同时取对数，则有 

ln (
𝑅𝑛

𝑆𝑛
) = 𝑙𝑛 𝑐 + 𝐻𝑙𝑛 𝑛，                   (4.2) 

此处，c 为常数。此时根据方程(4.2)，通过偏最小二乘回归分析可以得到 Hurst 指

数的估计值。 

通过以上原理，在 R 语言中计算出所选上证综指和深证成指的收盘价序列

的 Hurst 指数的值分别为 0.85 和 0.88。 

(2) 波动率的估计 

考虑到股票价格过程{𝑆𝑡，𝑡 ≥ 0}满足方程(3.1)，方程如下： 

𝑑𝑆𝑡 = 𝑟𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑡𝑑𝑋𝑡, 

此处，r 代表无风险利率，是一个常数；𝜎代表股票价格的波动率，是一个非负常

数；𝑋𝑡代表混合次分数跳过程，其微分表达式如下： 

𝑑𝑋𝑡 = 𝜀√(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆)𝑑𝑡，           (4.3) 

此处，𝜀~𝑁(0,1)。 

令𝐺𝑡 = 𝑙𝑛𝑆𝑡，既有𝐺𝑡服从正态分布。根据方程(3.1)，(4.3)以及定理 3.1.2，则

有 

𝑑𝐺𝑡 =
𝜕𝐺𝑡
𝜕𝑡

𝑑𝑡 +
𝜕𝐺𝑡
𝜕𝑆𝑡

𝑑𝑆𝑡 +
1

2

𝜕2𝐺𝑡

𝜕𝑆𝑡
2
(𝑑𝑆𝑡)

2 

=
1

𝑆𝑡
𝑑𝑆𝑡 −

1

2

1

𝑆𝑡
2
(𝑑𝑆𝑡)

2 

=
1

𝑆𝑡
(𝑟𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑡𝑑𝑋𝑡) −

1

2
𝜎𝑡
2(𝑑𝑋𝑡)

2， 

又 

(𝑑𝑋𝑡)
2 = (𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆)𝑑𝑡. 

则有 

𝑑𝐺𝑡 = (𝑟 −
1

2
𝜎𝑡
2(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆)) 𝑑𝑡 +

𝜎𝑡𝜀√(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆)𝑑𝑡. 
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通过离散化，有 

∆𝐺𝑡 = ln 𝑆𝑡+∆𝑡 − ln 𝑆𝑡 = ln
𝑆𝑡+∆𝑡
𝑆𝑡

 

= (𝑟 −
1

2
𝜎𝑡
2(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆))∆𝑡 +

𝜎𝑡𝜀√(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆)∆𝑡. 

容易得到 

ln
𝑆𝑡+∆𝑡
𝑆𝑡

−(𝑟−
1

2
𝜎𝑡
2(𝛼2+2𝛽2𝐻(2−22𝐻−1)𝑡2𝐻−1+𝜆))∆𝑡

√𝜎𝑡
2(𝛼2+2𝛽2𝐻(2−22𝐻−1)𝑡2𝐻−1+𝜆)∆𝑡

~𝑁(0,1), 

𝐸 (ln
𝑆𝑡+∆𝑡

𝑆𝑡
) = (𝑟 −

1

2
𝜎𝑡
2(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆))∆𝑡, 

𝑉𝑎𝑟 (ln
𝑆𝑡+∆𝑡

𝑆𝑡
) = 𝜎𝑡

2(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆)∆𝑡. 

则可解得 

𝜎𝑡
2 =

𝑉𝑎𝑟 (ln
𝑆𝑡+∆𝑡
𝑆𝑡

)

(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆)∆𝑡
 

.                (4.4) 

当∆𝑡 = 1时，𝐸 (ln
𝑆𝑡+∆𝑡

𝑆𝑡
)和𝑉𝑎𝑟 (ln

𝑆𝑡+∆𝑡

𝑆𝑡
)分别表示日收盘价对数收益率的均值和方

差。 

通过 R 语言计算得到上证综指的日收盘价对数收益率的均值和方差分别为： 

𝐸 (ln
𝑆𝑡+∆𝑡

𝑆𝑡
) = 0.00012, 𝑉𝑎𝑟 (ln

𝑆𝑡+∆𝑡

𝑆𝑡
) = 0.00007. 

则 

𝜎𝑡
2 =

0.00007

𝛼2+2𝛽2𝐻(2−22𝐻−1)𝑡2𝐻−1+𝜆
. 

取上证综指 2022 年 9 月 30 日的收盘价 3024.39 作为初始值𝑆0，其余参数取值

为：𝛼=𝛽=1，𝜆=5，𝑟=0.0255。 

同理有，深证成指的日收盘价对数收益率的均值和方差分别为： 

𝐸 (ln
𝑆𝑡+∆𝑡

𝑆𝑡
) = 0.00026, 𝑉𝑎𝑟 (ln

𝑆𝑡+∆𝑡

𝑆𝑡
) = 0.00012. 

则 

𝜎𝑡
2 =

0.00012

𝛼2+2𝛽2𝐻(2−22𝐻−1)𝑡2𝐻−1+𝜆
. 
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取深证成指 2022 年 9 月 30 日的收盘价 10778.61 作为初始值𝑆0，其余参数取值

为：𝛼=𝛽=1，𝜆=5，𝑟=0.0255。 

4.3 Monte Carlo 模拟 

根据方程(3.1)模拟指数价格变动的过程，步骤如下： 

第一步：离散化上证综指价格的变化过程 

∆𝑆𝑡 = 𝑆𝑡+∆𝑡 − 𝑆𝑡 = 𝑟𝑆𝑡∆𝑡 + 𝜎𝑡+∆𝑡𝜀𝑡+∆𝑡𝑆𝑡√(𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1 + 𝜆)∆𝑡, 

取∆𝑡 = 1，则有 

𝑆𝑡， 𝑖 − 𝑆𝑡,𝑖−1 = 𝑟𝑆𝑡,𝑖−1 + 𝜎𝑖𝜀𝑖𝑆𝑡,𝑖−1√(𝛼
2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)(𝑖 − 1)2𝐻−1 + 𝜆), 

此处，𝜀𝑖表示 i 时刻的标准正态随机变量，𝜎𝑖表示 i 时刻的标准差。尤其，当 i=1

时，有 

𝑆𝑡，1 = (𝑟 + 1)𝑆0 + 𝜎1𝜀1𝑆0√𝛼
2 + 𝜆, 

当 i=2 时，有 

𝑆𝑡， 2 = (𝑟 + 1)𝑆𝑡,1 + 𝜎2𝜀2𝑆𝑡,1√𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1) + 𝜆, 

当 i=3 时，有 

𝑆𝑡， 3 = (𝑟 + 1)𝑆𝑡,2 + 𝜎3𝜀3𝑆𝑡,2√𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)22𝐻−1 + 𝜆， 

⋮ 

当 i=243 时，有 

𝑆𝑡， 243 = (𝑟 + 1)𝑆𝑡,242 + 𝜎243𝜀243𝑆𝑡,242√𝛼2 + 2𝛽2𝐻(2 − 22𝐻−1)(242)2𝐻−1 + 𝜆， 

则通过迭代计算，最终会获得 243 个模拟值。 

第二步：运用 R 语言进行模拟实验，每个指数随机模拟三次，然后比较真实

路径与模拟路径。 

(1)上证综指模拟结果如图 4.3，4.4，4.5 所示。图中，黑色的线代表上证综

指的真实路径，红色、绿色和蓝色的线分别代表混合次分数跳过程下、几何布朗

运动下和混合次分数布朗运动下的模拟路径。 

从图 4.3-4.5 这三个图中，可以得到：从整体上看，每次模拟都是基于混合
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次分数跳过程的模拟路径更加贴近股票价格的真实路径。也就是说，用混合次分

数跳过程去拟合股票价格波动的效果明显优于传统的几何布朗运动以及混合次

分数布朗运动。 

 

图 4.3 真实路径与第一次模拟路径 

 

图 4.4 真实路径与第二次模拟路径 
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图 4.5 真实路径与第三次模拟路径 

(2)深证成指模拟结果如图 4.6，4.7，4.8 所示。从图 4.6-4.8 这三个图中可以

得出同(1)中的结论。总的来说，不管是上证综指还是深证成指，每次模拟的最优

结果均是基于混合次分数跳过程，可见，相比其他两种随机过程，混合次分数跳

过程刻画具有带跳和长记忆性的股票运动过程最合适、最合理、且拟合效果最好。 

 

图 4.6 真实路径与第一次模拟路径 
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图 4.7 真实路径与第二次模拟路径 

 

图 4.8 真实路径与第三次模拟路径 

4.4 拟合效果分析 

最后，对不同模型的拟合效果进行误差分析。采用平均绝对误差( MAE) 以

及均方根误差( RMSE) 这 2 个指标对不同模型的拟合效果进行评价。指标的定

义如下: 

MAE =
1

𝑛
∑ |𝑆̂𝑖 − 𝑆𝑖|
𝑛
𝑖=1 , 
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RMSE = √
1

𝑛
∑ (𝑆̂𝑖 − 𝑆𝑖)2
𝑛
𝑖=1 . 

其中，𝑆𝑖表示股票的真实价格，𝑆̂𝑖表示模拟价格，n 表示样本量。 

(1)上证综指模拟价格与真实价格的描述性统计如表 4.1、4.2、4.3 所列，误

差分析的具体结果如表 4.4 所列。 

表 4.1 第一次模拟值的描述性统计分析 

第一次模拟值 均值 最大值 最小值 中位数 

真实值 3192.336 3395 2893.48 3204.75 

混合次分数 

跳过程 
3175.934 3489.729 2998.012 3189.926 

几何布朗运动 2983.029 3450. 706 2703.983 3026.510 

混合次分数 

布朗运动 
2602.946 3239. 717 2505. 657 2600. 802 

表 4.2 第二次模拟值的描述性统计分析 

第二次模拟值 均值 最大值 最小值 中位数 

真实值 3192.336 3395 2893.48 3204.75 

混合次分数 

跳过程 
3278.389 3450.122 2997.923 3303.123 

几何布朗运动 3538.209 3889.497 2989.102 3466. 689 

混合次分数 

布朗运动 
3388.867 3629.109 2728.293 2739.028 

表 4.3 第三次模拟值的描述性统计分析 

第三次模拟值 均值 最大值 最小值 中位数 

真实值 3192.336 3395 2893.48 3204.75 

混合次分数 

跳过程 
3187.410 3547.122 2992.339 3191.171 

几何布朗运动 3273.344 3675.367 3070.977 3266.869 

混合次分数 

布朗运动 
3732.253 4031.177 2095.576 3712.028 
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表 4.4 不同模拟路径的误差分析 

评价指标 模拟次数 MAE RMSE 

几何布朗运动 

第一次 478.9790 526.8636 

第二次 456.9086 502.4689 

第三次 336.1521 356.3577 

混合次分数 

布朗运动 

第一次 612.8037 695.4572 

第二次 665.0386 611.8637 

第三次 531.0074 571.3042 

混合次分数 

跳过程 

第一次 121.4158 148.5055 

第二次 108.9634 136.5607 

第三次 103.8302 139.0524 

从上证综指的三次模拟值的描述性统计结果可以看出，与其余 2 个模型相

比，混合次分数跳过程模型下股价模拟值的均值、中位数、最大值以及最小值等

都比较接近真实值。这说明混合次分数跳过程模型的整体拟合效果是最佳的。其

次，从模型的稳定来看，混合次分数跳过程模型下的三次模拟结果相差不大，说

明模型稳定性较好。并且，从模拟的结果来看，模型稳定性表现最差的是混合次

分数布朗运动。 

(2)深证成指模拟价格与真实价格的描述性统计如表 4.5、4.6、4.7 所列，误

差分析的具体结果如表 4.8 所列。 

从深证成指的三次模拟值的描述性统计结果可以看出，混合次分数跳过程模

型下，描述性统计值整体上最接近真实值，几何布朗运动模型次之，混合次分数

布朗运动模型拟合效果最差。从模型的稳定来看，混合次分数跳过程模型的稳定

较好，混合次分数布朗运动和几何布朗运动模型的稳定性较差。 

表 4.5 第一次模拟值的描述性统计分析 

第一次模拟值 均值 最大值 最小值 中位数 

真实值 11140.49 12158.19 9981.67 11108.5 

混合次分数 

跳过程 
10590.84 12009.27 10478.84 11090.57 

几何布朗运动 11973.71 12899.83 10632.55 11012.24 

混合次分数 

布朗运动 
9994.62 11595.42 9049.056 9795.42 
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表 4.6 第二次模拟值的描述性统计分析 

第二次模拟值 均值 最大值 最小值 中位数 

真实值 11140.49 12158.19 9981.67 11108.5 

混合次分数 

跳过程 
11031.26 12233.71 9847.68 11288.4 

几何布朗运动 10039.21 12638.98 9184.92 10473.562 

混合次分数 

布朗运动 
9566.264 11839.39 8050.962 9646.474 

表 4.7 第三次模拟值的描述性统计分析 

第三次模拟值 均值 最大值 最小值 中位数 

真实值 11140.49 12158.19 9981.67 11108.51 

混合次分数 

跳过程 
11311.45 12983.22 10021.88 11091.37 

几何布朗运动 9887.236 11154.53 8118.837 9862.718 

混合次分数 

布朗运动 
11627.76 13927.46 10042.47 11222.71 

表 4.8 不同模拟路径的误差分析 

评价指标 模拟次数 MAE RMSE 

几何布朗运动 

第一次 752.7155 923.2921 

第二次 1198.7210 1597.3030 

第三次 1026.2987 14998.0276 

混合次分数 

布朗运动 

第一次 1186.043 1287.338 

第二次 1952.4550 2367.380 

第三次 1012.9378 1297.3767 

混合次分数 

跳过程 

第一次 624.0502 726.8400 

第二次 556.0205 709.1090 

第三次 724.0670 851.7735 

从表 4.4 和 4.8 可以看出，三次模拟都是混合次分数跳过程模型的 MAE 和

RMSE 最小，由此也可以得出，相对于其他两个模型，混合次分数跳过程模型的

拟合效果最好且最接近真实值。总的来说，对于不同的研究对象，不管是模型的

稳定性还是拟合效果，都是混合次分数跳过程模型表现的最好。 
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5 混合次分数跳过程下几何亚式期权模糊定价 

金融市场的不确定性不仅包括随机性，还有模糊性。但以上研究的内容只是

基于随机性，没有考虑到模糊性。因此，本章考虑在模糊利率、模糊波动率、模

糊股票价格以及模糊泊松强度下，基于第 3 章得到的期权定价公式，构建几何亚

式模糊期权定价公式。 

5.1 几何亚式看涨期权模糊定价模型 

下面以定理的形式给出几何亚式看涨期权模糊价格及其模糊价格𝑐 -截集

(𝐶̃)
𝑐
的区间端点。 

定理 5.1.1 考虑模糊利率𝑟̃，模糊波动率𝜎̃，模糊股价𝑆̃0，模糊泊松强度𝜆̃，则

固定行权价为 K、到期日为 T 的几何亚式看涨期权模糊价格𝐶̃(𝑆0, 𝑇)为 

𝐶̃(𝑆0, 𝑇) = 𝑓(𝑆̃0, 𝑇, 𝑡, 𝐻, 𝐾, 𝑟̃, 𝜎̃, 𝜆̃) = 𝑆̃0𝑒
𝐴̃Φ(𝑑̃1) −  𝐾𝑒

−𝑟̃𝑇Φ(𝑑̃2).   (5.1) 

其中 

𝑑̃2 =
ln(

𝑆̃0
𝐾
)+

1

2
 𝑟̃𝑇−

𝜆̃+𝛼2

4
𝜎̃2𝑇−

2−22𝐻−1

2(2𝐻+1)
𝛽2𝜎̃2𝑇2𝐻

√𝜆̃+𝛼
2

2
𝜎̃2𝑇+

2𝐻+3−22𝐻

(2𝐻+1)(𝐻+1)
𝛽2𝜎̃2𝑇2𝐻

,             (5.2) 

𝑑̃1 = 𝑑̃2 +√
𝜆̃+𝛼2

2
𝜎̃2𝑇 +

2𝐻+3−22𝐻

(2𝐻+1)(𝐻+1)
𝛽2𝜎̃2𝑇2𝐻,          (5.3) 

  𝐴̃ = −
1

2
𝑟̃𝑇 +

(𝐻−1)22𝐻−1+1

2(2𝐻+1)(𝐻+1)
 𝛽2𝜎̃2𝑇2𝐻.             (5.4) 

定理 5.1.2 假设𝑟̃，𝜎̃，𝑆̃0 和 𝜆̃都是三角模糊数，且有𝑟̃ = (𝑟1, 𝑟2, 𝑟3)，𝜎̃ =

(𝜎1, 𝜎2, 𝜎3)，𝑆̃0 = (𝑆1, 𝑆2, 𝑆3)，𝜆̃ = (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)，则几何亚式看涨期权模糊价格𝑐-截

集(𝐶̃)
𝑐
的区间端点分别为 

  𝐶̃𝑐
𝐿 = (𝑆̃0)𝑐

𝐿
𝑒 𝐴̃𝑐

𝐿
Φ(𝑑̃1

+(𝑐)) −  𝐾𝑒−𝑟̃𝑐
𝐿𝑇Φ(𝑑̃2

+(𝑐)),          (5.5) 

            𝐶̃𝑐
𝑈 = (𝑆̃0)𝑐

𝑈
𝑒 𝐴̃𝑐

𝑈
Φ(𝑑̃1

−(𝑐)) −  𝐾𝑒−𝑟̃𝑐
𝑈𝑇Φ(𝑑̃2

−(𝑐)).          (5.6) 
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其中 

        𝑑̃2
+(𝑐) =

ln(
(𝑆̃0)𝑐

𝐿

𝐾
)+

1

2
 𝑟̃𝑐
𝐿𝑇−

𝜆̃𝑐
𝐿+𝛼2

4
(𝜎̃𝑐
𝐿)2𝑇−

2−22𝐻−1

2(2𝐻+1)
𝛽2(𝜎̃𝑐

𝐿)2𝑇2𝐻

√𝜆̃𝑐
𝐿+𝛼2

2
(𝜎̃𝑐
𝐿)2𝑇+

2𝐻+3−22𝐻

(2𝐻+1)(𝐻+1)
𝛽2(𝜎̃𝑐

𝐿)2𝑇2𝐻

,          (5.7) 

         𝑑̃1
+(𝑐) = 𝑑̃2

+(𝑐) + √
𝜆̃𝑐
𝐿+𝛼2

2
(𝜎̃𝑐𝐿)2𝑇 +

2𝐻+3−22𝐻

(2𝐻+1)(𝐻+1)
𝛽2(𝜎̃𝑐𝐿)2𝑇2𝐻 ,      (5.8) 

𝑑̃2
−(𝑐) =

ln(
(𝑆̃0)𝑐

𝑈

𝐾
)+

1

2
 𝑟̃𝑐
𝑈𝑇−

𝜆̃𝑐
𝑈+𝛼2

4
(𝜎̃𝑐
𝑈)2𝑇−

2−22𝐻−1

2(2𝐻+1)
𝛽2(𝜎̃𝑐

𝑈)2𝑇2𝐻

√𝜆̃𝑐
𝑈+𝛼2

2
(𝜎̃𝑐
𝑈)2𝑇+

2𝐻+3−22𝐻

(2𝐻+1)(𝐻+1)
𝛽2(𝜎̃𝑐

𝑈)2𝑇2𝐻

,          (5.9) 

        𝑑̃1
−(𝑐) = 𝑑̃2

−(𝑐) + √
𝜆̃𝑐
𝑈+𝛼2

2
(𝜎̃𝑐

𝑈)2𝑇 +
2𝐻+3−22𝐻

(2𝐻+1)(𝐻+1)
𝛽2(𝜎̃𝑐

𝑈)2𝑇2𝐻 ,    (5.10) 

               𝐴̃𝑐
𝐿 = −

1

2
𝑟̃𝑐
𝐿𝑇 +

(𝐻−1)22𝐻−1+1

2(2𝐻+1)(𝐻+1)
 𝛽2(𝜎̃𝑐

𝐿)2𝑇2𝐻,             (5.11) 

        𝐴̃𝑐
𝑈 = −

1

2
𝑟̃𝑐
𝑈𝑇 +

(𝐻−1)22𝐻−1+1

2(2𝐻+1)(𝐻+1)
 𝛽2(𝜎̃𝑐

𝑈)2𝑇2𝐻.            (5.12) 

证明 模糊数𝑟̃，𝜎̃，𝜆̃，𝑆̃0的𝑐-截集分别为𝑟̃𝑐 =[𝑟̃𝑐
𝐿，𝑟̃𝑐

𝑈]， 𝜎̃𝑐 =[𝜎̃𝑐
𝐿，𝜎̃𝑐

𝑈]，𝜆̃𝑐 =

[𝜆̃𝑐
𝐿，𝜆̃𝑐

𝑈]，(𝑆̃0)𝑐=[(𝑆̃0)𝑐
𝐿，(𝑆̃0)𝑐

𝑈]。则𝐶̃𝑐
𝐿和𝐶̃𝑐

𝑈分别表示如下 

𝐶̃𝑐
𝐿 = min

𝑟̃𝑐
𝐿≤𝑟≤𝑟̃𝑐

𝑈,𝜎̃𝑐
𝐿≤𝜎≤𝜎̃𝑐

𝑈,(𝑆̃0)𝑐
𝐿≤𝑆0≤(𝑆̃0)𝑐

𝑈,𝜆̃𝑐
𝐿≤𝜆≤𝜆̃𝑐

𝑈
𝐶(𝑆0, 𝑇), 

𝐶̃𝑐
𝑈 = max

𝑟̃𝑐
𝐿≤𝑟≤𝑟̃𝑐

𝑈,𝜎̃𝑐
𝐿≤𝜎≤𝜎̃𝑐

𝑈,(𝑆̃0)𝑐
𝐿≤𝑆0≤(𝑆̃0)𝑐

𝑈,𝜆̃𝑐
𝐿≤𝜆≤𝜆̃𝑐

𝑈
𝐶(𝑆0, 𝑇). 

由(3.4)式可知， 

𝜕𝐶

𝜕𝑆0
= 𝑒𝐴Φ(𝑑1) + [𝑆0𝑒

𝐴Φ′(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟𝑇Φ′(𝑑2)]

𝜕𝑑2

𝜕𝑆0
, 

其中 

Φ(𝑑1) > 0, Φ(𝑑2) > 0, 

 Φ′(𝑑1) =
1

√2𝜋
𝑒−

(𝑑1)
2

2 > 0，Φ′(𝑑2) =
1

√2𝜋
𝑒−

(𝑑2)
2

2 > 0， 
𝜕𝑑2

𝜕𝑆0
=

1

|𝜎̂|𝑆0
> 0. 

因为𝑑1 > 𝑑2，Φ(𝑑1) > Φ(𝑑2)，结合𝐶(𝑆0, 𝑇)实际意义有𝐶(𝑆0, 𝑇) > 0，在𝑒−
(𝑑1)

2

2 >

𝑒−
(𝑑2)

2

2 的情况下，有 

𝑆0𝑒
𝐴Φ′(𝑑1) − 𝐾𝑒

−𝑟𝑇Φ′(𝑑2) > 0, 

则有 
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𝜕𝐶

𝜕𝑆0
= 𝑒𝐴Φ(𝑑1) + [𝑆0𝑒

𝐴Φ′(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟𝑇Φ′(𝑑2)]

𝜕𝑑2

𝜕𝑆0
> 0, 

𝜕𝐶

𝜕𝜎
= 𝐵𝑆0𝜎𝑒

𝐴Φ(𝑑1) + 𝑆0𝑒
𝐴Φ′(𝑑1)

𝜕𝜎̂

𝜕𝜎
+ [𝑆0𝑒

𝐴Φ′(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟𝑇Φ′(𝑑2)]

𝜕𝑑2

𝜕𝜎
> 0， 

其中𝐵 =
(𝐻−1)22𝐻−1+1

(2𝐻+1)(𝐻+1)
 𝛽2𝑇2𝐻。 

同理，在
Φ′(𝑑1)−Φ

′(𝑑2)

Φ(𝑑1)−Φ(𝑑2)
> 𝜎̂的情况下，有 

𝜕𝐶

𝜕𝑟
= [𝐾𝑒−𝑟𝑇Φ(𝑑2) −

1

2
𝑆0𝑒

𝐴Φ(𝑑1)]𝑇 + [𝑆0𝑒
𝐴Φ′(𝑑1) − 𝐾𝑒

−𝑟𝑇Φ′(𝑑2)]
𝜕𝑑2

𝜕𝑟
> 0, 

同理，在
𝜎2

𝜎̂
> −𝑑2的情况下，有 

𝜕𝐶

𝜕𝜆
= [𝑆0𝑒

𝐴Φ′(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟𝑇Φ′(𝑑2)]

𝜕𝑑2

𝜕𝜆
+ 𝑆0𝑒

𝐴Φ′(𝑑1)
𝜕𝜎̂

𝜕𝜆
> 0, 

其中，𝑑1、𝑑2的关系有两种情况，当𝑑1、𝑑2同号时，则必有𝑑2 < 𝑑1 < 0，当𝑑1、

𝑑2异号时，则必有0 < 𝑑1 < |𝑑2|。此时，𝐶(𝑆0, 𝑇)是 r、𝑆0、𝜎和𝜆的单调递增函数，

则有 

𝐶̃𝑐
𝐿 =  𝑓((𝑆̃0)𝑐

𝐿
, 𝑇, 𝑡, 𝐻, 𝐾, 𝑟̃𝑐

𝐿 , 𝜎̃𝑐
𝐿 , 𝜆̃𝑐

𝐿), 

𝐶̃𝑐
𝑈 =  𝑓((𝑆̃0)𝑐

𝑈
, 𝑇, 𝑡, 𝐻, 𝐾, 𝑟̃𝑐

𝑈, 𝜎̃𝑐
𝑈, 𝜆̃𝑐

𝑈). 

即 

𝐶̃𝑐
𝐿 = (𝑆̃0)𝑐

𝐿
𝑒 𝐴̃𝑐

𝐿
Φ(𝑑̃1

+(𝑐)) −  𝐾𝑒−𝑟̃𝑐
𝐿𝑇Φ(𝑑̃2

+(𝑐)), 

𝐶̃𝑐
𝑈 = (𝑆̃0)𝑐

𝑈
𝑒 𝐴̃𝑐

𝑈
Φ(𝑑̃1

−(𝑐)) −  𝐾𝑒−𝑟̃𝑐
𝑈𝑇Φ(𝑑̃2

−(𝑐)). 

证毕。 

同理，几何亚式看跌期权模糊定价有如下推论。 

推论 5.1.1 几何亚式看跌期权模糊价格𝑃̃的𝑐-截集(𝑃̃)𝑐的区间端点分别为： 

𝑃̃𝑐
𝐿 = 𝐾𝑒−𝑟̃𝑐

𝐿𝑇Φ(−𝑑̃2
+(𝑐)) − (𝑆̃0)𝑐

𝐿
𝑒 𝐴̃𝑐

𝐿
Φ(−𝑑̃1

+(𝑐)),         (5.13) 

𝑃̃𝑐
𝑈 = 𝐾𝑒−𝑟̃𝑐

𝑈𝑇Φ(−𝑑̃2
−(𝑐)) − (𝑆̃0)𝑐

𝑈
𝑒 𝐴̃𝑐

𝑈
Φ(−𝑑̃1

−(𝑐)).        (5.14) 

其中，𝑑̃2
+(𝑐)、𝑑̃1

+(𝑐)、𝑑̃2
−(𝑐)、𝑑̃1

−(𝑐)、𝐴̃𝑐
𝐿和𝐴̃𝑐

𝑈分别由式(5.7)、(5.8)、(5.9)、(5.10)、

(5.11)和(5.12)定义。 
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5.2 数值模拟 

本节中，给出了本文所提几何亚式期权模糊定价模型的数值结果。考虑一种

标的资产为股票的几何亚式看涨期权。期权价为 25 美元，到期 4 个月。假设当

前股价在 33 美元左右，股价波动率在 20%左右，无风险利率在 1.85%左右，泊

松过程强度𝜆在 5 左右。假设 t = 0，H=0.8，T= 1/3，模糊利率𝑟̃、模糊波动率𝜎̃、

模糊股价𝑆̃0及模糊泊松强度𝜆都为三角模糊数：𝑟̃= (0.018，0.0185，0.019)，𝜎̃=(0.19，

0.2，0.21)， 𝑆̃0=(32.8，33，33.3)，𝜆̃=(4，5，6)。利用上面的模糊期权定价公式，

可以得到如下结果。 

5.2.1 参数置信度 c对模糊区间的影响 

在不同的置信度𝑐下，几何亚式看涨期权的模糊价格，如表 5.1 所列。 

表 5.1 不同置信度下的几何亚式看涨模糊价格 

𝑐 𝐶̃𝑐 𝑐 𝐶̃𝑐 

1.00 [15.5997，15.5997] 0.95 [15.5892，15.6141] 

0.99 [15.5976，15.6026] 0.94 [15.5872，15.6169] 

0.98 [15.5955，15.6054] 0.93 [15.5851，15.6198] 

0.97 [15.5934，15.6083] 0.92 [15.5830，15.6227] 

0.96 [15.5913，15.6112] 0.91 [15.5809，15.6256] 

对于𝑐 = 0.95，表示看涨期权价格处于闭区间[15.5892，15.6141]，置信度为

0.95。从另一个角度看，如果投资者对置信度 0.95 感到满意，投资者就可从闭区

间[15.5892，15.6141]中获取任何值作为其以后使用的期权价格。 

模糊价格(𝐶𝑡̃)𝑐的可能均值和可能下半方差如下： 

𝑀̅(𝐶𝑡̃) = ∫ 𝑐[𝐶̃𝑐
𝐿 + 𝐶̃𝑐

𝑈]
1

0

𝑑𝑐 = 15.6135 

𝐿𝑆𝑉𝑎𝑟(𝐶𝑡̃) = 2∫ 𝑐([𝑀̅(𝐶𝑡̃) − 𝐶̃𝑐
𝐿]
2
)

1

0

𝑑𝑐 = 0.009 

这意味着亚式期权价格的平均水平为 15.6135 美元，风险为 0.009 美元。 

从表 5.1 可以看出，随着置信度𝑐的逐渐增大，模糊价格区间的长度逐渐减
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小，模糊价格越来越高。换句话说，从可能性均值的角度看，模糊性带来的不确

定性提高了亚式期权的价值。 

5.2.2 参数 Hurst 指数对模糊区间的影响 

当𝑐 = 0.95时，Hurst 指数对看涨看跌期权模糊价格的影响如图 5.1、5.2 所

示，表 5.2 所列。 

 
   图 5.1 c=0.95 时，T、H 对模糊价格区间左端点的影响         图 5. 2 c=0.95 时，T、H 对模糊价格区间右端点的影响 

  
图 5. 3 c=0.5 时，T、H 对模糊价格区间左端点的影响          图 5. 4 c=0.5 时，T、H 对模糊价格区间右端点的影响 

由于在混合次分数跳过程下的几何亚式模糊期权价格公式十分复杂，很难准

确地判断出关于 H 的单调性，所以讨论了在不同 T 下，期权价格关于 H 的单调

性。 

从图 5.1 和 5.2 中可以看出，Hurst 指数对看涨期权模糊价格区间的左端点和

右端点的影响一致，且两个图形几乎一样，这说明左端点和右端点相差很近，即

期权的模糊价格区间长度很小。这是在置信度很高的情况下，而在置信度较低的
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情况下，列如当 c=0.5 时，模糊价格的左右区间端点是相差较大的(如图 5.3、5.4

所示)，与 5.2.1 中的结论相符。此外，从两个图中均可以看出，五条曲线几乎平

行，这表明在不同的执行时间 T 下，期权价格关于 H 的下降速度是相似的。 

表 5.2 中分别列举了 T 取 1/12、1/3、1、2 和 5 等五种情况下期权价格关于

H 的变化。结果发现：从局部上看，控制 T 不变时，期权价格关于 H 单调递减；

控制 H 不变时，期权价格关于 T 单调递增。 

表 5.2  T、H 对几何亚式看涨价格的影响 

H 
𝐶̃𝑐 

T=1/12 T=1/3 T=1 

0.75 [15.6222，15.6431] [15.7978，15.8225]  [16.2408，16.2751] 

0.80 [15.4088，15.4297] [15.5892，15.6141] [16.0409，16.0755] 

0.85 [15.2071，15.2280] [15.3924，15.4173] [15.8526，15.8876] 

0.90 [15.0371，15.0162] [15.2062，15.2312] [15.6752，15.7104] 

0.95 [14.8352，14.8561] [15.0299，15.0550] [15.5076，15.5431] 

续表 5.2  T、H 对几何亚式看涨价格的影响 

H 
𝐶̃𝑐 

T=2 T=5 

0.75 [16.8617，16.9092] [18.5642，18.6466] 

0.80 [16.6670，16.7151] [18.3654，18.4501] 

0.85 [16.4831，16.5318] [18.1643，18.2515] 

0.90 [16.3091，16.3583] [17.9563，18.0465] 

0.95 [16.1443，16.1942] [17.7352，17.8288] 

 

5.2.3 与经典 BS 模型进行对比 

将本文提出的 FAOP 定价模型与传统 BS 模型进行对比，给出不同置信度 c

下，两种模型的看涨期权模糊定价区间，如表 5.3 所列。 

同 5.2.1 节，可以得到 BS 模型下模糊价格(𝐶𝑡̃)𝑐的可能均值和可能下半方差

如下： 
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𝑀̅(𝐶𝑡̃) = ∫ 𝑐[𝐶̃𝑐
𝐿 + 𝐶̃𝑐

𝑈]
1

0

𝑑𝑐 = 15.4585 

𝐿𝑆𝑉𝑎𝑟(𝐶𝑡̃) = 2∫ 𝑐([𝑀̅(𝐶𝑡̃) − 𝐶̃𝑐
𝐿]
2
)

1

0

𝑑𝑐 = 0.006 

这意味着亚式期权价格的平均水平为 15.4585 美元，风险为 0.006 美元。 

表 5.3 不同模型下的几何亚式看涨期权模糊价格 

𝑐 𝐶̃𝑐(FAOP) 𝐶̃𝑐(BS) 

1.00 [15.5997，15.5997] [15.4454，15.4454] 

0.99 [15.5976，15.6026] [15.4438，15.4478] 

0.98 [15.5955，15.6054] [15.4422，15.4502] 

0.97 [15.5934，15.6083] [15.4406，15.4526] 

0.96 [15.5913，15.6112] [15.4390，15.4550] 

0.95 [15.5892，15.6141] [15.4574，15.4374] 

0.94 [15.5872，15.6169] [15.4358，15.4598] 

0.93 [15.5851，15.6198] [15.4341，15.4622] 

0.92 [15.5830，15.6227] [15.4325，15.4646] 

0.91 [15.5809，15.6256] [15.4309，15.4670] 

从两个模型各自模糊价格的可能均值看，FAOP 模型的可能均值是15.6135，

而不带跳的 BS 模型的可能均值是 15.4585，显然，带跳的 FAOP 模型的可能均

值略大于不带跳的 BS 模型。从两个模型各自模糊价格的可能下半方差看，FAOP

模型的可能下半方差也略大于 BS 模型。这是因为 FAOP 模型考虑到了金融市场

中股价跳跃因素所带来的风险，从而使得可能均值和可能下半方差略大一点。 

从表 5.3 中，FAOP 模型得到的模糊价格集中在 15.5997-15.6256 之间，表明

模型比较稳定。从本文提出的定价模型出发，如果投资者对置信度 0.99 感到满

意，则可在闭区间[15.5976，15.6026]上取任一值作为决策价格，如果市场价格低

于 15.5976，则说明期权价格被低估，则可以买入期权。如果市场价格高于 15.6026，

则认为价格被高估，可以卖出期权。因此，通过考虑模糊性因素，在模糊状态下

定价能够更好地帮助投资者进行风险管理、降低投资风险以及提高决策效率。此

外，综合考虑随机性和模糊性，更全面地刻画了金融市场的不确定性，从而更好

地反映了实际市场的情况，提高了定价的准确性。 
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6 结论与展望 

6.1 结论 

金融市场的不确定性不仅包括随机性，还有模糊性。随机性可以通过随机分

析来解决，而模糊性则可以通过模糊集理论来处理。因此，本文采用混合次分数

跳过程这一随机过程来刻画标的资产的随机性，采用三角模糊数来刻画定价公式

中参数的模糊性，以几何平均亚式看涨期权为例，结合随机分析和模糊集理论，

研究了模糊随机不确定性环境下的几何亚式期权定价问题。主要结果如下： 

（1）考虑到金融资产价格的长记忆性及跳跃现象，基于混合次分数布朗运

动，结合泊松过程，推导了几何亚式期权定价公式的表达式。通过灵敏度分析，

得到了几何亚式看涨期权价格和看跌期权价格均是 Hurst 指数 H 的减函数，几何

亚式看涨期权价格和看跌期权价格均是泊松强度𝜆的增函数。 

（2）推导了混合次分数跳过程下标的资产波动率参数估计的表达式。通过

Monte Carlo 模拟和实证分析，验证了混合次分数跳过程模型的合理性。 

（3）引入模糊集理论，推导了几何亚式期权模糊定价公式的表达式。通过

数值模拟，分析了参数置信度和 Hurst 指数对模糊区间的影响，同时给出了不同

置信度下几何亚式期权价格的模糊区间。数值模拟表明：置信度𝑐增大会导致模

糊价格区间的长度减小，模糊价格升高。换句话说，模糊性带来的不确定性提高

了几何亚式期权的价值；Hurst 指数 H 的增大会导致模糊价格的降低。当 H 增大

时，保持金融市场原有趋势的惯性越大，标的资产的路径就越光滑，价格波动越

小，从而降低标的资产带来的回报，导致期权价格下降；模糊几何亚式期权定价

模型具有一定的合理性和准确性，使用此模糊模型，可以帮助投资者选择一个具

有可接受置信度的几何亚式期权价格，以供日后使用。 

6.2 展望 

本文在探究几何亚式期权定价的问题中，将混合次分数布朗运动、泊松过程

与模糊集理论结合起来，对几何亚式期权进行模糊定价，旨在改进模型，提升模
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型的精度，使模型更加贴合金融市场的实际情况。首先，为简化模型，本文考虑

的是简单的泊松过程来刻画跳跃现象，进一步也可以考虑较为复杂的复合泊松过

程；此外，本文的研究对象仅为几何亚式期权，进一步也可以将本文提出的模型

及方法应用到其他的奇异期权，如亚式幂期权、回望期权、价差期权等等。 
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附 录 

一、灵敏度分析 

# 不同 Hurst 指数下，股价 S0 和几何亚式看涨期权价格 C 的关系 

  T <- 1/3 

  t <- 0 

  H <- 0.75 

  sigma <- 0.2 

  alpha <- 1 

  beta <- 1 

  lambda <- 5 

  S0 <- seq(32.8,33.3,0.05) 

  r <- 0.0185 

  K <-25  

  w1 <- ((H-1)*2^(2*H-1)+1)/(2*(2*H+1)*(H+1)) 

  w2 <- (2*H+3-2^(2*H))/(2*(2*H+1)*(H+1)) 

  w3 <- (2-2^(2*H-1))/(2*(2*H+1)) 

  A <- -0.5*r*T+w1*beta^2*sigma^2*T^(2*H) 

  d2<-(log(S0/K)+0.5*r*T-0.25*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T-

w3*beta^2*sigma^2*T^(2*H) 

)/(sqrt(0.5*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T+w2*beta^2*sigma^2*T^(2*H))) 

  d1 <- d2+sqrt(0.5*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T+w2*beta^2*sigma^2*T^(2*H)) 

  C <- S0*exp(A)*pnorm(d1)-K*exp(-r*T)*pnorm(d2) 

  plot(S0,C,xlab = "股价/S0",ylab = "几何亚式看涨期权价格",pch=1) 

  lines(S0,C,lwd=1,col='black') 

#####H <- 0.85 

  H <- 0.85 

  w1 <- ((H-1)*2^(2*H-1)+1)/(2*(2*H+1)*(H+1)) 
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  w2 <- (2*H+3-2^(2*H))/(2*(2*H+1)*(H+1)) 

  w3 <- (2-2^(2*H-1))/(2*(2*H+1)) 

  A <- -0.5*r*T+w1*beta^2*sigma^2*T^(2*H) 

  d2<-(log(S0/K)+0.5*r*T-0.25*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T-

w3*beta^2*sigma^2*T^(2*H) 

)/(sqrt(0.5*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T+w2*beta^2*sigma^2*T^(2*H))) 

  d1 <- d2+sqrt(0.5*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T+w2*beta^2*sigma^2*T^(2*H)) 

  C <- S0*exp(A)*pnorm(d1)-K*exp(-r*T)*pnorm(d2) 

  points(S0,C,pch=2) 

  lines(S0,C,lwd=1,col='red') 

#####H <- 0.95 

  H <- 0.95 

  w1 <- ((H-1)*2^(2*H-1)+1)/(2*(2*H+1)*(H+1)) 

  w2 <- (2*H+3-2^(2*H))/(2*(2*H+1)*(H+1)) 

  w3 <- (2-2^(2*H-1))/(2*(2*H+1)) 

  A <- -0.5*r*T+w1*beta^2*sigma^2*T^(2*H) 

  d2<-(log(S0/K)+0.5*r*T-0.25*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T-

w3*beta^2*sigma^2*T^(2*H) 

)/(sqrt(0.5*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T+w2*beta^2*sigma^2*T^(2*H))) 

  d1 <- d2+sqrt(0.5*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T+w2*beta^2*sigma^2*T^(2*H)) 

  C <- S0*exp(A)*pnorm(d1)-K*exp(-r*T)*pnorm(d2) 

   points(S0,C,pch =8) 

  lines(S0,C,lwd=1,col='green') 

#####H <- 0.99 

  H <- 0.99 

  w1 <- ((H-1)*2^(2*H-1)+1)/(2*(2*H+1)*(H+1)) 

  w2 <- (2*H+3-2^(2*H))/(2*(2*H+1)*(H+1)) 

  w3 <- (2-2^(2*H-1))/(2*(2*H+1)) 
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  A <- -0.5*r*T+w1*beta^2*sigma^2*T^(2*H) 

  d2<-(log(S0/K)+0.5*r*T-0.25*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T-

w3*beta^2*sigma^2*T^(2*H) 

)/(sqrt(0.5*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T+w2*beta^2*sigma^2*T^(2*H))) 

  d1 <- d2+sqrt(0.5*(lambda+alpha^2)*sigma^2*T+w2*beta^2*sigma^2*T^(2*H)) 

  C <- S0*exp(A)*pnorm(d1)-K*exp(-r*T)*pnorm(d2) 

  points(S0,C,pch =19) 

  lines(S0,C,lwd=1,col='blue')  

legend("topleft",legend=c("H=0.75","H=0.85","H=0.95","H=0.99"),pch=c(1,2,8,19),c

ex=0.8,col=c(1:4))  

二、路径模拟 

alpha=1 

beta=1 

lamda=5 

r=0.0255 

H=0.85 

S0=3024.39 

t=seq(from=1,to=243,by=1)  

sigma=numeric(243) 

epsilon=numeric(243) 

for(i in 1:243) 

{ 

   sigma[i]=sqrt(0.00007/(alpha^2+lamda+2*H*beta^2*(2-2^(2*H-1))*t[i]^(2*H-1))) 

   epsilon[i]=rnorm(1) 

    } 

S=numeric(243) 

S[1]=(r+1)*S0+epsilon[1]*sigma[1]*S0*sqrt(alpha^2+lamda) 

for(i in 2:243) 
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{ 

   S[i]=(r+1)*S0+epsilon[i]*sigma[i]*S0*sqrt(alpha^2+lamda+2*H*beta^2*(2-

2^(2*H-1))*t[i-1]^(2*H-1)) 

   S0=S[i] 

  } 

lines(date,S,lwd=1,col='black',lty=2) 
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