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摘  要 

随着大数据科学发展以及因果推断相关研究的不断推进，从观察数据中发现

因果关系是各领域研究中的热点问题。在反事实因果效应估计框架下，潜在结果

的估计是关键问题。目前，随着机器学习功能变得越来越强大，越来越多的机器

学习算法融入因果推断方法中，利用矩阵填充方法填补缺失潜在结果已经被证实

是因果推断中一种有效方法。从矩阵填充角度出发，研究在因果推断中如何更好

的利用先验信息降低矩阵填充估计潜在结果的误差。主要研究内容包括以下几方

面： 

(1)在不考虑协变量的情况下，填充目标变量的反事实结果。提出用自适应加

权核范数替代核范数的加权核范数矩阵填充方法，避免了较大奇异值过度惩罚的

情况，并根据交替方向乘子法(Alternating Direction Method of Multipliers，ADMM)

框架证明最优解以及收敛性。从数值模拟和真实数据实验结果来看，相较于传统

方法加权核范数模型预测缺失潜在结果精度更高。 

(2)在考虑协变量的情况下，提出基于随机森林倾向得分加权矩阵填充的方

法，用随机森林模型估计倾向得分能有效避免传统倾向得分方法模型设定匹配结

果的平衡性，在此基础上，利用倾向得分匹配协变量平衡性质加权损失函数，使

得处理组和控制组之间具有可比性。从实验结果来看，随机森林倾向得分加权矩

阵填充模型估计潜在结果的误差更小，并估计出因果推断关注的平均处理效应。 

 

关键词：因果推断 矩阵填充 加权核范数 随机森林 倾向得分 
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Abstract 

With the development of big data science and the continuous 

advancement of research on causal inference, discovering causal 

relationships from observational data is a hot topic in various fields of 

research. Under the framework of counterfactual causal effect estimation, 

the estimation of potential outcomes is a key issue. Currently, as machine 

learning capabilities become increasingly powerful, more and more 

machine learning algorithms are being integrated into causal inference 

methods. The use of matrix completion methods to complete in missing 

potential outcomes has been proven to be an effective method in causal 

inference. This article starts from the perspective of matrix completion and 

studies how to better utilize prior information in causal inference in causal 

inference to reduce the error of potential outcomes in matrix completion 

estimation. The main research content includes the following aspects: 

(1) Without considering covariates, complete the counterfactual 

results of the target variable. This article proposes a weighted kernel norm 

matrix completion method, which replaces the kernel norm with an 

adaptive weighted kernel norm to avoid excessive punishment for large 

singular values. The optimal solution and convergence are proven using 

the ADMM framework. From the results of numerical simulation and real 

data experiments, it can be seen that compared to traditional methods, 

weighted kernel norm models have higher accuracy in predicting potential 
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missing outcomes. 

(2) Taking into account covariates, this article proposes a method 

based on random forest propensity score weighted matrix completion 

model. Estimating propensity scores using a random forest model can 

effectively avoid the balance of matching outcomes model settings in 

traditional propensity score methods. Based on this, weighted loss function 

using propensity score covariate balance property to ensure comparability 

between treatment group and control group. From the experimental results, 

it can be seen that the random forest propensity score weighted matrix 

completion model has a smaller error in estimating potential outcomes and 

estimates the average treatment effect for the treated in causal inference. 

 

Keywords: Causal inference; Matrix completion; Weighted kernel norm; 

Random forest; Propensity score 
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1 绪论 

1.1 研究背景与研究意义 

1.1.1 研究背景 

在过去的 30 多年中，评估因果效应已成为统计学和计量经济学领域的重要

研究方向。因果关系识别一般分为观察和实验两种方法。目前，随机对照试验方

法被视为最有效的实验性研究方法，认为是确定因果效应的黄金标准，其假设在

试验中不存在混杂因素，关联即因果关系。然而，在实践中进行随机试验往往面

临着诸多困难，甚至是不切实际的。因此，在这种情况下，研究者必须依赖于观

测数据，通过分析这些观测数据来揭示因果关系。 

对于观测性数据，核心问题是如何得到反事实结果。在观察性研究中，无论

是对接受处理的个体还是对不接受处理的个体，都无法同时观测到单个个体两种

潜在结果，导致数据缺失。因此，因果效应难以推断在于始终存在一个潜在结果

无法观测到的问题。然而，利用机器学习方法通过求解优化问题对缺失数据矩阵

进行填充，以此来估计潜在结果，进而实现因果效应的估计，成为了各界学者研

究和关注的重点。 

1.1.2 研究意义 

在因果推断应用中缺失来自于处理的选择，并且缺失数据有特定结构，例如

块状、条状缺失、交错缺失。传统处理随机缺失机制的数据插补方法已不能很好

地处理政策评估过程中数据缺失问题。矩阵填充问题一般在给定一个部分观察到

的矩阵，估计缺失元素。矩阵填充通常考虑随机缺失数据的模式，矩阵填充技术

在推荐系统、视频去噪和图像恢复等领域有着广泛的应用。特别是对条块缺失数

据修复有其独特优势。因此，研究矩阵填充在因果效应中的应用具有重要意义。 

由于混杂因素会引起因果识别结果存在偏差，因此处理混杂因素是因果推断

中的一个重要挑战。为了解决这一挑战，倾向得分法应运而生，其旨在消除混杂

因素对观察数据平均处理效应的影响。通过正确的倾向得分可以平衡变量分布，
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从而揭示观测数据中的真实因果关系。利用机器学习方法代替传统方法估计倾向

得分，可以有效地避免倾向得分模型设定错误的情况。因此，研究随机森林估计

倾向得分为观察数据的因果效应估计提供新思路。 

1.2 国内外研究现状 

1.2.1 国外研究现状 

(1)因果推断 

因果推断的关键在于构建反事实结果，即与观测到的情况相反的结果。由于

研究者无法同时观测处理和控制状态下的研究对象，为了估计处理对结果的效应，

研究者通常利用随机分配处理来创建一个与处理组尽可能相似的控制组，通过比

较在结果变量上的平均差异，就可以揭示因果效应。 

随着因果推断相关研究的推进，现有估计因果效应的方法有双重差分法

(Difference in Difference，DID)、合成控制法(Synthetic Control Methods，SCM)、

基于因子估计方法和机器学习方法等。 

DID 是用于估计因果效应的常用方法之一，在实证中有非常广泛的应用。

DID 是用双向固定效应(Two Way Fixed Effect，TWFE)来估计平均处理效应，

Chaisemartin 等(2020)指出使用 TWFE 估计得到各组、各时期的平均处理效应的

加权总和。当处理效应存在异质性时，负权重会导致最终计算的总平均处理效应

呈现负值。Callaway 等(2021)考虑评估因果效应的时变特征，观测到数据个体为

多期，并且处理对个体的影响可能在不同时间存在交错的情况。此外，假设只有

在对一些可观测的解释变量进行调整之后，才能建立起有效的因果关系。 

Abadie等(2003)首次提出的SCM侧重于数据矩阵仅存在单行缺失值的情况。

SCM 就使用处理组作为数据基础，“合成”出一个在其他方面类似于处理组样本

的反事实样本，来考察处理结果。另外，SCM 综合考虑个体和时间两个维度上

存在共同因素交互的情况，即个体 i在未受处理时的潜在结果是由可观测的协变

量和不可观测的共同因子共同决定。在 Abadie 等(2010)研究基础上，Amjad 等

(2017)采用奇异值阈值方法去除原始数据中的噪声，放宽了对凸组合限制，并采

用更一般的线性组合来合成控制组的反事实结果。同样，Ben-Michael 等(2021)也
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松弛了对凸组合的约束，并在权重估计中使用岭回归以提高拟合效果。然而，

Abadie(2021)指出，放宽对凸组合的假设可能导致外推偏误，因此，Abadie 和

L’Hour(2021)在目标函数中引入了惩罚项，以确保控制组个体和受处理个体特征

匹配程度，以此降低插值偏误。Ben-Michael 等(2021)将 SCM 推广到更广泛的应

用场景，考虑了多个体和多时期受到处理的情况。 

虽然 SCM 具有因子结构，但它并未直接估计因子模型，而是通过对控制组

因变量进行加权组合来估计处理组的反事实状态。在基于因子估计方法中，构建

反事实时首先需要估计出因子模型中的因子个数、因子和载荷，然后再估计因变

量的预测值来构建反事实。在大多数研究中采用渐进主成分分析法来估计因子模

型，Pesaran(2006)采用两步回归法得到的估计量不是一致的，Bai 等(2009)通过迭

代的方式得到收敛的一致估计量。为解决两个潜在因变量不可同时被观察的问题，

Bai 等(2021)从面板处理效应的实质出发，采用因子模型进行矩阵填充，以构建

反事实结果。这种方法灵活处理当处理效应存在异质性的情况，也能考虑处理组

只有一个个体的情况。Bai 等(2021)的研究关注矩阵块状缺失的情况，然而在实

际应用中常见随机缺失现象。Jin 等(2021)则研究因子模型存在随机缺失的情况

下的应用，并使用期望最大化(Expectation Maximum，EM)算法来获得因子和载

荷的一致估计。在已有的机器学习方法中，Athey 等(2021)提出通过求解正则化

核范数的优化问题估计反事实，而不是一致的估计因子和载荷，是将矩阵填充方

法应用于估计因果效应。 

如前所述，每个个体只会处于被处理影响或不受处理影响的状态，这使得因

果效应难以推断的核心问题在于某种状态的缺失问题。因此，利用机器学习的方

法通过求解最优化问题来填充数据矩阵中的缺失值，即缺失的潜在结果，从而实

现对因果效应的估计和推断。 

(2)矩阵填充 

矩阵填充问题近年来成为研究热点之一，旨在根据少量观测值精确地重构原

始矩阵。整个问题可以看作是一个带有结构性假设的优化问题。在常见的矩阵完

填充方法中，通常采用低秩结构假设，即假设高维矩阵的行或列是由少量行或列

隐含生成的。在实际应用中，著名的 Netflix 推荐系统就是矩阵填充的一个典型

例子。同样在图像恢复、视频去噪等领域矩阵填充都发挥着重要作用。 
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Candès 和 Recht(2009)提出用核范数作为罚函数使得整个优化问题变得更容

易计算，不再是 NP-难。并假设完整矩阵是低秩矩阵加上噪声，以及缺失是完全

随机的。目前为解决核范数最小化问题，已经拥有大量的快速算法。如 Fazel 等

(2003)提出的半正定规划算法，通过半正定规划程序求解优化问题，Toh 等(2010)

提出了加速近似梯度法，与此同时，还有奇异值阈值算法(Cai 等，2010)、加速奇

异值阈值法(Hu 等，2012)以及不经过奇异值分解的快速奇异值阈值法(Cai 等，

2013)等。 

当数据是随机缺失机制时，结果变量是否被观测到的概率取决于一些可观测

的协变量，而与其具体取值无关。然而，在绝大多数情况下，无法获取观测概率

矩阵的先验知识，因此需要先估计观测概率矩阵，再将其代入损失函数中。Mao

等(2019)假设观测概率取决于协变量矩阵，即符合随机缺失机制，利用 Frobenius

范数和核范数正则化提出估计的渐进收敛性。同时，Wang 等(2021)使用非参数模

型，寻找合适的权重矩阵代替缺失概率矩阵，得到的权重不仅不依赖缺失机制，

而且不依赖观测矩阵。 

当数据是非随机缺失时，即数据缺失与否取决于结果变量的具体取值，这有

违随机缺失机制。Schnabel 等(2016)对一维观测值采用逆概率加权，进行矩阵填

充。然而，在实际应用中经常出现较大方差。因此，Wang 等(2019)设计了双稳健

估计对缺失矩阵进行加权。 

如上述文献中的矩阵填充方法可以解决多样化的缺失数据问题，适用于不同

的数据特征和应用场景。一些方法可能存在扩展性问题或很大程度上取决于关于

数据分布的基本假设，而这些假设在实践中可能并不总是成立的。虽然每种方法

都有其优势和局限性，但从观察性数据出发，进一步研究矩阵填充方法具有现实

意义。 

(3)倾向得分加权 

平均处理效应是因果推断中评估某个处理变量对结果变量产生的影响，匹配

法、逆概率加权法、双稳健法等都是通过一个共同的中间量——倾向得分来实现

反事实结果的估计。倾向得分首次由 Rosenbaum 和 Rubin(1983)提出，指在一定

的协变量条件下，观察个体接受干预的概率。因此，倾向得分可以最大限度地概

括协变量对缺失的影响。在计算出倾向得分后，可采用加权法来纠正缺失的影响。 
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在许多情况下，因为样本接受处理通常是非随机选择的，所以再进行严格的

随机对照试验往往面临一定困难。此外，处理组和控制组的协变量分布不一致可

能导致因果效应的估计出现较大偏差。许多研究采用协变量平衡法来修正组间协

变量分布的差异，以减少估计误差。其中一种方法是参数方法，如 Imai 和

Ratkovic(2014)提出通过逆概率处理加权法 (Inverse Probability of Treatment 

Weighting，IPTW)，得到处理组和控制组的协变量在加权后的一阶矩相同的倾向

得分参数估计量。由于 IPTW 估计量对倾向得分模型的错误分类敏感，Fan 等

(2022)通过直接优化平衡预处理协变量来估计倾向得分。Shen 等(2018)提出因果

正则逻辑回归算法，基于样本学习权重得到选择性偏差更稳健的预测模型。Li 等

(2018，2019)将方法拓展至多元处理变量的情况。Cheng 等(2019)基于协变量最小

损失提出使用 Lasso 估计倾向得分。Ning 等(2020)研究在潜在混杂因素数量多于

样本量时，提出了一种稳健的高维协变量平衡倾向得分法估计平均处理效应。另

一种方法是非参数方法，由于倾向得分仅出协变量平衡的中间环节出现，Josey 等

(2021)跳过估计倾向得分的步骤，而是通过求解约束优化问题来估计平衡权重以

此直接估计权重。 

倾向得分加权方法能在观测数据中有效地控制混杂因素的影响，适用于处理

复杂数据和潜在因素较多的情况。但倾向得分加权方法对倾向得分模型设定和样

本量要求较高，并且对匹配结果的平衡性要求严格。因此，利用机器学习的方法

避免倾向得分模型设定问题，提高匹配的平衡性具有重要研究价值。 

1.2.2 国内研究现状 

(1)因果推断 

因果推断作为数据科学和社会科学领域的重要分支，在学术界受到广泛关注。

董珍(2019)将双重政策因果效应评估方法推广到更一般的多政策情形，提出了多

重政策下各政策因果效应识别条件以及相应的估计方法。韩锋(2020)给出在协变

量缺失时倾向得分的估计方法，并应用倾向得分扩展加权给出因果效应的估计。

丁杨(2021)梳理和总结了因果推断的三种常见的方法：格兰杰因果推断、倾向得

分匹配和双重差分法。机器学习在因果推断领域的应用具有重要的实际意义。钱

浩祺等(2021)基于机器学习视角文从因果推断的两大主流分析框架出发，从匹配
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法、双重差分法和合成控制法等方法出发，详细地阐述了机器学习在提升因果效

应识别方面的理论基础。李超等(2021)提出机器学习和传统计量方法结合以及面

板数据的因果识别是未来研究的热点。欧祥威等(2022)通过因果网络描述大数据

背景下因果机制的可能性。而蒋青嬗等(2023)则利用倾向得分构建处理组和控制

组协变量的经验加权分布，通过最小化分布差异来最大化协变量平衡，从而估计

倾向得分和平均处理效应。 

国内学者关于因果推断的研究与国外主流研究基本一致。提出的基于机器学

习的因果推断方法能更好地处理大规模数据和非线性关系。在大数据背景下，从

矩阵填充角度出发估计因果推断所关注的潜在结果，是众多学者关注的热点问题

具有重要研究意义。 

(2)矩阵填充 

国内关于矩阵填充的研究在多方面取得显著成就。协同过滤是推荐系统最常

用的方法之一，矩阵填充在协同过滤中扮演着重要的角色，帮助改善推荐系统的

性能。为解决数据稀疏性问题，张玮奇等(2015)提出加权核范数最小化模型。王

志远等(2020)考虑选择倾向度改进填充矩阵的 Slope One 算法。孙乐等(2020)提出

矩阵填充与 BP 神经网络的混合推荐算法。张晨等(2021)提出混合协同过滤推荐

算法，利用随机梯度下降方法对结果进行分析，以寻找最佳参数。潘伟等(2021)

从贝叶斯框架出发，提出解决低秩矩阵问题的分层高斯先验模型。这些算法都能

够有效地缓解数据稀疏性问题，并且相较于传统推荐算法，它们在提高推荐准确

度方面表现出显著的优势。 

为了解决在矩阵填充过程中高维度和高计算成本问题，冯雅莉等(2019)提出

基于快速随机投影的矩阵填充方法，该方法利用随即投影对填充矩阵进行降维，

然后使用奇异值分解的近似模型重构矩阵，以实现矩阵填充。基于增广拉格朗日

乘子法，王俊霞等(2021)提出的修正算法对每步产生的阈值进行符号投影，形成

新符号矩阵，同时证明在合理条件下，当罚因子充分大时，修正算法是收敛的。

肖云等(2022)基于均值的增广拉格朗日乘子(MALM)算法，提出了一种尾端修正

的 Toeplitz 矩阵填充新算法，在一定程度上减少了每步均值处理所产生的数据传

输量，从而降低了计算代价。温瑞萍等(2022)提出快速且具有较高精度的 Toeplitz

矩阵填充算法，通过在迭代过程中嵌入修正步而极大地节约了计算时间，得到了
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更精确的填充矩阵。 

张娅楠等(2016)提出基于 Schatten-p 范数最小化的弹性网正则化模型解决复

杂问题解的稳定性。当数据矩阵变大且观测数据较少时，容易导致过拟合，邝神

芬等(2019)提出的基于深度矩阵分解网络的矩阵填充方法不仅能弥补传统矩阵

分解的缺点，而且能处理复杂的非线性数据。石莹等(2022)利用加权核范数去松

弛原始低秩极小化问题，基于 Soft-Impute 算法思想提出 WNNM-Impute 算法，

有比 Soft-Impute 和大多数对比算法更快的收敛速率。薛娇等(2022)采用函数型数

据分析方法，构造基于多视角学习的非负函数型矩阵填充算法。潘伟等(2023)提

出了一种基于加权 Schatten-p 范数最小化模型对矩阵进行低秩约束。 

综上所述，国内的大多数研究是在国外的基础上进行方法改进，提出了使用

于不同场景和数据类型的新模型和算法。然而，随着机器学习算法的不断融合，

利用矩阵填充方法填补缺失潜在结果是研究因果推断的有效方法之一。 

(3)倾向得分加权 

倾向得分加权方法在不同学科和应用领域受到广泛关注。刘展等(2016)针对

非概率抽样统计推断问题，提出采用倾向得分匹配选择样本，再对匹配样本进行

加权调整来估计目标总体。邰凌楠等(2018)在随机缺失机制假定下，提出逆概率

多重加权估计方法。彭非等(2019)提出了是将基于欧氏距离匹配法的加权自助法

推广至倾向性得分匹配法，解决重抽样样本中个体被匹配数不是原样本的一致估

计问题方法。吴浩等(2020)在 Li 等(2018)提出的协变量加权平衡法基础上，提出

了基于协变量平衡加权法的稳健且有效的估计方法，并通过引入超级学习算法提

升了模型在实证应用中的稳健性。高倩等(2021)从变量选择和协变量平衡两个角

度出发，总结高维情况下基于倾向得分的因果推断方法。 

针对国内特有的数据结构和特点，基于大数据和机器学习的倾向得分加权方

法应用领域广泛多样。然而，在使用倾向得分加权方法时需要处理样本选择偏差、

数据不平衡等问题。因此，利用机器学习方法克服以上问题，提供更可靠和稳健

的结果。 
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1.3 主要研究内容和重点解决的问题 

1.3.1 主要研究内容 

本文主要研究内容包括两部分，分别是： 

(1)基于加权核范数最小化的矩阵填充反事实结果估计 

该部分主要从矩阵填充角度出发估计因果推断中缺失的潜在结果。已有的矩

阵填充算法估计潜在结果依赖于奇异值分解，针对所有奇异值使用同一值收缩问

题，提出加权核范数最小化的矩阵填充模型考虑对较大的奇异值进行较小惩罚，

而对较小奇异值进行较大惩罚。此外还需通过数值检验和实证检验分析验证方法

可行性。数值检验部分通过随机生成相互独立的高斯随机变量，对不同规模和缺

失率的数据矩阵进行矩阵填充；实证分析部分将加权核范数矩阵填充方法应用于

加州控烟真实数据，与传统因果效应估计方法就估计精度进行比较。 

(2)基于倾向得分加权矩阵填充的因果效应分析 

该部分主要考虑充分利用协变量信息来估计因果效应，由于协变量间存在异

质性，在因果推断中常用倾向得分来消除混杂因素的影响。倾向得分是在给定协

变量的情况下样本进行处理组的概率。在因果推断中已提出的在矩阵填充模型对

所有观测到的差异赋予相同的权重，而矩阵填充的目的是根据观测数据预测相似

的缺失的潜在结果，因此利用倾向得分加权矩阵填充模型在理论上是可行的。重

点在于估计倾向得分，为避免传统方法要求模型正确设定问题，使用随机森林算

法估计倾向得分可有效避免这一问题。同样，通过数值检验和实证检验分析验证

方法可行性。数值检验部分通过随机生成符合条件的协变量，利用随机森林算法

估计倾向得分，最后将估计的倾向得分加权矩阵填充模型，以此估计反事实结果；

实证分析部分在考虑协变量的情况下，将倾向得分加权矩阵填充方法应用于包含

协变量地加州控烟数据，与传统因果效应估计方法进行比较。 

1.3.2 重点解决的问题 

从机器学习视角出发进行政策评估，利用矩阵填充方法以期估计潜在结果，

从而计算因果效应。 
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(1)在不考虑协变量影响的情况下，加权核范数最小化的矩阵填充方法估计

反事实结果，利用增广拉格朗日乘子算法求解目标函数，根据辅助函数法证明其

收敛性。 

(2)在考虑协变量影响的情况下，倾向得分加权损失函数的矩阵填充方法估

计潜在结果，利用倾向得分来平衡样本间权重达到协变量平衡效果。 

(3)将基于加权核范数最小化的矩阵填充方法和基于倾向得分加权损失函数

的矩阵填充方法应用于真实数据集上。 

综合以上研究内容，本节研究思路与技术路线如图 1.1 所示。 

 

 

图 1.1 研究思路与技术路线 

 

1.4 论文组织结构 

从矩阵填充角度出发，研究因果推断的核心内容估计潜在结果。通过对矩阵
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填充方法和倾向得分估计方法进行改进，能更有效估计因果效应。最后进行实证

检验解决实际问题。主要安排如下： 

第 1 章为绪论，主要概括了利用矩阵填充模型在因果推断中的研究背景及意

义，并通过梳理文献介绍近几年国内外学者对因果推断、矩阵填充和加权倾向得

分方面的研究现状，提出的研究内容和组织框架，以及创新点。 

第 2 章主要介绍在反事实框架下的因果推断方法。首先介绍反事实框架，然

后介绍双重差分法、合成控制法和因子估计方法的经典方法，最后介绍了弹性网

络和核范数矩阵填充方法。 

第 3 章在不考虑协变量的情况下，对现有的矩阵填充方法进行改进，用加权

核范数代替核范数以保留更多有用信息，通过 ADMM 框架证明其最优解和收敛

性，并进行了数值模拟和实证检验。 

第 4 章将倾向得分的协变量平衡性质消除变量间的异质性，使观测数据具有

可比性，并提出基于随机森林倾向得分加权矩阵填充模型，利用加州控烟数据进

行实证分析，并估计出了平均处理效应。 

第 5 章对主要研究内容进行了总结，并根据现有方法的不足提出后续研究的

方向。 

1.5 创新点 

(1)因果效应难以推断的本质问题是潜在结果缺失的问题，将估计缺失元素

的矩阵填充方法应用于因果推断中，估计受到干预个体的反事实结果，从而计算

平均处理效应。 

(2)在核范数矩阵填充的因果推断方法基础上，提出基于加权核范数最小化

矩阵填充方法估计反事实结果，解决对所有奇异值用同一值收缩问题。在考虑协

变量的情况下，利用随机森林估计倾向得分，能有效避免传统倾向得分模型误设，

利用倾向得分匹配协变量平衡性质加权矩阵填充损失函数估计潜在结果，使得处

理组和控制组之间具有可比性，并提高预测精度。 
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2 反事实框架下的因果推断方法 

2.1 反事实框架 

Neyman-Rubin 反事实框架认为，个体在处理和控制状态中都有潜在结果，

即在被观测到的结果和未被观测到的结果。在因果推断中，反事实估计框架已经

成为随机试验和观察性研究中推断因果效应的基准。 

2.1.1 反事实结果 

因果推断的核心是比较原因变量对结果的影响。假设在T 时期内观测到 N

个个体的面板数据中，用虚拟变量 itW 表示第 i个个体在时间 t 的处理状态，其中

1,2, ,i N= ， 1,2, ,t T= 。通常假设处理变量为二元处理变量，即对于任意个

体 i均存在两种处理状态： 1itW = 表示受到处理(处理组)， 0itW = 表示没有受到处

理(控制组)，每种处理状态对应一个潜在结果用 ( )0itY 和 ( )1itY 表示。反事实定

义为在原因或处理不存在时，个体会发生的潜在结果。可以用表 2.1 表示反事实

框架。 

 

表 2.1 反事实框架 

 ( )1itY  ( )0itY  

控制组( 0itW = ) 反事实结果 观测结果 

处理组( 1itW = ) 观测结果 反事实结果 

 

由表 2.1 可知，对于控制组的个体来说，反事实就是当个体处于处理状态下

的潜在结果。相对应地，对于处理组的个体而言，反事实就是当个体处于控制状

态下的潜在结果。观测到的潜在结果称为观测结果，而未观测到的潜在结果称为

反事实结果。在实际观测数据中无法观测到反事实结果，那么反事实结果本质上

是一个缺失值。 

因此，因果效应实际上也是缺失数据问题，解决该问题的关键在于利用已知

的信息对无法观测到的潜在结果进行估计。表 2.1 可以用数学模型表示为： 
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( ) ( ) ( )1 1 0it it it it itY W Y W Y= + −                    (2.1) 

其中，观测到的结果 itY 取决于二元处理变量 itW ，当 1itW = 时， ( )1itY 为观测结果，

( )0itY 就是反事实结果；当 0itW = 时， ( )0itY 为观测结果， ( )1itY 就是反事实结果。 

2.1.2 重要假设 

假设 2.1：稳定性假设即稳定个体处理值假设(Stable Unit Treatment Value 

Assumption，SUTVA)包含两层含义： 

(1)每个个体的潜在结果不依赖于其他个体的处理状态，即不同个体的潜在

结果间不会有交互效应； 

(2)处理水平对每个个体都相同。 

在反事实框架中，稳定性假设第一个要求保证对于个体 i处理状态只有两个

且只有两个潜在结果；第二个要求每个个体受到的处理水平相同。然而，在实

际应用中处理的同质性很难保证，因此更加关注稳定性假设的第一项要求。 

分配机制是识别因果关系的关键。在随机化试验中，分配机制是人为控制

的，是已知的。在观察性研究中，分配机制是未知的。然而，在观察性研究的

目的就是识别未知的分配机制，从而估计因果效应。为了更准确表达反事实结

果估计，需要引入非混杂性的概念，也称为条件独立性或根据观测变量选择。

非混杂性是指控制变量 itX 后，个体处理状态分配独立于潜在结果，可以表示

为： 

( ) ( )( )0 , 1 |it it it itY Y W X⊥⊥ ,                    (2.2) 

其中， 表示相互独立， itX 表示协变量。式 2.2 表示以 itX 为条件，处理变量

itW 独立于潜在结果 ( )0itY 和 ( )1itY 以及潜在结果的任何函数。 

假设 2.2：强可忽略性假设(Strongly Ignorable Treatment Assignment)，若满

足： 

( ) ( )( )0 , 1 |it it it itY Y W X⊥⊥ ， ( )0 1| 1it itP W X =  ， 

那么称处理分配机制是可忽略的。 
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满足可忽略性假设的第一个条件即非混杂性，处理分配与潜在结果间相互

独立，因此也称非混杂性为条件独立性。第二个条件即共同区间假设，则要求

根据协变量 itX 分层后，接受处理的概率大于 0，保证每层内均有处理组和控制

组的个体，从而保证可以估计因果效应参数。 

2.1.3 因果效应 

在实际问题的研究中，因果效应是反应同一变量在不同处理下潜在结果间的

比较，往往关注处理的平均因果效应，而不是某特定个体的因果效应。 

常用总体平均因果效应(average treatment effect，ATE)定义所有个体因果效

应的平均值，表示从一个总体中随机抽取一个个体进行处理的平均因果效应： 

( ) ( )1 0ATE it itE Y Y  = − ， 

受处理影响的个体的平均因果效应称为处理组平均因果效应(average treatment 

effect of the treated，ATT)表示为： 

( ) ( )1 0 | 1ATT it it itE Y Y W  = − = ， 

没有受处理影响的个体如果结果处理的平均因果效应称为控制组平均因果效应

(average treatment effect of the control，ATC)表示为： 

( ) ( )1 0 | 0ATC it it itE Y Y W  = − =  . 

因为两个所需的潜在结果总有一个是缺失的，所以在任何情况下因果效应都是不

可识别的。反事实框架认为可以通过未受处理个体的平均结果 ( )( )0 | 0it itE Y W =

来估计反事实 ( )( )0 | 1it itE Y W = ，以此来估计因果效应。以下假设在观察性研究

中，可实现对处理效应的一致估计。 

2.2 经典因果推断方法 

在反事实框架下，利用面板数据估计处理效应的常用方法主要包括：双重差

分法(DID)、合成控制法(SCM)和因子估计方法。大多数研究中采用经典方法进行

对比，评价所提出方法的效果和性能来增强可信度，以下介绍常用的经典因果推

断方法。 
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2.2.1 双重差分法 

双重差分法关注的是因变量在处理前后的变化，假设处理组和控制组具有相

同的线性趋势，经过两次差分就可以得到平均处理效应。通常经典的双重差分法

通过 TWFE 模型进行估计。因此，可以得到可观测的因变量模型为： 

( )0 1 2it i t it i t itY G T x     = +  + + + + ，        (2.3) 

其中， iG 表示个体属于控制组( 0iG = )还是处理组( 1iG = )； tT 表示处理的前期

或后期； i 表示个体固定效应； t 表示时间固定效应。 

若模型(2.3)设定正确，并且满足平行趋势假设，则估计 1 就可得到平均处理

效应的估计。但在实际应用场景中，平行趋势假设过于严格，处理时间不同存在

交错的情况等一系列问题。 

2.2.2 合成控制法 

合成控制法主要改进了双重差分法存在随时间变化的不可观测的混杂而引

起的内生性问题，区别在于合成控制法中处理组只有一个个体。其主要思想是通

过对控制组中不同个体加权合成一个虚拟的与处理组相似的新的控制组，比较处

理前后的处理组和新控制组的结果变量的变化，从而得出因果效应。 

合成控制法假设个体 i在时间 t 未受处理时的潜在结果是由可观测的协变量

和不可观测的共同因子决定： 

it t t i t i itY X f   = + + + ，( 1, , ; 1, ,i N t T= = )，     (2.4) 

其中， t 表示每个个体上载荷都相同的未知的共同因子； iX 表示个体 i的不受处

理影响的可观测协变量； t 表示随时间变化的未知参数； tf 表示不可观测的但可

随时间变化的共同因子； i 表示个体 i的未知的因子载荷； it 为零均值的随机误

差项。 
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2.2.3 因子估计方法 

合成控制法和因子估计方法虽然都涉及因子结构，但在实践中有所不同。合

成控制法并不直接估计因子模型，而是通过控制组因变量的加权组合来推断处理

组的反事实结果。相反，因子估计方法则需要估计因子模型中的因子数量、因子

和载荷参数，才能估计因变量的预测值来构建反事实。 

假设未受处理的潜在结果由如下因子模型生成： 

it i t itY f = + ， 1, , ; 1, ,i N t T= = ，             (2.5) 

其中， i 表示个体 i的因子载荷； tf 表示 1r 的因子向量； it 为零均值的随机误

差项。定义 ( )1, , TF f f= ， ( )1, , N  = 。在式(2.5)中，F 和不能同时识

别，因此在估计时添加约束条件 rF F I= 和 N  是一个对角矩阵。当 N 固定

且较小、误差 it 服从正态分布时，传统因子分析法通常采用极大似然法估计式

(2.5)。 

在因子估计方法中都假定了因子个数 r 是已知的，然而在实际应用中因子个

数是未知的。对于同一组数据，不同的因子个数估计方法可能估计出不同的因子

个数，从而对因子模型的估计结果产生影响。因此需要对因子模型做更多的稳健

性检验。 

2.3 基于机器学习的因果推断方法 

随着机器学习功能变得越来越强大，越来越多的机器学习算法融入因果推断

方法中，常用弹性网络和核范数最小化矩阵填充方法。 

2.3.1 弹性网络 

弹性网络是一种用于线性回归和机器学习的正则化方法。弹性网络结合了 1L

正则化和 2L 正则化。 1L 正则化即 Lasso，通过添加权重的绝对值到目标函数中，

使模型参数稀疏化，即使只有少数特征对目标变量有显著影响。这有助于特征选

择和模型解释性，但可能导致一些参数的值变为零，从而丢失了一些信息。 2L 正



兰州财经大学硕士学位论文                        基于加权核范数矩阵填充的因果效应评价方法研究 

16 

 

则化即岭回归，通过添加权重的平方和到目标函数中，惩罚大的参数值，从而减

少了参数的过度波动，提高了模型的稳定性和泛化能力。 

弹性网络的目标函数由拟合误差和正则化项两部分组成，如式(2.5)所示： 

2

1 21 2
ˆ min

F
 = − + +

L
L Y L L L ，              (2.5) 

其中， Y 是特征矩阵含有缺失值； L 为目标填充矩阵； ,1 i j ijL= L ，

2

,2 i j ijL= L ； 1 和 2 为正则化参数， 1 控制稀疏性， 2 控制平滑性。 

2.3.2 核范数矩阵填充方法 

Athey 等(2021)提出可利用核范数矩阵填充方法估计缺失潜在结果，将矩阵

填充方法与因果推断方法相融合。矩阵填充是利用矩阵奇异值的稀疏性，即矩阵

的低秩性，通过凸优化问题最小化核范数，精确地填充缺失元素的方法。核范数

最小化低秩矩阵逼近问题解决： 

( )
2

*

1
min

F
P  − +

L
Y L L ，              (2.6) 

式中， N TR Y 为观测矩阵， N TR L 为目标恢复矩阵， 为矩阵的核范数， 

为调节参数，为已知观测元素的位置，P 为正交投影算子。 

问题 (2.6)可利用 Cai 等 (2010)提出的奇异值阈值算法 (Singular Value 

Thresholding，SVT)快速求解。在 SVT 算法中，需要求解奇异值阈值算子： 

( )
2

*
min

N T FR
S 


= − +

L
Y Y L L ，             (2.7) 

该算子的求解需要如下引理： 

引理 1 记 =Y UΣV 是Y 的奇异值分解，问题(2.6)的最优解为 

( ) ( )S S 

 = =L Y U Σ V                 (2.8) 

其中 ( )S Σ 带参数的对角矩阵 Σ的软阈值函数， ( ) ( )max ,0iiii
S =  −Σ 。 

2.4 小结 

本章主要介绍了反事实框架和因果推断方法。首先介绍了反事实框架包含的
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反事实结果、重要假设以及在实际应用中所关注的因果效应。其次介绍了在反事

实框架下的经典因果推断方法中的 DID、SCM 和因子估计方法。最后介绍了机

器学习与因果推断相融合的方法弹性网络和核范数矩阵填充方法。在后续研究中

提出的方法与这几种方法进行对比；通过了解反事实框架和常用的因果推断方法，

能更深入地掌握当前研究现状，并对其中存在的问题进行全面总结。 
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3 基于加权核范数最小化的矩阵填充反事实结果估计 

3.1 引言 

在因果推断领域，随机对照试验通常被视为确定因果效应的黄金标准。然而，

在实际应用中进行随机试验往往是困难甚至不可行的。因此，研究人员转向赖观

测数据。在观察性研究中，由于无法同时观察到个体的两种潜在结果，传统方法

大多通过“构造”与观测样本特征相似的反事实样本，以比较与实际观测值的差异，

并由此估计因果效应。然而，这种方法可能受到过多的假设的限制，从而影响结

果的准确性。Imbens 等学者将机器学习方法引入到因果推断分析框架中。因果效

应推断的核心挑战在于总是存在潜在结果缺失的问题。为了克服这一问题，利用

机器学习方法通过求解约束优化问题填补矩阵缺失值，减少传统因果推断所依赖

的假设。这样做可以更精确地估计不可观测的潜在结果，从而实现对因果效应的

估计和推断。这一方法已成为各界学者研究和关注的重点。 

矩阵填充在机器学习、推荐系统、图像恢复以及视频去噪等领域都有着广泛

的应用。矩阵填充问题一般在给定部分观察数据的矩阵，估计矩阵缺失元素。矩

阵填充通常考虑随机缺失数据的模式，然而在因果推断应用中数据缺失来自于干

预的选择，并且缺失数据有特定结构，如块状、条状缺失、交错缺失。矩阵填充

对条块缺失数据修复有其独特优势。机器学习方法中已有大量矩阵填充方法的应

用，这些估计量依赖于“正则化”考虑更加复杂的模型，特别是核范数正则化。

Candès 和 Recht(2009)首次提出用核范数作为惩罚函数代替秩函数来解决矩阵填

充问题，会使得整个优化问题变得更容易计算，不再是 NP-难。并假设完整矩阵

是低秩矩阵加上噪声，以及缺失是完全随机的。后续大部分研究均在此基础上放

松约束条件再最小化目标矩阵的核范数或预测值与实际观测值差异的平方和。然

而，对目标矩阵中所有奇异值使用同一值收缩，使得核范数正则化方法过度惩罚

较大奇异值，得到的解偏离真实解。Gu 等(2014)提出加权核范数矩阵填充方法，

通过构造自适应权重提高核范数的灵活性。张玮奇等(2015)给出了加权核范数最

小化模型可用收缩算子得到全局最优解。石莹等(2022)基于软阈值算法思想引入

不精确近邻算子提出加权核范数松弛原始低秩极小化问题，降低算法的时间复杂

度。 
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在反事实框架下，因果推断问题转换为反事实估计问题，Abadie 等(2010)提

出利用合成控制法进行比较案例研究，通过控制组特征合成处理组的反事实结果。

Athey 等(2019)利用机器学习集成方法预测反事实结果比传统方法更精确。在因

子分析视角下，Bai 等(2021)和 Xiong 等(2023)提出带有特殊结构的因子模型，通

过估计因子和载荷得到反事实结果。而 Athey 等(2021)借鉴关于因子模型、交互

固定效应以及矩阵填充的文献，从一个不完全观测的矩阵出发，提出求解核范数

正则化优化问题填补缺失元素，即反事实值，而不是一致的估计因子和载荷。其

重要贡献之一是论证了矩阵填充回、合成控制回归、弹性网估计和双重差分回归

估计量可以看作相同目标函数，只是在正则化和参数限制有所不同。 

本章基于面板数据，综合考虑个体和时间两个维度地固定效应，将加权核范

数矩阵填充模型与因果推断相融合估计反事实结果，加权核范数矩阵填充算法依

赖奇异值分解，对较小的奇异值进行较多的惩罚，对较大的奇异值进行较小的惩

罚，尽可能保留数据主要信息，并利用 ADMM 框架优化问题。最后，在模拟数

据集和真实数据集上验证所提模型的可行性。 

3.2 理论基础 

矩阵填充问题一般在给定部分观察数据的矩阵，估计矩阵缺失元素。Athey

等(2021)提出核范数最小化矩阵填充方法估计因果效应，其中设定 ( )0Y 和 ( )1Y 均

是 N T 的矩阵，定义为对应Y 中 1itW = 对应的 ( ),i t 中的集合项, 

( )

11 12 1

23

31 33

1 3

?

? ? ?

0 ? ?

? ?
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Y

Y Y

Y Y

 
 
 
 =
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Y ， 

其中， ( )0Y 表示没有受到干预的控制组，即 0itW = ； ( )1Y 表示受到干预的干预

组，即 1itW = ； 

( )
( )

1 ,

0 ,
it

i j
W

i j

 
= 


， 

其中出现在 ( )1Y 的数据，说明个体受到干预，所以不能观测它在 ( )0Y 的数据，
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因此在 ( )0Y 对应的数据是一个问号“？”，表示数据缺失。如果要填充这些缺失

数据，可以通过观察其他比较相同的个体，通过他们的特征观测问号的值。通过

相似的对照补全信息，这个过程就是矩阵填充。其主要工作就是找到关于在Y 中

缺失值的统计问题(即矩阵中的“？”的估计值)，缺失值表示干预后的观测结果

的反事实。一旦这些值被输入，就可以估计平均因果效应 。因此，考虑观测矩

阵Y ，其期望值矩阵为 L，则观测矩阵可以表示为： 

1

0 0

it it it

it

it

L W
Y

W
， 

其中Y 是 N T 的观测矩阵，目标是要估计 L是要估计的完整矩阵， 是独立于

L的噪声矩阵。 

为了方便起见， 1 2n n 表示 1 2n n 的实矩阵全体， ( )rank X 表示矩阵 X 的秩，

ijX 表示矩阵 X 位于 ( ),i j 的元素，
F

X ， X 分别表示矩阵 X 的 Frobenius 范

数和核范数，用 ( ), trace=X Y X Y 表示矩阵 X 和矩阵 Y 的内积 (即有

2
,

F
X X X )，为 1 2n nX 的子集，表示已知的观察元素的位置， ( )P 表

示正交投影算子定义为： 

( )
( )
( )

,

0 ,

ijM i j
P

i j

 
= 


M ，和 ( )

( )
( )

0 ,

,ij

i j
P

M i j

⊥
 

= 


M . 

3.3 加权核范数矩阵填充反事实结果估计 

3.3.1 加权核范数最小化模型 

核范数最小化在低秩矩阵逼近中得到了广泛的应用，但仍存在一些问题。为

了确保凸性，标准核范数对每个奇异值进行同等处理，使得式(2.8)中的软阈值算

子以相同的收缩每个奇异值。 

由于不同的奇异值具有不同的重要程度，因此对每个奇异值赋予不同的权重

更贴近实际情况。因此，为了提高核范数的灵活性，提出使用加权核范数，并研

究其最小化问题。矩阵 L的加权核范数定义为： 
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( )
,*

1

r

i iw
i

w
=

= L L ，                    (3.1) 

其中  1 2, , , rw w w=w 且 0iw  为分配给 ( )i L 的非负权重。 

通过引入权重向量，加权核范数模型提高了原始核范数模型的灵活性。然而，

权重的设置对模型起着至关重要的作用。借鉴 Gu 等(2017)提出的通过自适应加

权来增强稀疏性的思想，对矩阵奇异值进行自适应加权调整： 

( )
1l

i

i l

C
w

L

+ =
+

， 

其中 i lL 表示第 l 次迭代时的奇异值； 1l

iw + 表示第 l 次迭代第 i个奇异值的权重；

为小的正数，防止除以 0；C 为常数。 

通过使用 Frobenius 范数来度量观测数据矩阵Y 和潜在数据矩阵L之间的差

异，并考虑对较小的奇异值进行更多的惩罚，对较大的奇异值进行更小的惩罚，

将(2.6)转换为(3.2)， 

( )
2

,, ,

1
min T N wF

P  
− − − +

L Γ Δ
Y L Γ1 1 Δ L .          (3.2) 

模型(3.2)通过引入变量 1NR Γ 和 1TR Δ 来估计 L中包含的个体固定效应

和时间固定效应，然而，由于模型(3.2)中引入加权核范数使得目标函数是非凸且

非光滑，次梯度条件不在满足，因此加权核范数正则化问题比核范数正则化更难

优化。 

3.3.2 最优解证明 

由于矩阵 L中包含固定效应，则 ˆˆ ˆ
N N

 = + +L L Γ1 1 Δ 。为了方便论证最优解，

首先假设 L中不包含固定效应，因此不需要估计Γ和 Δ。加权核范数正则化依赖

奇异值分解，由于奇异值在矩阵 Σ中是按降序排列的，为了确保较大的奇异值用

较小值收缩，权重w 需要满足 10 nw w   ，即w 为升序排列。如果权重满足

nww  10 ，可得到全局最优解。 

引理 2 对任意给定矩阵 n nR A 和非负对角矩阵 n nR W ，其中对角元素是
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降序排列的，且令 =A XΦY 是 A的奇异值分解，则有 

( ) ( )
,

maxi i i tr 
= =

 =  U U I V V I

A W WU AV ，           (3.3) 

其中，I 是单位阵， ( )i A 、 ( )i W 分别是 A和W 的奇异值。当 =U X 、 =V Y

时， tr   WU AV 达到最大值。 

定理 1 对任意给定矩阵 N TR Y 且其奇异值分解为 =Y U V ，其中

( )1 2, , ,

0

N Trdiag
R

    
=  
 

Σ 。则加权核范数问题的解可表示为： 

ˆ =L UDV ， 

其中
( )1 2, , ,ˆ

0

rdiag d d d 
=  
 

D 是非负对角矩阵，并且 ( )1 2, , , rd d d 是如下凸优

化问题的最优解： 

( )
1 2

2

, , , 1

1 2

min

. . 0

r

r

i i i i
d d d i

r

d w d

s t d d d


=

− +

   

                 (3.4) 

证明：对于任何 N TR L ，其 SVD 可以表示为 =L UDV ，其中U 和V 是酉矩

阵，并且
( )1 2, , ,

0

rdiag d d d 
=  
 

D 与 1 2 0rd d d    。那么有 

( )

( )

2

,

2

,

2 2

,

2

,

min

min

min 2

min 2 max

F w

F w

F F w

F w

tr

tr









− +

 − +

 − + +

 + −

L

U,V,D

U,V,D

D U U =I,V V =I

Y L L

Y UDV UDV

Y YU DV D D

D D YU DV

 

根据引理 2，有 

,
max i i itr d
= =

  =  U U I V V I

YU DV ， 

当 =U U ， =V V 时有最优解。因此 
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( )

2

,

2

,
1

2

1

2

1

min

min 2

min 2

min

F w

r

i iF w
i

r

i i i i i
i

r

i i i i
i

d

d w d d

d w d










=

=

=

− +

 + − 

 + −

 − +

L

D

D

D

Y L L

D D

 

从上述推导过程可以看出加权核范数矩阵填充问题(3.2)的最优解为： 

 =L UDV ，                         (3.5) 

其中 D是优化问题(3.4)的最优解，证毕。 

定理 1 表明，非凸的加权核范数最小化问题总可以通过(3.4)得到全局最优

解。下面推论更进一步证明当权重为升序排列时，仍具有全局最优闭式解。 

推 论 1 当 nww  10 时 ， 问 题 (3.2) 的 全 局 最 优 解 为

( )1 2, , ,

0

rdiag d d d


 
=  
 
 

D ，其中 max ,0
2

i
i i

w
d 

 
= − 

 
。 

证明：如果忽略问题(3.4)中的约束条件，可以得到无约束条件问题： 

( )
2

0
min

i
i i i i

d
d w d


− + ，                   (3.6) 

当 0id  ， 1,2, ,i r= ，上述问题等价于下面的问题： 

2

0
min

2i

i
i i

d

w
d 



  
− −  
  

， 

很容易可以看出问题(3.6)的全局最优解为： 

max ,0
2

i
i i

w
d 

 
= − 

 
， 1,2, ,i n= . 

当 1 2 n     ， 1 2 nw w w   时，则 1 2 0nd d d    。因此，当

1,2, ,i nd = 满足约束条件时， id 为问题(3.4)的全局最优解，证毕。 

矩阵奇异值按降序排列，较大的奇异值携带更多重要信息，因此需要缩小较

大的奇异值，以保持数据主要特征。推论 1 保证了加权核范数矩阵填充问题的最

优解为加权奇异值软阈值算子： 

( ) ( )
,

2
w

S S




= wY U Σ V ， 
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其中Y 的奇异值分解为 =Y UΣV ， ( )2Sw Σ 是权重为 w 的广义软阈值算子，

( ) ( )2 max 2,0ii iii
S w=  −w Σ 。 

3.3.3 模型优化 

为求解模型(3.2)，引入辅助变量 N TH 来放松约束，使用 ADMM 交替乘

子法等效优化问题求解，则有： 

( )
2

,

1
min

. .

wF
P

s t

 
− − − +



=

T N
L,Γ,Δ

Y L Γ1 1 Δ L

L H

        (3.7) 

由于固定效应只出现在平方项中，为了方便优化，忽略模型(3.7)中的固定效应，

则构建增广拉格朗日函数为： 

( ) ( ) ( )
2 2

,
, ,

2w FF
P tr


 = − + + − + − H L A Y L L A L H L H ， (3.8) 

其中 A是拉格朗日乘子， 0是罚参数， ( )tr 表示矩阵的迹，如 ( )
1

n

ii
i

tr m
=

= M 。 

在 k 次迭代中，需要交替计算 1kH + 、 1kL + 和 1kA + 。首先，固定 kL 和 kA 更新 1kH + ， 

( )

( )

1

2

2

arg min , ,

arg min
2

1
arg min

2

1

k k k

k
k k k F

k
k k

k F

k k

k

H L A

tr A L L

L A

L A

+ =

 = − + − 

 
= − + 

 

= +

H

H

H

H

H H

H
 

其次，固定 1kH + 和 kA 更新 1kL + ， 

( )

( )

1 1

2

1 1,

2

1,

1 1

arg min , ,

arg min
2

1
arg min

2

1
k

k k k

T k
k k kw F

k
k kwL

k F

k k

k

L H A

tr A H H

H A

S H A

+ +

+ +

+

+

=

 = + − + − 

 
= + − − 

 

 
= − 

 

L

L

L

L L X

L L
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其中 ( )S L 是加权核范数奇异值收缩算子。再次，固定 1kH + 和 1kL + ，更新 1kA + ， 

( )1 1 1k k k k kA A L H+ + += + − ， 

然后，更新参数 k ： 

1k k ， 

其中
0 0 ， 1 ， 1,2,k 。 

通过交叉验证选择最佳参数 ，直到序列 ( ) ,kL 收敛。在每次迭代得到

1kL +
后，使用一阶条件估计

1k+
和 1+k 。最后，经过多轮迭代更新，如果 

1k FF
LY Y ， 

其中 610 ，则判断终止迭代，由此得到加权核范数矩阵填充算法估计的潜在

结果并得到 RMSE。 

根据上述推导过程将加权核范数矩阵填充算法总结为： 

算法 1 加权核范数矩阵填充算法 

输入：缺失矩阵Y ，位置矩阵， 

输出： 1kL +=L . 

step1：初始化： 0 0 ， 1 ， 610−= ， 0k = ， 0L =Y ， 0 0H = ； 

step 2：for 1,2, ,k T=  do 

step 3： 1

1
k k k

k

H L A ； 

step 4：
1 1 1

1
kk k k

k

L S H A ； 

step 5：
1 1 1k k k k kA A L H ； 

step 6：更新 1k k ； 

step 7：while
1k FF

LY Y ； 

step 8：end for 
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在算法 1 的迭代过程中，得到的解
kL 不断地逼近真实解，并且目标函数是

单调递减的，直到收敛到某个稳定点。下面定理 2 保证了算法 1 的收敛性。 

定理 2 若权重按照升序排列，由算法 1 生成的序列 kL 满足

1lim 0k k Fk
L L . 

证明：记第 1k + 次迭代时
1

k k

k

H A 的奇异值分解为 k k kU V ，其中

( ) 1 2, , , n

k k k kdiag= ，由定理 1 知： 1k k k kL U V ，其中 ( )
kk w kS  =  。

基于算法 1 步骤 5 中的拉格朗日乘子更新方法可得： 

( )

( )

1 1 1

1

1 1

2

2

k

k k k k kF F

k k k k k F

k k k k k k k F

k k k F

k k w k

F

i
k

i
k

i
i

A A L H

A L H

U V U V

S

w

w

+ + +

−

+ +

= + −

= + −

= −

= −

= −

 
  

 

= 
 

因此， kA 是有界的。为分析 ( ), ,H X A 的有界性，在迭代中下面不等式成立： 

( ) ( )1 1, , , ,k k k k k kH L A H L A+ +  ， 

然后更新 A： ( )1 1 1k k k k kA A L H+ + += + − 。 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

21
1 1

2
1 11

1 1 1 1 1 1

21
1 12

1

, ,

, , ,
2

, , ,
2

, ,
2

k k k

k k
k k k k k k k k kF

k k
k k k k k k k k k k kF

k k
k k k k k F

k

H L A

H L A L H A A L H

H L A A A A A A A

H L A A A

−
− −

− −−
− − − − − −

−
− −

−

−
= + − + − −

−
= + − + − −

−
= + −

 

当 1, ,k = 时，记为
2

1k k F
A A −− 的上界，则 
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( ) ( ) 1
1 1 1 1 0 2

1
1

, , , ,
2

k k
k k k

k
k

H L A H L A


−
+ +

=
−

−
 +  ， 

当  k 满足
2

1
1

k k
k

时，则 21
12

1 1
12

k k
k k

k k
k

。因此，

( ), ,k k kH L A 有上界，则至少存在一个聚点为目标函数的可行解。 

由定理 1 及算法 1 可知： 

( )
11 1 1kk k w k kL U S V
−− − −= ， 1 1

1 1 1k k k k k kL H A A ， 

其中 1 1 1k k kU V 为
1

k k

k

H A 第 k 次迭代时的奇异值分解。那么 

( )

( )

( )
1

1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

lim

lim

lim

lim

lim

0

k

k k Fk

k k k k k k
k F

k k k k k k k k k k
k F

k k k k k k k k k kF Fk

k w k
Fk

L L

H A A L

H A A L A A

H A L A A A

S
−

+
→

− −

+ +
→

− − − −

+ + − − − −
→

− − − −

+ − − + − −
→

− −
→

−

= + − −

= + − − + −

 − − + − +

= −

=

 

在定理 2 的基础上，加权核范数最小化矩阵填充方法的收敛性通过目标函数

逼近最优值来解释。 

3.4 数值检验 

3.4.1 模拟数据生成 

为验证提出的加权核范数矩阵填充算法的有效性，随机生成矩阵 N RR A 和

R TR B ， 1NR Γ ， 1TR Δ ，令 T NL AB Γ1 1 Δ N ，则 N RR L ，其

中矩阵 A，B和 N 中每个元素是独立的高斯随机变量， N 为方差为 0.1 的高斯

噪声矩阵。 

3.4.2 方法模拟与精度比较 

在生成的模拟数据集上，人为指定受处理的个体和时间点，比较研究常用的
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5 个估计量和加权核范数矩阵填充估计量： 

(1)DID：双重差分法是基于个体和时间固定效应的回归推断； 

(2)SCM：合成控制法为 Abadie 等(2010)最初提出的基于交互固定效应的有约束

回归； 

(3)VT-EN：弹性网络正则化的垂直回归，放松了合成控制估计量的限制； 

(4)HR-EN：弹性网络正则化的水平回归； 

(5)MC-NNM：Athey 等(2021)提出的核范数最小化矩阵填充； 

(6)MC-WNNM：本章提出的基于加权核范数的矩阵填充方法。 

对伪处理对应的预测值与实际值进行比较，输出每个算法的均方根误差

(RMSE)： 

ˆ
F

RMSE NTL L . 

在实验中，参考 Athey 等(2021)中采用的随机同时处理和随机交错处理两种

方式对不同规模矩阵进行验证，参数由 K 折交叉验证选择最优值，每个算法独

立运行 10 次，得到平均 RMSE。其中，随机同时处理是随机选择个体
tN 在 0 1T +

期进行处理，其余个体不接受处理；随机交错处理是随机选择个体
tN 在T 期之

后某个时期进行处理，实际处理时间随个体随机变化。 

表 3.1 不同算法在随机同时处理方式下 RMSE 

 0T  DID SCM VT-EN HR-EN MC-NNM MC-WNNM 

50 50  

5 1.250785 1.889540 0.805120 1.234688 0.900086 0.850139 

15 1.230214 1.874975 0.649776 0.754214 0.260093 0.094119 

25 1.089687 1.882857 0.535731 0.656511 0.098357 0.055888 

35 0.978340 1.91752 0.559474 0.445741 0.060825 0.051827 

45 1.096089 1.922667 0.589541 0.539849 0.060785 0.057440 

200 200  

20 1.370007 2.363245 0.668859 0.985748 0.530285 0.153510 

60 1.425857 2.405319 0.696343 0.821004 0.336515 0.114383 

100 1.467124 2.381943 0.722731 0.819383 0.224616 0.109513 

140 1.444249 2.328814 0.805935 0.850235 0.167423 0.109685 

180 1.322852 2.308448 0.589413 0.570504 0.159079 0.111055 
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随机同时处理方式的实验结果如表 3.1 所示。从表 3.1 可以看出，在不同的

处理时间
0T 情况下，DID 和 SCM 的表现较差，这表明数据足够丰富时可以采

用更复杂的模型。在50 50 的数据集上，当 0T T 较小，即观测率较小时，HR-

EN 表现较差；当 0T T 接近 1，即观测率较高时，MC-WNNM 算法表现良好。

在200 200 的数据集上，当 0T T 较小时，SCM 表现较差；当 0T T 接近 1 时，

MC-NNM 和 MC-WNNM 算法都表现良好。 

随机同时处理方式的误差棒图如下图 3.1 所示。 

 

 

(a) 50 50                          (b) 200 200  

图 3.1 不同算法在随机同时处理方式下误差棒图 

 

如图 3.1可以看出，在随机同时处理方式下SCM和DID的误差大且不稳定，

而矩阵填充方法MC-NNM和MC-WNNM的估计精度较高且误差区间小。当MC-

WNNM 算法在不同规模数据集上观测率大于 50%时，MC-WNNM 算法估计精度

明显优于其他算法。 

如表 3.2 所示，随机交错处理方式的实验结果与随机同时处理方式的实验

结果类似，在50 50 的数据集上，当 0T T 较小时，SCM 和 HR-EN 表现较差；

当 0T T 接近 1 时，MC-NNM 和 MC-WNNM 算法都表现良好。在200 200 的

数据集上，当 0T T 较小时，SCM 表现较差；当 0T T 接近 1 时，MC-NNM 和

MC-WNNM 算法表现良好。 
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表 3.2 不同算法在随机交错处理方式下 RMSE 

 0T  DID SCM VT-EN HR-EN MC-NNM MC-WNNM 

50 50  

5 1.452202 2.014988 1.1639509 1.1511896 0.5666323 0.088666 

15 1.398726 2.145658 0.9655438 0.8280652 0.1872315 0.059508 

25 1.319963 2.229551 0.8751839 0.7273506 0.1363048 0.055741 

35 1.300635 2.280946 0.8593944 0.6126267 0.113083 0.051041 

45 1.508625 2.427556 0.8532547 0.720703 0.102555 0.050909 

200 200  

20 1.383386 1.674714 1.006344 1.4408218 1.428226 0.229864 

60 1.406590 1.822351 0.882504 0.8318471 0.872845 0.120063 

100 1.322830 1.790497 0.666288 0.7045295 0.297138 0.114592 

140 1.201828 1.743884 0.693443 0.4922273 0.133165 0.112191 

180 1.360767 1.710671 0.736544 0.590400 0.120337 0.112746 

 

随机交错处理方式的误差棒图如下图 3.2 所示。 

 

  

(a) 50 50                              (b) 200 200  

图 3.2 不同算法在随机交错处理方式下误差棒图 

 

从图 3.2 可以看出，在随机交错处理方式下 SCM 的估计精度同样较差，MC-
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NNM 和 MC-WNNM 的估计精度较高。从图 3.2 中可以明显看出，MC-WNNM

算法在不同观测率和不同规模数据集上，MC-WNNM 算法估计精度均优于其他

算法。 

3.5 反事实结果估计 

3.5.1 数据来源 

选取 Abadie、Athey 等研究中使用的有关加利福尼亚州(后文简称加州)限制

吸烟政策的数据集中的控制组数据。在原数据集中，由于加州在 1988 年实施限

制吸烟政策，其未受政策处理的值不可用，因此将加州删去，则 38N = ， 31T = 。

然后，人为的指定要接受处理的个体和时间段，并将预测值与实际值进行比较。 

3.5.2 反事实结果分析 

通过随机同时和随机交错处理缺失机制对数据进行矩阵填充，并对不同观测

率下的均方根误差进行对比。 

 

表 3.3 不同算法在不同处理方式下 RMSE 

 0T  DID SCM VT-EN HR-EN MC-NNM MC-WNNM 

随机同

时处理 

4 29.82269 26.62686 18.59947 34.69414 19.44851 15.77530 

10 28.77200 18.38029 16.67830 26.87803 17.10940 14.73945 

16 26.55062 12.39791 12.13057 19.46361 14.60332 12.30803 

22 21.40214 13.45419 16.40956 16.46509 12.10595 11.86473 

28 16.21724 12.68395 10.58236 12.69787 10.88689 10.46804 

随机交

错处理 

4 23.12713 28.03964 23.81269 28.57632 22.50424 16.13591 

10 22.05742 24.1544 20.49860 24.73148 16.58668 14.16867 

16 20.51406 21.60619 21.35906 19.20307 13.91697 13.38038 

22 18.43952 22.33838 17.89858 15.44863 12.35547 12.27729 

28 16.71844 21.42582 19.84682 12.48130 10.07261 9.52801 
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(a)随机同时处理                      (b)随机交错处理 

图 3.3 不同随机处理方式下误差棒图 

 

如表 3.3 和图 3.3 所示，在随机同时处理下，当 0T T 较小时，HR-EN 得出的

平均 RMSE 较大，而 MC-WNNM 的平均 RMSE 最小；当 0T T 接近 1 时，HR-

EN 和 MC-WNNM 算法都表现良好。在随机交错处理情况下，当 0T T 较小时，

HR-EN 表现较差；当 0T T 接近 1 时，MC-NNM 和 MC-WNNM 算法都表现良好。

通过比较可以认为 MC-WNNM 算法在估计潜在结果时具有一定的稳健性。 

3.6 小结 

针对因果效应推断存在潜在结果缺失问题，提出使用机器学习算法，区别于

传统计量经济模型，融合加权核范数正则化矩阵填充方法和因果推断方法求解约

束优化问题估计缺失的潜在结果，以此提高估计的精度。利用核范数正则化思想，

采用 ADMM 框架优化问题，提出加权核范数正则化矩阵填充算法。在不同规模

和不同观测率的模拟数据集上，随机同时处理和随机交错处理下 MC-WNNM 均

得到更精确的解，在真实数据集上得出同样结论。因此，提出的 MC-WNNM 算

法是一个较好的估计潜在结果的矩阵填充算法。 
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4 基于倾向得分加权矩阵填充的因果效应分析 

4.1 引言 

在随机对照试验中大多数研究采用二元处理，当以协变量为条件时，因果效

应总是异质的。因此，通常假设不存在未观测的混杂因素，而选择适当的混杂因

素进行控制对因果推断至关重要。在观察性研究中，分配机制无法满足随机化条

件，则样本组间均衡难以实现，因此可能导致因果效应的估计产生较大偏差。而

倾向得分可以“降维”，削弱混杂因素的影响，可有效提高模型估计的效果。 

倾向得分是在给定协变量的条件下，观测个体进入处理组的概率，可以将众

多协变量表示为一维的向量，起到“降维”的作用。倾向得分可以最大限度地概

括协变量信息，用其进行匹配可以平衡处理组和控制组在协变量上被观测到的差

异。在以往的研究中，发现倾向得分模型的轻微误设，可能导致处理效应估计的

显著偏差。传统方法基于线性假定计算倾向得分，较为单一。Woo 等(2010)提出

当协变量间不满足线性关系时通过广义可加模型估计倾向得分效果更好。

Imai(2014)提出用广义矩估计模型使处理组和控制组中协变量任意可测函数的一

阶矩和二阶矩相等，得出倾向得分具有协变量平衡的优点。 

随着大数据领域逐渐发展，众多研究将机器学习与倾向得分匹配方法相结合

从而提高倾向得分的准确性。目前，神经网络和随机森林应用最广泛。Lee 等(2010)

提到面对复杂数据随机森林对于修正选择偏差更有效，计算得分更准确。勾忠平

等(2020)发现当处理因素与协变量间存在复杂关系时，基于神经网络估的倾向得

分法估计平均处理效应更精确。刘展等(2021)基于随机森林倾向得分模型对网络

调查数据的倾向得分进行估计，研究结果表明提出方法的估计效果比 logistic 模

型好。Athey 等(2021)提出基于矩阵填充算法计算倾向得分并加权损失函数以平

衡样本。Poulos(2023)在 Athey 工作基础上实现矩阵填充估计倾向得分方法，利

用倾向得分对每个个体赋予相应的权重进行加权，构造平衡样本消除混杂因素的

影响。 

本章在 Athey 及 Poulos 工作基础上，结合机器学习中随机森林分类和降维

的特点，提出基于随机森林倾向得分模型加权调整矩阵填充损失函数，解决两种

潜在结果的协变量分布不平衡问题。 
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4.2 方法介绍 

4.2.1 倾向得分 

在观测性研究数据中，为了不遗漏混杂变量，需要将可能的协变量都纳入模

型内，这样虽然能使所有混杂变量都被观测到，但也可能会引入过多干扰信息。

倾向得分方法是建立在反事实框架下的一种有效平衡数据的方法。因此，基于倾

向得分的估计量越来越多地应用于因果推断。表示在给定协变量的条件下，定义

倾向得分为 ( )Pr 1|it it ite W X= = ，表示观测个体进入处理组的概率。因此，倾向

得分包含了协变量信息，可以通过其平衡处理组和控制组间被观测到的差异。 

基于倾向得分的方法可以分为匹配和加权两类，基于倾向得分的匹配方法使

用倾向得分来构建匹配集合，将倾向得分相似的个体放到一个集合中，每个集合

中同时包含处理组个体和控制组个体，并且集合中个体具有相似分布；基于倾向

得分的加权方法使用倾向得分来创造权重，对观测协变量进行平衡。逆概率加权

法是一种基于倾向得分的加权方法，将倾向得分的倒数作为个体权重，单个个体

i的权重记为： 

( ) ( )
1

1

i i
i

i i

W W
w

e x e x

−
= +

−
， 

即处理组个体权重为
( )

i
i

i

W
w

e x
= ，控制组个体权重为

( )
1

1

i
i

i

W
w

e x

−
=

−
。使用逆概率

加权方法估计 ATE： 

( )

( )

( )

1

1

i ii i

i i

W YWY
ATE E

e X e X

 −
= − 

−  

 

逆概率加权方法通过加权方法平衡处理组和对照组，使观察性研究数据尽可

能接近随机对照试验数据，从而减少使用观测性研究数据进行因果推断时产生的

偏倚。 

基于倾向得分的方法对修正样本选择偏差一般要满足以下假设： 

假设 4(强可忽略)： ( ) ( )0 , 1 |  ⊥ ⊥ W XY Y . 

强可忽略假设要求当以协变量为条件时潜在结果与处理分配机制无关，并意
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味着不存在无法测量的混杂因素。根据假设 4 的含义以及倾向得分的定义可得： 

( ) ( ) ( )|0 , 1 e   ⊥⊥W XY Y ，其中 ( ) ( )Pr 1|e = =X W X 表示倾向得分。 

假设 5(共同区间)：对所有协变量 X 有  0 Pr 1| 1 = W X . 

共同区间假设要求个体分配到处理组的概率限制在 0 到 1 之间，且要求处理

组和控制组的协变量分布之间有重叠。 

4.2.2 随机森林倾向得分模型 

传统的倾向得分估计方法依赖于模型的正确设定，而利用随机森林模型估计

倾向得分能有效避免传统模型设定匹配结果的平衡性。随机森林是基于决策树分

类的一种集成学习方法，相比于其他算法被证明预测精度高，泛化能力强。随机

森林的重要特点是通过随机选择样本和随机选择特征构建子集。 

假设观测数据集  , ,i i iU Y W X= ，其中 iY 为观测结果变量， iW 为二分处理变

量( 1iW = 表示处理组， 0iW = 表示控制组)， iX 为协变量，则在给定 iX 条件下样

本进入处理组的概率 ( )1|i i ip P W X= = ，本质上就是倾向得分。随机森林估计倾

向得分包括以下四个步骤： 

(1)以 Bagging 为基础，从数据集U 中有放回地随机抽取 treeN 个子样本作为

新的训练集，从特征 iX 中有放回地随机抽取 treeN 个协变量集； 

(2)根据训练集和对应的协变量集生成 treeN 个CART决策树，组成随机森林； 

(3)根据各单棵树的分类结果计算样本被分处理组的概率 ip ； 

(4)将从 treeN 棵决策树中得到的概率值 ip 进行平均，获得每个样本的随机森

林倾向得分 ( )ip X 。 

通过随机森林估计到倾向得分是决策树中每层协变量的选择 1iW = 的概率，

与传统倾向得分定义相同。 

在观察性研究中，处理效应表示为： ( ) ( )1 0| 1 | 1ATT i iE Y W E Y W = = − = ，其
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中反事实结果 0Y 无法直接观测到，大多数研究中利用控制组的数据估计 0Y 。当协

变量存在异质性时，使用倾向得分平衡处理组和控制组混杂变量分布。假设控制

组和处理组混杂变量分布服从 ( )| 1i if X W = 和 ( )| 0i if X W = ，设权重函数 ( )W X ，

使得两组之间混杂变量分布达到平衡 

( ) ( ) ( )| 1 | 0i i i if X W W f X W= = =X ，          (4.1) 

其中 ( )
( )

( )1

i

i

p X
W

p X
=

−
X ，即处理组个体权重为 1，控制组个体权重为

( )

( )1

i

i

p X

p X−
。 

4.2.3 倾向得分加权损失函数矩阵填充模型 

使用矩阵填充的目的是利用控制组数据估计处理组个体的潜在结果，将控制

组结果定义为： 

it it i t itY L   = + + + ，                      (4.2) 

其中， itL 表示含缺失的观测到的结果； i 表示个体固定效应； t 表示时间固定效

应； it 表示残差项，满足严格外生性假设。Athey 等(2021)提出的矩阵填充模型： 

( )
( )

2

, ,
,

1ˆ arg min it it i t L

i t O

Y L
O 

  




= − − − +
L

L L           (4.3) 

其中， ( )i i
=  表示核范数，为奇异值之和； L 为调节参数，由 K 折交叉

验证得到；( ),i t O 表示观测到的位置索引。Poulos(2023)通过 lasso 逻辑回归计

算倾向得分 ˆ
itw ，对模型(4.3)中损失函数进行加权： 

( )
( )

2

, ,
,

ˆ1ˆ arg min
ˆ1

it
it it i t L

i t O it

w
Y L

O w 
  




= − − − +
−


L

L L      (4.4) 

基于模型(4.4)，本节提出利用随机森林估计倾向得分，再对加权核范数矩阵

填充的损失函数进行加权调整： 

( )
( )

2

,, ,
,

ˆ1ˆ arg min
ˆ1

it
it it i t L w

i t O it

e
Y L

O e 
  




= − − − +
−


L

L L      (4.5) 

其中， îte 为随机森林倾向得分。 
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4.3 数值模拟 

4.3.1 数据生成 

在随机森林估计倾向得分方法中，模拟样本量为 200N = 的数据集，假定协

变量 X 服从均值为 0，方差为 1，协方差为 0.1 的多元正态分布，即 

( ) ( )1 2 3 4 5 5, , , , ~ ,X X X X X N=X ， 

其中 

0

0

0

0

0



 
 
 
 =
 
 
 
 

，

1 0.1 0.1 0.1 0.1

0.1 1 0.1 0.1 0.1

0.1 0.1 1 0.1 0.1

0.1 0.1 0.1 1 0.1

0.1 0.1 0.1 0.1 1

 
 
 
 =
 
 
 
 

Σ . 

处理变量与协变量间可能存在不同程度潜在线性、非线性和交互作用等关系，

在模拟中指定处理变量 D和协变量 X 之间为线性关系，假设处理变量 iD 服从多

维多元线性模型： 

i i iD X = + ， 1,2, ,i N= , 

则假定二元处理变量 D为： 

1 2 3 4 50.5 0.5i i i i i iD X X X X X= + + + + . 

一般采用线性模型生成连续的结果变量Y ： 

1 2 3 4 50.5 0.5 0.3i i i i i i i iY D X X X X X= + + + + + + , 

其中 ( )2~ 0,2i N . 

4.3.2 随机森林估计倾向得分 

根据模拟数据集利用随机森林估计倾向得分，利用模拟协变量 X 进行估计，

根据处理变量 D与 5 个协变量的关系，计算样本被分处理组的概率。随机森林模

型可以用 ROC 曲线来评价模型的性能，如图 4.1 所示。 



兰州财经大学硕士学位论文                        基于加权核范数矩阵填充的因果效应评价方法研究 

38 

 

 

图 4.1 随机森林模型 ROC 曲线图 

 

由图 4.1 可知，ROC 曲线很靠近左上角，表示随机森林模型分类的准确性很

高。同时，ROC 曲线下的面积 AUC=0.934，也充分说明随机森林模型预测分类

效果好。随机森林模型在使用袋外样本进行交叉验证时，模型对于未在训练集中

采样的数据分类错误率为 1.55%，换言之分类的准确率为 98.45%。 

随机森林估计倾向得分后需要检验协变量的平衡性。对于连续型变量通常采

用 t 检验比较两组协变量分布是否相同。 

 

表 4.1 协变量平衡情况 

 加权前 RF 加权 

 t 检验 p 值 t 检验 p 值 

1X  -8.6338 3.752e-15*** -1.5784 0.1217 

2X  -10.222 2.2e-16*** -1.4055 0.1665 

3X  -9.0044 4.953e-16*** -1.5431 0.1290 

4X  -8.2189 5.141e-14*** 0.78933 0.4340 

5X  -11.143 2.2e-16*** -0.80106 0.4267 

注：***、**、*分别代表 1%、5%、10%的显著性水平。 
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在进行假设检验时，若 p 值小于预设的显著性水平 0.01 = ，则可拒绝原假

设，认为两组协变量有明显差异，即没有达到平衡。根据上表 4.1 所示，从 p 值

大小层面判断，倾向得分加权前这 5 个协变量的 p 值均小于 0.01，说明协变量的

分布存在显著差异，即可以认为原始样本协变量不平衡。而采用随机森林模型估

计的倾向得分加权后，协变量 p 值均大于 0.01，均通过 t 检验，即接受原假设，

可认为倾向得分加权后的协变量满足平衡性条件。 

4.3.3 因果效应分析 

经过上述操作随机森林估计的倾向得分可以平衡协变量分布，下一步提取随

机森林模型估计的倾向得分 îte ，根据式(4.1)计算矩阵填充损失函数权重 

( )
ˆ

ˆ1

it
it

it

e
W X

e
=

−
. 

在模拟数据集上，估计缺失数据的反事实结果并估计平均处理效应，结果如

表 4.2 所示。 

 

表 4.2 不同方法的 RMSE 及平均处理效应 

方法 RMSE ATT 

DID 8.386243 5.816843 

SCM 9.335655 6.559987 

MCNNM 5.189882 4.149634 

EN 9.814562 6.813374 

ENT 11.538124 7.631384 

RF-WNNM 5.168553 4.143242 

 

从表 4.2 结果可以看出，处理变量对结果变量的影响均是正向的，水平和垂

直回归的弹性网络方法得出的结果误差较大，而矩阵填充方法预测结果的误差较

小，其中提出的随机森林倾向得分加权损失函数方法的 RMSE 最小，平均处理

效应为 4.143242。总体来看，矩阵填充方法预测反事实结果的误差更小。随着不

同方法得到的误差越小，而平均处理效应也越小。 



兰州财经大学硕士学位论文                        基于加权核范数矩阵填充的因果效应评价方法研究 

40 

 

4.4 基于倾向得分加权的因果效应分析 

4.4.1 数据来源与处理 

Abadie 等(2010)研究了美国加州香烟控制 99 号法案对加州香烟消费的抑制

作用。加州为处理组，美国其他未出台相似政策的州为控制组。收集了包含加州

在内 39 个州从 1970 年到 2000 年的州级层面年度面板数据。选取的变量说明如

下： 

 

表 4.3 变量说明 

 变量名称 变量类型 变量含义 

结果变量 cigsale 连续变量 州年度人均香烟消费量 

处理变量 status 0-1 变量 0 表示未受干预，1 表示接受干预 

协变量 

retprice 连续变量 香烟平均零售价格 

lnincome 连续变量 州人均收入对数 

age15to24 连续变量 州人口 15-24 岁人口占比 

beer 连续变量 州人均啤酒消费量 

cig75 连续变量 1975 年人均香烟消费量 

cig80 连续变量 1980 年人均香烟消费量 

cig88 连续变量 1988 年人均香烟消费量 

 

在后续研究中计算倾向得分要求样本无缺失值，但该数据存在协变量缺失情

况，因此需要对缺失值进行处理。在 Abadie 等(2010)的研究中采用均值插补，观

察数据缺失特征，发现为条块缺失，基于协变量间的相关性本节采用时间序列线

性插补方法填补缺失值。 

4.4.2 倾向得分平衡协变量 

本研究将加州禁烟数据采用随机森林算法估计倾向得分。倾向得分的关键是

利用已知的协变量进行估计，因此根据已知插补后的协变量输入随机森林模型，

根据处理变量与 7 个协变量的关系，计算样本被分处理组的概率。随机森林模型

可以用 ROC 曲线来评价模型的性能，如图 4.1 所示。 
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图 4.2 随机森林模型 ROC 曲线图 

 

由图 4.2 可知，ROC 曲线非常靠近左上角，说明随机森林模型分类的准确性

很高。同时，ROC 曲线下的面积 AUC=0.942，也充分说明随机森林模型预测分

类效果好。随机森林模型在使用袋外样本进行交叉验证时，模型对于未在训练集

中采样的数据分类错误率为 1.08%，换言之分类的准确率为 98.82%。 

 

表 4.4 倾向得分加权的协变量平衡性检验 

 加权前 RF 加权 

 t 检验 p 值 t 检验 p 值 

lnincome -11.599 2.792e-08*** -0.047252 0.9629 

beer 3.8556 0.001968*** -1.6266 0.1221 

age15to24 5.7672 7.903e-05*** 1.4661 0.1559 

retprice -5.7911 7.688e-05*** -1.4206 0.1683 

cig75 9.0841 2.2e-16*** 0.26703 0.794 

cig80 20.644 2.2e-16*** 0.34597 0.7354 

cig88 33.667 2.2e-16*** 1.1032 0.2916 

注：***、**、*分别代表 1%、5%、10%的显著性水平。 

 

根据上表 4.4 所示，从 p 值大小层面判断，倾向得分加权前这 7 个协变量的

p 值均小于 0.01，说明协变量的分布存在显著差异，即可以认为原始样本协变量

不平衡。而采用随机森林模型估计的倾向得分加权后，协变量 p 值均大于 0.01，
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均通过 t 检验，即接受原假设，在统计学意义上可认为倾向得分加权后协变量满

足平衡性条件。 

4.4.3 平均处理效应估计 

经随机森林倾向得分加权使得协变量具有可比性。提取上节估计出的倾向得

分 îte ，根据式(4.1)计算权重 

( )
ˆ

ˆ1

it
it

it

e
W X

e
=

−
. 

在加州禁烟数据集上，为研究加州在 1989 年正式实施控烟政策效果，Abadie

等提出的合成控制法的重要思想是通过协变量合成与加州相似的控制组，即加州

的反事实估计。下面利用模型(4.4)矩阵填充算法估计加州的反事实结果并估计平

均处理效应，结果如表 4.5 所示。 

 

表 4.5 不同方法的 RMSE 及平均处理效应 

方法 RMSE ATT 

DID 27.99652 -26.48595 

SCM 19.78401 -18.41649 

MCNNM 21.32916 -19.51129 

EN 12.85314 11.71136 

ENT 20.40224 17.75024 

RF-WNNM 12.50763 -5.220282 

 

从表 4.5 结果可以看出，水平和垂直回归的弹性网络方法结果显示平均处理

效应为正向，而已知文献中结果显示平均处理效应为负向，即控烟政策能抑制香

烟销量。本章提出的随机森林倾向得分加权损失函数方法的误差 RMSE 最小，

平均处理效应为-5.220282，相较于传统方法预测效果更好。 

4.5 小结 

本章通过已有文献，确定因果推断的最终目的是根据已观测数据估计反事实

结果，提出采用随机森林模型估计倾向得分，再根据倾向得分协变量平衡性质对

矩阵填充模型损失函数进行加权，并估计平均处理效应。为了验证随机森林倾向
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得分矩阵填充模型的有效性，基于加州控烟真实数据集将提出的方法与双重差分

法、合成控制法、核范数矩阵填充模型、水平和垂直弹性网络模型估计反事实，

研究结果表明随机森林倾向得分矩阵填充模型同样适用于反事实预测，且相比较

其预测误差更小。 
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5 总结与展望 

5.1 总结 

随着大数据科学的发展，越来越多机器学习方法引入到传统计量经济学方法

中。在潜在结果框架下，针对因果推断中潜在结果缺失问题，研究正则化矩阵填

充算法预测反事实结果并估计因果推断关注的平均处理效应。主要工作包括两部

分： 

一是在不考虑协变量的情况下，针对已有的核范数正则化矩阵填充算法估计

反事实结果时对所有奇异值用同一值进行收缩问题，提出使用加权核范数矩阵填

充算法，利用自适应加权奇异值的方法充分保留数据的有效信息；进一步利用

ADMM 框架优化问题，使其具有理论依据。同时，采用因果推断中常用的随机

同时和随机交错处理方式在模拟数据集上验证加权核范数估计反事实结果的可

行性，数据模拟显示，基于加权核范数的矩阵填充算法在不同规模和观测率的模

拟数据集上可得到更精确的解。加权核范数的矩阵填充算法同样适用于真实数据

集，发现与传统计量方法相比，该方法能更精确预测反事实结果。 

二是考虑协变量对结果变量的影响。在观察性研究中，通常处理组和控制组

的协变量分布不平衡，而倾向得分具有协变量平衡性质，因此可利用倾向得分解

决矩阵填充模型对于观测结果变量与预测变量的差值赋予同等权重问题。然而，

传统的倾向得分估计方法依赖模型的正确选择，随机森林算法能很好的解决这一

缺陷。因此，提出采用随机森林模型估计倾向得分，再根据倾向得分协变量平衡

性质对矩阵填充模型损失函数进行加权，并估计平均处理效应。在模拟数据集和

真实数据集上验证随机森林倾向得分矩阵填充模型的有效性，发现提出的方法同

样适用于反事实预测，且相比较其预测误差更小。 

5.2 展望 

关于因果推断，从潜在结果缺失的角度出发，对矩阵填充模型进行一些改进

工作，但将机器学习算法融合进因果推断中仍处于理论分析阶段，在实际应用中

仍存在较多困难。 

(1)提出的加权核范数矩阵填充模型依赖于奇异值分解，当恢复高维数据矩
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阵时，进行奇异值分解的成本巨大。在后续研究中，需要寻找更适用的矩阵分解

方法。 

(2)目前，针对协变量平衡的倾向得分法可应用于高维数据，但随机森林估

计方法应用不同数据集的差异需要进一步分析。并且在实际应用中，面临着协变

量数据缺失问题，也是后续研究需要解决的地方。 
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