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摘  要 

随着经济社会的发展，数据呈现爆炸性增长，这种增长主要体现在数据的

数量和维度。高维数据的样本稀疏且包含大量的冗余特征和噪声信息，其有意

义的类簇结构往往嵌入在低维子空间中。对高维数据进行降维是提高聚类算法

性能的一个关键步骤。线性投影技术是常用的降维方法，其通过线性变换将高

维数据变换到低维子空间中。传统的聚类算法在对高维数据进行聚类时主要存

在以下两个问题：（1）对异常样本敏感，缺乏识别和处理异常样本的过程；（2）

需要预先对高维数据进行降维处理，算法的时间复杂度通常较高，不适用于高

维的大数据集。针对这些问题，本文提出了两个算法。 

一、提出了带有实例惩罚的投影模糊 C 均值聚类算法（Projected Fuzzy c-

means Clustering Algorithm with Instance Penalty，PCIP）。PCIP 算法将聚类任务

和降维任务统一到一个目标函数中，迭代地学习线性投影矩阵和隶属度矩阵，

同时完成降维和聚类。此外，PCIP 算法基于原始数据的分布构建实例惩罚矩阵，

为每一个样本分配实例惩罚系数，降低了噪声样本对模型的影响。PCIP 算法还

通过融合模糊 C 均值聚类（Fuzzy c-means Clustering，FCM）和主成分分析

（Principal Component Analysis，PCA）来构造一个新颖的高维数据聚类模型。

PCIP 的时间复杂度与样本数量线性相关，可以有效地处理大型数据集。为了验

证 PCIP 算法的有效性，在 10 个图像数据集上与 7 个相关的对比算法进行了大

量的聚类实验，实验结果证明了 PCIP 算法能够快速地学习投影矩阵和隶属度矩

阵，并在投影子空间上获得良好的聚类效果。 

二、提出了快速锚点图保持投影算法（Fast Anchor Graph Preserving 

Projections，FAGPP）。为了减少基于图的降维算法的时间复杂度，FAGPP 算法

使用锚点图的学习代替邻接图的学习，同时利用原始数据空间的锚点图来指导

投影空间中锚点图的学习。FAGPP 算法还融合了 PCA 模型使其不仅可以处理

数据的聚类信息，还可以处理数据的全局信息。FAGPP 的时间复杂度为

( )O nmd ，其中 n表示样本的数量，m 表示锚的数量， d 表示数据的特征数。为

了验证 FAGPP 算法的有效性，在 6 个图像数据集上与 5 个相关的对比算法进行

了大量的聚类实验，实验结果证明 FAGPP 算法能快速地对数据进行降维，降维
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的数据在投影子空间中具有较好的类簇结构，获得良好的聚类效果。 

 

关键词: 降维 聚类 锚点 线性投影 实例惩罚 
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Abstract 

With the development of economy and society, data shows explosive 

growth, and this growth is mainly reflected in the number and dimension 

of data. The samples of high-dimensional data are sparse and contain a lot 

of redundant features and noise information, and their meaningful class 

cluster structures are often embedded in low-dimensional subspaces. 

Dimensionality reduction of high dimensional data is a key step in 

improving the performance of clustering algorithms. The linear projection 

technique is a commonly used dimensionality reduction method that 

transforms the high-dimensional data into a low-dimensional subspace 

through a linear transformation. Traditional clustering algorithms have 

the following two main problems when clustering high-dimensional data: 

(1) they are sensitive to abnormal samples and lack the process of 

identifying and dealing with abnormal samples; (2) they need to reduce 

the high-dimensional data beforehand, and the time complexity of the 

algorithms is usually high, which is not applicable to high-dimensional 

large data sets. To address these problems, two algorithms are proposed in 

this paper. 

(1) A Projected Fuzzy c-means Clustering Algorithm with Instance 

Penalty (PCIP) is proposed. The PCIP algorithm unifies the clustering 

task and the dimensionality reduction task into a single objective function, 

which iteratively learns the linear projection matrix and the membership 
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matrix, and performs dimensionality reduction and clustering 

simultaneously. In addition, the PCIP algorithm constructs an instance 

penalty matrix based on the distribution of the original data and assigns 

an instance penalty coefficient to each sample to reduce the influence of 

noisy samples on the model. The PCIP algorithm also reduces the 

influence of noisy samples on the model by merging Fuzzy c-means 

Clustering (FCM) and Principal Component Analysis (PCA) into a single 

objective function for clustering and dimensionality reduction. The PCIP 

algorithm also constructs a novel clustering model for high-dimensional 

data by fusing Fuzzy c-means Clustering (FCM) and Principal 

Component Analysis (PCA). The time complexity of the PCIP algorithm 

is linearly correlated with the number of samples, and it can efficiently 

handle large data sets. In order to verify the effectiveness of the PCIP 

algorithm, a large number of clustering experiments are conducted on 10 

image datasets with 7 related comparison algorithms, the experimental 

results demonstrate that the PCIP algorithm is able to learn the projection 

matrix and the affiliation matrix quickly and obtain good clustering 

results on the projection space. 

(2) Fast Anchor Graph Preserving Projections (FAGPP) algorithm is 

proposed. In order to reduce the time complexity of the graph-based 

dimensionality reduction algorithm, the FAGPP algorithm uses the 

learning of anchor graphs instead of neighbor graphs, and at the same 
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time, the anchor graphs in the original data space are used to guide the 

learning of the anchor graphs in the projection space. The FAGPP 

algorithm also incorporates the PCA model, making it capable of 

handling the clustering information and the global information of the data. 

The time complexity of FAGPP is ( )O nmd , where n denotes the number 

of samples, m denotes the number of anchors, and d denotes the number 

of features of the data. In order to verify the effectiveness of the FAGPP 

algorithm, a large number of clustering experiments have been carried out 

on six image data sets with five related comparison algorithms, and the 

experimental results prove that the FAGPP algorithm can quickly 

downsize the data, and the downsized data has a better cluster structure in 

the projection space, and good clustering results are obtained. 

 

Keywords: Dimensionality reduction; Clustering; Anchor; Linear 

projection; Instance penalty 
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1 绪论 

1.1 研究背景 

在当今互联网快速发展的时代，数据以超出想象的速度在增长，这种增长

主要体现在数据样本的数量和维度，如基因数据、气象数据、图像数据和军事

信息数据等[1,2]。在高维数据中，每个样本都是由多个特征组成，这些特征之间

可能存在一定的关联性，也可能是冗余或不相关的。高维数据中冗余的特征信

息不但影响模型的性能，而且徒增计算成本[3]。此外，高维数据中比较关键的

一些特征往往决定一个样本的类别，例如医学领域中一些特殊基因的特征决定

了某种特殊的疾病，而冗余的基因特征会影响医生对患者病情的诊断[4,5]。面对

海量的高维数据，如何高效地剔除数据的冗余特征并从中挖掘出有价值的信息

日益成为人们关注的焦点。 

机器学习是人工智能中最受关注的研究领域之一，同时也是计算机科学中

最活跃的研究分支之一。机器学习领域不断地涌现出新理论和新方法，这些新

理论和方法不仅在计算机科学的众多领域中大放异彩，还能为人工智能技术和

其他学科的交叉融合提供重要支撑，为新工科、新医科、新农科、新文科的建

设助力[6,7]。数据挖掘是人工智能应用领域研究的热点，通过计算机技术和机器

学习等方法从大量的原始数据中挖掘出关键的信息，用于预测、决策支持、优

化等领域[8]。为了挖掘高维数据中潜在的有价值信息，需要针对数据的结构和

不同任务设计不同的数据分析方法。常见的数据分析方法包含有监督学习、半

监督学习和无监督学习。 

聚类分析可以帮助揭示数据的内在结构，识别出数据中的自然分组，对于

数据挖掘、模式识别和机器学习等领域至关重要[9]。聚类分析是一种挖掘数据

潜在结构和关联特征信息的无监督学习方法，其依据数据的特征和分布特性将

一组给定的无标签样本划分到若干个互不重叠的类簇中。聚类分析的目的是使

得相同类簇中样本间的相似度尽可能高，而不相同类簇中样本间的相似度尽可

能低。通过聚类分析观察每个子集的特征，进而充分挖掘数据的潜在信息和不

同子集之间存在的关联。层次聚类[10]（Hierarchical Clustering，HC）是生物学
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家和社会科学家最早使用的聚类方法，而聚类分析则成为统计多变量分析的一

个重要分支[11]。常见的聚类算法有 K 均值聚类[12]（k-means）、模糊 C 均值聚类

[13]（Fuzzy c-means Clustering，FCM）和密度峰值聚类 [14]（Density Peaks 

Clustering，DPC）等。k-means 算法是一种硬聚类算法，其要求数据集中的每

个样本严格属于某一特定的类簇。相反，FCM 算法是一种软聚类算法，其为每

个样本和类簇中心之间赋予一个隶属度值，用于表示样本属于不同类簇的程度，

隶属度值越大说明该样本越可能属于该类簇。DPC 算法是一种基于密度的聚类

算法，DPC 算法同时考虑了样本的密度和样本间距离的关系，通过定义密度峰

值来确定数据的类簇中心。 

由于高维数据中欧式距离度量的失效以及数据样本过于稀疏等问题[15,16]，

传统的聚类方法在高维数据中难以获得好的性能，这种现象称为“维度灾难”。

如果直接对高维数据进行聚类，得到的类簇往往难以表达和解释，因为高维数

据空间中的类簇不易被人理解和可视化[17,18]。高维数据聚类算法是数据科学技

术的重要组成部分之一，研究高维数据聚类算法可以为数据科学技术提供新的

思路和方法，促进数据科学技术的发展和应用。如何有效对高维数据进行聚类

是需要及时解决的一个重要问题。 

1.2 研究现状 

高维数据包含大量的冗余特征和噪声信息，其有意义的类簇结构往往嵌入

在低维子空间中，因此采用合适的降维方法对高维数据进行维数约简成为提高

模型聚类效果的一个关键步骤。本文针对线性投影的高维数据聚类算法进行研

究，重点对降维算法和高维数据聚类算法进行研究。 

1.2.1 降维算法研究现状 

降维作为处理大规模数据最有效、最直接的方法之一，近年来吸引了许多

研究人员的注意。一些研究者提出通过减少高维数据的维度来缓解“维数灾难”

的问题。常见的降维方法有特征选择（Feature Selection）和特征提取（Feature 

Extraction）。特征选择是从原始大量冗余的特征中选择最能反映类别统计的特

征构成低维的特征子集，比如选择高光谱图像中的光谱纹理、颜色和形状等特
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征[19,20]。特征选择通常包括个主要步骤：特征子集生成、特征子集评估、停止

准则和结果验证[21]。其中，特征子集的生成和评估是最重要的，它们决定了特

征选择的结果。根据搜索策略的不同，特征选择算法可分为穷举搜索[22]、启发

式搜索和随机搜索。穷举搜索策略的核心是首先定义一个单调准则函数，然后

从原始特征集开始，每次搜索消除一个特征，直到满足停止准则验证生成的最

优特征子集。穷举搜索的策略可以保证给定评价准则下的最优特征子集，但是

其计算效率较低。随机搜索策略通过随机生成特征子集，进行序列正向或反向

的方法排列避免生成局部最优解。随机搜索策略在数据充足且循环次数足够大

时可以得到近似最优解，但是该算法存在不确定的因素，难以实现模型的复现。

启发式搜索策略兼顾获得最优特征子集和算法复杂度两个目标，其中顺序浮动

选择[23]（Sequential Floating Selection）是启发式搜索中代表性的方法之一。特

征提取是通过线性或非线性的变换将数据从原始特征空间映射到低维的空间中，

并在这个低维的空间中尽可能多地保留原始数据的基本特征。特征选择和特征

提取都是优化函数的过程，特征选择是选择一组满足标准函数的变量，其中包

含最大的原始信息，而特征提取是搜索最优的数据转换来保留原始数据的特征

信息。相较于特征选择，特征提取在降维过程中能够更好地保留数据的重要信

息，提升数据的表征能力，从而更有效地提升模型的性能。 

常见的特征选择算法一般分为两类，线性降维算法和非线性降维算法。线

性降维算法可以将高维数据通过线性变换映射到低维空间，低维数据空间中样

本的每个特征都是原始数据空间特征的线性组合。常见的线性降维算法有主成

分分析 [24]（Principal Component Analysis，PCA）、线性判别分析 [25]（Linear 

Discriminant Analysis ， LDA ）和邻域保留嵌入 [26](Neighborhood Preserving 

Embedding，NPE)等。其中，PCA 是一个经典的线性降维算法，在人脸识别

[27,28]、金融管理[29]等领域得到了广泛的应用。PCA 通过构造一组正交基函数以

获得数据分布的最大方差方向，尽量使投影到低维数据空间中的特征互不相关。

然而 PCA 是建立在可投影在线性子空间中的假设之上，在处理非线性的数据时，

PCA 的降维效果不佳。此外，PCA 还忽略了原始数据的局部几何结构特征，从

原始数据中找到最紧凑的数据描述非常困难。LDA 是一个经典的线性降维算法，

其基本思想将原始空间的数据投影到一条直线上，使得相同类别的样本在该直
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线上的投影点尽可能接近，不同类别的样本在该直线上的投影点尽可能远。在

处理现实场景中，面对大量的非线性数据，通过需要非线性的映射函数才能准

确地找到原始数据的低维嵌入。非线性的降维方法考虑原始数据空间的非线性

流形结构，具有处理一些复杂非线性数据的能力。一系列非线性降维算法被提

出，包括核 PCA[30]（Kernel PCA, KPCA）、等轴测特征映射 [31,32]（Isometric 

Feature Mapping, ISOMAP）和局部线性嵌入 [33]（Locally Linear Embedding, 

LLE）。KPCA 算法保留了数据在高维空间中的非线性结构，其核心思想是利用

核技巧（Kernel Trick）将原始特征空间中的数据映射到一个高维的核特征空间，

然后在该高维空间中使用 PCA 算法来实现降维任务。ISOMAP 是一个经典的流

形学习算法，它认为高维数据空间中两样本点的直线距离在低维嵌入流行上不

可达，低维嵌入流行上两点之间的距离是“测地线”的距离。然而，这些非线性

降维算法也有一些缺陷：（1）非线性降维算法的可解释性较低，只能获得训练

数据的低维特征，无法提供高维数据和低维数据之间的明确特征映射；（2）非

线性降维算法通常需要选择一个映射函数，但是如果映射函数过于复杂，有可

能出现过拟合的问题；（3）计算过程过于复杂且耗时，不适用大规模数据集且

难以处理样本外的数据。 

机器学习中的许多问题可以通过图来表达，图不但可以反映两个样本之间

的关系，还可以表示数据的一些统计或几何特征[34,35]。近年来，一些基于图的

降维算法被提出。拉普拉斯特征映射（Laplacian Eigenmaps，LE）提出了一种

由几何学驱动的用于表示高维数据的算法。LE 提供了一个计算上非常高效的方

法，并具有保留数据局部关系的特点。在 LE 的基础上，局部保留投影算法[36]

（Locality Preserving Projections，LPP）被提出。LPP 算法是一种基于图的线性

降维算法。LPP 首先利用原始数据中样本的局部邻域信息构造邻接图，旨在低

维空间中样本仍能保持这种局部关系。Yan 等人[37]认为大多数基于图的降维算

法首先需要通过输入的数据或一些先验知识构建图，然后基于图的信息学习数

据的低维表示，这使得模型的降维效果在很大程度上依赖于构建的图在多大程

度上发现高维数据的潜在结构和分布。同理 LPP 预先构建邻接图的质量决定模

型的性能。在高维空间中，由于“维数灾难”问题，LPP 利用样本间的欧式距离

构造邻接图的质量难以得到保证。此外 LPP 的降维过程和邻接图的构建过程是
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分开进行的，经常会出现构造出来的邻接图并不适合于随后的降维任务[38,39]。

为了解决这一问题，研究人员提出了自适应学习图的降维算法，如图优化局部

保持投影[40]（Graph Optimization Local Preserving Projection，GOLPP）和用于

降维的联合图优化与投影学习 [41]（ Joint Graph Optimization and Projection 

Learning for Dimensionality Reduction，JGOPL）。GOLPP 和 JGOPL 融合了降维

和图学习过程，在迭代优化目标函数的同时完成邻接图的学习，动态地捕获邻

接图结构。 

LPP 和 GOLPP 利用样本的局部邻居信息构建邻接矩阵，时间复杂度不低于

2( )O n d ，其中 n 表示数据集的样本数量， d 表示数据集的维度。显然 LPP 和

GOLPP 的时间复杂度过高，不适用于大的数据集。为了加速图的构造，研究者

提出了锚点图[42-47]（Anchor Graph）方法。与 LPP 算法利用样本的局部信息构

造邻接图的思想类似，局部锚点图保留投影 [45]（Local Preserving Projection 

based on Anchor Graph, AGLPP）利用锚点与数据样本的局部关系快速地构建锚

点图结构，期望在原始数据空间中构造的锚点图在低维空间中仍然能保留。

AGLPP 利用锚点图的隶属度矩阵估计原始数据的隶属度矩阵，其时间复杂度为

( )O nmd ，其中m 表示构造的锚点数量。AGLPP 能高效地处理大数据集，但是

其需要在进行降维任务之前完成锚点图的构建，锚点图的质量决定了算法降维

的性能。 

1.2.2 高维数据聚类算法研究现状 

如何使用聚类算法挖掘高维数据中潜在的信息是一个研究热点。高维数据

聚类是指对高维数据进行聚类分析，计算数据样本间的相似性并将其分为不同

的类簇。因为“维数灾难”等问题，传统的聚类算法无法有效地处理高维数据[48]。

此外由于低维空间的样本密度相较于高维空间大幅度提高，很容易计算样本间

的欧式距离，因此需要将降维算法与聚类算法结合来处理高维数据聚类问题，

从而提高数据处理的效率和准确度。 

传统的高维数据聚类算法采用两阶段的策略，即先执行降维任务后执行聚

类任务，例如首先利用 PCA 算法对原始数据进行降维，然后利用 k-means 算法
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进行聚类学习[49]。谱聚类[50]（Spectral Clustering）算法如 ratio cut 算法[51]和

min-max cut 算法[52]，其本质上也是两阶段的高维数据聚类算法，其主要包含两

步：（1）学习高维数据的低维特征表示；（2）对低维数据执行 k-means 算法。

有学者认为这种两阶段的策略割裂了聚类任务和降维任务的联系，每一阶段优

化不同的目标函数，难以保证在第一阶段降维后的数据仍然适合随后的聚类任

务，因此需要融合这两个阶段来处理高维数据 [53]。简化 k 均值聚类分析 [54]

（Reduced k-means Analysis，RKM）和因子 k 均值聚类分析[55]（Factorial k-

means Analysis，FKM）串联了聚类任务与降维任务，在某些情况下取得较好的

聚类效果，然而如果原始数据中大量存在与类簇结构无关的特征，这两种方法

很可能无法准确地识别数据的类簇结构。为了解决这一问题，研究者提出了带

有概率邻域的投影 FCM 算法 [56]（Projected Fuzzy c-means with Probabilistic 

Neighbors，PFCM），PFCM 在降维的过程中利用数据的局部信息自适应地学习

邻接图，该算法将聚类任务和降维任务统一到一个目标函数中，提高模型的聚

类性能。然而，PFCM 需要计算数据样本间的相似度来构建邻接图，其时间复

杂度不低于 2( )O n d ，不适用于大的数据集。 

现有的一些基于图的降维算法依赖欧式距离来构造邻接图，这些方法对原

始数据中的噪声样本比较敏感，如局部投影模糊 C 均值聚类算法[57]（Projected 

Fuzzy c-means Clustering with Locality Preservation, LPFCM）和 LPP。为了有效

地识别和处理数据中的噪声样本，研究者提出了利用图嵌入正则化的广义最小

二乘法降维算法[58]（A Generalized Least-squares Approach Regularized with Graph 

Embedding for Dimensionality Reduction，GLSRGE）。GLSRGE 采用广义最小二

乘方法考虑了全局数据分布，并为每个样本分配一个实例惩罚，实现了数据的

局部结构和数据的全局结构保持平衡。 KaUDDR[59] （ Kernel Alignment 

Unsupervised Discriminative Dimensionality Reduction）将自适应图的学习和特征

学习集成到一个联合学习框架中，对噪声样本具有鲁棒性，并能获得数据稳定

的内在结构表示。JGOPL 采用基于
21 norml −

的距离度量来求解目标函数，提高了

算法处理异常样本的鲁棒性。为了更准确识别每个样本的局部邻居，缓解噪声

样本和冗余特征的负面影响，Wang 等人 [60]提出了局部自适应保持投影

（Locality Adaptive Preserving Projections for Linear Dimensionality Reduction, 
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LAPP），LAPP 首先采用由粗到细的策略迭代获得最优的低维子空间，然后在最

优子空间中自适应地确定样本的局部邻居。虽然 GLSRGE、JGOPL 和 LAPP 都

采取一些措施处理噪声样本，但是这些算法没有考虑到数据的类簇信息，在对

高维数据进行聚类时仍然采用两阶段的策略。 

1.3 研究内容 

高维数据聚类研究是数据挖掘和机器学习领域的重要研究课题，如何准确

高效地获得高维数据的低维特征表示并与聚类模型融合是比较热门的研究方向。

研究线性投影的高维数据聚类算法，开发出更加高效、准确的方法来处理和分

析高维数据，解决“维度灾难”带来的问题，在各种实际应用中获得更好的性能

和更深入的洞见。通过以上分析，可以发现众多学者针对高维数据聚类中存在

的问题提出了许多算法。本文针对现阶段高维数据聚类算法存在的一些问题，

如：算法的时间复杂度过高、算法对噪声样本敏感等问题，提出了一些解决思

路。具体来说，本文主要研究内容包括以下两个方面： 

（1）提出了带有实例惩罚的投影模糊 C 均值聚类算法（PCIP）。为了处理

高维数据中的噪声样本，PCIP 首先基于原始数据的分布信息构建一个实例惩罚

矩阵，为每一个样本分配相应的实例惩罚系数。异常分数越大的样本越可能成

为异常样本，其惩罚系数就越小，从而降低噪声样本对模型的影响。其次，

PCIP 算法将 FCM 算法和 PCA 算法融合在一起，构建一个统一的目标函数，使

得模型在降维的过程中迭代地优化投影矩阵和隶属度矩阵。本文采用交替优化

的方法对 PCIP 算法进行优化求解，并对 PCIP 算法进行了算法的时间复杂度分

析和收敛性分析。在 10 个图像数据集上与 7 个相关的对比算法进行了大量的实

验，包括不同维度分析实验、消融实验、运行时间实验、参数分析实验和收敛

性分析实验，实验结果证明了 PCIP 算法的有效性。 

（2）提出了快速锚点图保持投影算法（FAGPP）。FAGPP 算法首先利用原

始数据空间中样本的信息构建锚点图结构，在迭代优化模型的同时学习锚点图

来替换邻接图，期望在低维数据空间中仍然能保留这种锚点图结构。FAGPP 融

合了类 FCM 的聚类模型和 PCA 算法，使其不但能学习数据的类簇结构还能捕

获数据的全局信息。本文对 FAGPP 算法进行了算法的收敛性分析和时间复杂度
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分析，其时间复杂度与样本的数量线性相关，可以高效处理的大的数据集。在

6 个图像数据集上与 5 个相关的对比算法进行了大量的实验，实验结果表明

FAGPP 算法能快速地学习锚点隶属度矩阵和投影矩阵，在低维子空间中获得良

好的类簇结构。 

1.4 论文组织结构 

本文共有五个章节，第三章和第四章为主要研究内容。针对现阶段聚类算

法处理高维数据时存在的一些问题提出了相应的解决方案。下面对论文的组织

结构进行简单介绍。 

第一章：绪论。首先介绍本文的研究背景，阐述研究高维数据聚类算法的

重要意义。其次，总结现有算法的研究进展，包括降维算法和高维数据聚类算

法的研究现状。最后概括地介绍本文的研究内容和论文的组织结构。 

第二章：预备知识。首先介绍论文所使用的符号及说明。然后简单地介绍

与本文相关的一些算法包括 K 均值聚类、模糊 C 均值聚类、局部保持投影、孤

立森林、主成分分析和基于平衡𝑘-means 的分层𝑘-means 算法。 

第三章：提出带有实例惩罚的投影模糊 C 均值聚类算法（PCIP），首先介

绍实例惩罚矩阵的概念，详细描述了模型的构建和求解过程。其次对 PCIP 算法

进行了收敛性分析和时间复杂度分析。在 10 个图像数据集上与 7 个相关的对比

算法进行聚类实验来证明 PCIP 算法的有效性。 

第四章：提出快速锚点图保持投影算法（FAGPP），首先介绍锚点的概念和

模型的构建思路和求解过程。其次对模型进行了收敛性分析和时间复杂度分析。

在 6 个图像数据集上与 5 个相关的对比算法进行实验包括不同维度的实验分析、

参数分析实验、收敛性分析实验、时间运行实验等来证明 FAGPP 算法的有效性。 

第五章：分析和总结了全文的研究工作，展望未来的研究方向和发展趋势。 
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2 预备知识 

 本章主要介绍与本文所提算法相关的一些算法包括聚类算法、降维算法和

异常检测算法，并对本文所使用的一些符号进行简要说明。 

2.1 符号及说明 

本文所使用的符号和相关说明如表 2.1 所示。 

表 2.1 本文使用的符号说明 

符号 说明 

1 2 ,,[ , ] d n

nxX x x R =   

X 是一个数据集包含n 个样本和 d 个特征 

ix 是数据集 X 中第 i 个样本 

1 1[ , , , ] c n

nP p p p R 

• • •=   

P 是一个隶属度矩阵， ip• 表示样本 ix 隶属不同类

簇的集合， kip 表示样本 ix 属于类簇 k 的隶属度 

d dW R   W 是一个投影矩阵， d 是降维后的维度 

1 2[ , , , ] d c

cV v v v R =   
V 是原始空间的类簇中心， kv 表示原始空间中第

k 个类簇中心 

~

1 2[ , , , ] d c

cZ z z z R =   
Z 是投影子空间的类簇中心， kz 表示投影子空间

中第 k 个类簇中心。 

n nF R   

F 表示实例惩罚矩阵， iif 是F 的对角矩阵，表示

样本 ix 的实例惩罚系数 

1 2[ , , , ] d m

mO o o o R =   
O表示原始空间的锚点， ko 表示原始空间中对 k

个锚点 

1 2[ , , , ] d m
mO o o o R =   

O 表示投影空间的锚点， ko 表示投影空间中对 k

个锚点 

1 1[ , , , ] m n

nJ j j j R 

• • •=   
J 是原始空间的锚点隶属度矩阵， 

kij 表示样本 ix

属于锚点 ko 的隶属度。 

1 1[ , , , ] m n

nH h h h R 

• • •=   

H 是投影空间的锚点隶属度矩阵， 
kih 表示投影空

间样本
T

iW x 属于投影空间锚点 ko 的隶属度。 
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2.2K 均值聚类（k-means） 

k-means 聚类算法是一种经典的无监督学习算法，因其简单高效被广泛地应

用于许多场景中[61,62]。假设数据集 
1 2 ,,[ , ]nxX x x= 有 n 个样本，k-means 算法

的目标是将所有样本划分成互不重叠的 k 个类簇 1G ,
2G ,…, kG 。令

 1 2, , , kV v v v= ，其中 jv 是类簇 jG 的第 j 个类簇中心。令 [ ]ij n k  = ，其中

ij 是一个二元变量，其中  0,1ij  。当样本 ix 属于类簇 jG 时， 1ij = ，反之

0ij = 。在算法的每次迭代过程中，k-means 计算每个样本距离所有类簇中心的

欧式距离并对距离进行排序，将该样本划分到距离最近的类簇中心。k-means 的

目标函数如下： 

 

2

2
1 1

2 2

2 2[1, ]

( , )

1 , min
. .

0,

n k

ij i j

i j

i j i j
j k

ij

J V x v

x v x v
s t

otherwise

 



= =



= −

 − = −
= 




 (2-1) 

公式(2-1)中
2

2i jx v− 表示样本 ix 与类簇中心 jv 之间的欧式距离。在每次迭代中

需要更新类簇的中心来优化目标函数 ( , )J V ，第 k 个类簇中心 kv 计算如下： 

 1

1

n

ik i

i
k n

ik

i

x

v





=

=

=



 (2-2) 

2.3 主成分分析（PCA） 

PCA[24]算法是一个经典的数据降维技术，在科学和工程领域得到广泛的应

用。其通过线性变换将高维数据映射到低维空间中，以发现数据中的主要结构

和关系。PCA 在最小二乘法的框架下寻求一个投影矩阵 d dW R  ，通过最小化

投影数据点与原始数据点之间的重构误差，从而寻求数据的全局低维子空间。

因为 PCA 是一种线性变换的算法，无法捕捉到非线性的复杂数据结构。PCA 的
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目标函数如下： 

 

2

2
1

min

. .

n
T

i i

i

T

x WW x

s t W W I

=

−

=


 (2-3) 

经过简单的计算，公式(2-3)可以如下目标函数表示： 

 
max ( )

. .

T

t

T

Tr W S W

s t W W I=
 (2-4) 

公式(2-4)中 tS 表示数据集 X 的协方差矩阵，显然投影矩阵W 可以由协方差矩阵

tS 中最大的前 d 个特征值对应的特征向量组成。 

2.4 局部保持投影（LPP） 

LPP[63]是一种针对非线性拉普拉斯特征图的线性流形学习技术。LPP 利用

原始数据空间中的样本局部邻居信息构建邻接图和计算投影矩阵W ，使用W 将

原始空间的数据映射到低维子空间，期望在原始空间构建的邻接图在投影空间

中得到保留。LPP 与 PCA 都是线性降维算法，PCA 通过最小化数据的重构误差

来寻求全局最优投影子空间。然而，LPP 通过在投影空间中重建样本与其邻域

之间的关系来保持原始数据空间的数据结构。LPP 的目标函数定义如下： 

 
22

2 2
1 1 1 1

min min
n n n n

T T

ij i j ij i j

i j i j

S y y S W x W x
= = = =

− = −   (2-5) 

公式(2-5)中 iy 和 jy 分别是样本 ix 和样本 jx 在投影空间的样本。 [ ] n n

ijS S R =  表

示邻接矩阵， ijS 是原始数据空间中样本 ix 和样本 jx 之间的权重，两个样本之间

的距离越小，其权重就越大。公式(2-5)可以化简为： 

 

1 1 1

min ( )

min ( ( ) )

min ( )

. .

n n n
T T T T

i ii i i ij j

i i j

T T

T T

T T

W x D x W W x S x W

W X D S X W

W XLX W

s t W XDX W I

= = =

−

= −

=

=

 

 (2-6) 
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公式(2-6)中
1

n

ii ij

j

D S
=

= 是一个度矩阵， iiD 越大说明样本 iy 越重要。 L D S= − 是

一个拉普拉斯矩阵。 

2.5 孤立森林（iForest） 

孤立森林[64]（Isolation Forest，iForest）是一个快速的异常点检测算法，孤

立表示样本因某种差异而相互分离。iForest 不同于传统的基于距离和基于密度

的异常检测算法，它通过构建一定数量的孤立树（Isolation Tree，iTree）来孤立

数据中的异常样本。iForest 认为相较于正常样本，异常样本的数量上较少且特

征值差异较大。iForest 的构建主要包含 3 个步骤：（1）通过不放回采样的方式

采样得到 t 个不同的子集，其中每个子集的大小为 ；（2）利用每个子集中样

本的信息上构建 iTree；（3）构建由 t 棵 iTree 共同组成的 iForest。 

iTree 从本质上看是一个二叉树，其中每个节点包含 0 个或者 2 个子节点。

iTree 通过随机选择特征属性和该属性下的分裂节点递归地分裂数据。iTree 包含

两种节点外部节点（External-node，eNode）和内部节点（Internal-node，iNode）。

假设样本 ix 是 iTree 中的一个节点，当 ix 不能被分裂时，定义 ix 为 eNode。显然

当 iTree 的高度达到高度限制或者 ix 是独立节点时，则称 ix 为 eNode。相反地，

当样本 ix 所在的分区可以继续分裂时， ix 定义为内部节点 iNode。 

算法 1[64]描述了 iTree 构建的过程，iTree 采用随机分裂的方式对数据进行分

割，即随机选择数据的一个属性，再从这个属性中随机选择一个分裂点进行分

割。为了更加清晰地描述 iTree，随机生成 20 个样本，每个样本包含 2 个特征，

分别为特征 x 和特征 y。样本的分布如图 2.1 所示。iTree 中节点的分裂过程如图

2.2 所示，图 2.3 表示 iTree 特定的树结构。其中
1 2 11, , ,p p p 表示 iTree 使用 11

个不同的分裂点先后对数据进行分割。红色的实线表示算法选择特征 x 将数据

分裂成左右两个部分，绿色的实线表示算法选择特征 y 将数据分裂成上下两个

部分。 
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算法 1: iTree(X,ch,hl)  

输入： 数据集 X ，当前树的高度 ch，树的高度限制 hl  

输出： iTree  

1. If 1ch hl and X   

2.  令Q 为 X 的一个属性集合 

3.  从 Q 中随机选择一个属性 q  

4. 
从 X 的 第 q 列 随 机 选 择 一 个 分 裂 节 点 p ， 其 中

( ( (:, )), ( (:, )))p min X q max X q  

5.  将 X 分裂成两部分， ( (:, ) ), ( (:, ) )left rightX X X q p X X X q p=  =   

6.  Return 

( , 1, ),

( , 1, ),

,

left

right

Left iTree X ch hl

Right iTree X ch hl

SplitAtt q SplitValue p

= + 
 

= + 
 = = 

internal - node  

7. Else 

8.  Return (size= X )external - node   

9. End if  

从图 2.2 和图 2.3 可以看出： 

（1）iTree 一共进行了 11 次节点分裂过程，iTree 的高度为 5。 

（2）iTree 第一次分裂节点为 1p 。将样本分为两部分，左边部分为

2 5 7 13 15 16 20{ , , , , , , }x x x x x x x ，右边部分
1 3 4 6 8 9 10 11 12 14 17 18 19{ , , , , , , , , , , , , }x x x x x x x x x x x x x 。 

（3）当树的高度为 3 时，样本 16x 为一个外部节点，当树的高度为 4 时，

样本 14x 为一个 eNode。 

 

图 2.1  样本的原始分布图 
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图 2.2  iTree 中节点的分裂过程 

 

图 2.3  iTree 的树结构 

iForest 由多棵 iTree 构成，其构建过程见算法 2[64]。其中 ( , )sample X  表示

将数据 X 通过随机采样的方式构造大小为 的子集。 ( )Forest i 表示第 i 棵 iTree。 

算法 2: iForest(X,t,φ)  

输入： 数据集 X ，iTree 的数量 t ，采样子集的大小  

输出： Forest  

1. 初始化 Forest =  

2. 计算每棵 iTree 的限制高度 2loghl =  

3. For :r 1 t=  

4.  ( ) ( ( , ),0, )r X hl=Forest iTree sample  

5.  ( )i=Forest Forest Forest  

6. End for 

7. Return Forest  
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iForest 采用异常分数来判断一个样本是否为异常样本，具体来说基于 iTree

中节点的路径长度来定义异常分数。在 iTree 中，当样本 ix 为 eNode 时，其路径

长度为该节点距根节点的长度。节点的路径长度计算见算法 3[64]。鉴于 iTree 计

算 eNode 的路径长度 ( ih x）与二叉查找树（Binary Search Tree，BST）[65-67]中不

成功搜索的长度 ( )c n 相同。iForest 引入 ( )c n 对 ( ih x）进行归一化。样本 ix 的异常

分数 ( )ig x 计算如下： 

 
( ( ( ))/ ( ))

( ) iE h x c n

ig x e
−

=  (2-7) 

在公式(2-7)中， n为 ix 所在子集的样本数量， ( ( ))iE h x 为 ix 在不同 iTree 中的平

均路径长度， ( ) 2 ( 1) 2( 1) /c n H n n n= − − − 。对于一个样本而言，其节点路径长

度越小，异常分数就越大，该样本越可能为异常样本。 

算法 3: Pathlength(x,iTree,ch)  

输入： 一个样本 x ，树的当前高度 ch，TR 表示一棵 iTree  

输出： 样本 x 的节点路径长度 

1. If TR是一个 eNode 

2. Return ( . )ch c TR size+  

3. End if 

4. 令 .a TR SplitAtt= ， .b TR SplitValue=  

5. If (:, )x a b  

6. Return Pathlength(x,TR.Right,ch+ 1)  

7. Else 

8. Return Pathlength(x,TR.Left,ch+ 1)  

9. End if 

2.6 模糊 C 均值聚类（FCM） 

传统的 k-means 算法在对数据进行聚类时，仅允许样本属于一个类簇，对

异常样本数据较为敏感。为克服这一缺陷，Bezdek 等人提出了著名的模糊 C 均

值聚类[13](Fuzzy c-means Clustering, FCM)。与传统的 k-means 算法不同，FCM

允许一个样本属于多个类簇，而不是一个类簇。令 1 2[ , , , ] d c

cV v v v R =  表示

数据的类簇中心集合， 1( 1, 2,3, , )d

kv R k c = 表示第 k 个类簇中心。FCM 算

法的目标函数如下： 
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2

2
1 1

. . 0, ( ) 1

n c

ki i k

i k

T

i c

p x v

s t P p



= =

−

 =



1

 (2-8) 

公式(2-8)中 [ ] c n

kiP p R =  是一个隶属度矩阵， kip 是 P 的一个元素，表示样本

ix 属于类簇中心 kv 的隶属度。 ip 表示矩阵 P 的第 i 列，约束 ( ) 1T

i cp =1 表示对

于每一个样本 ix ，其隶属于不同的类簇的隶属度之和为 1。约束 0P  表示矩阵

P 是一个非负矩阵。模糊指数 影响算法目标函数的凹凸性和算法的收敛性，

决定着 kip 的值，控制着类簇中心的分布和 FCM 算法的性能。在算法的迭代过

程中，通过不断地优化目标函数以寻求最优的隶属度矩阵 P 和类簇中心V 。 

2.7 基于平衡𝑘-means 的分层𝑘-means（BKHK） 

LPP 算法利用样本的局部邻居信息构建邻接图，时间复杂度不低于 2( )O n d ，

不适用于大的数据集。一些研究者尝试通过构建锚点图来保留数据的局部信息，

常用的构造锚点图的策略有随机选择生成锚点和 k-means 生成锚点。随机生成

锚点算法的通用性很差，而 k-means 生成锚点需要大量的时间成本而且不适用

于多类簇的数据。基于平衡𝑘-means 的分层𝑘-means[68]（Balanced K-means based 

Hierarchical K-means，BKHK）有效地解决以上缺陷。BKHK 采用平衡二叉树

结构来生成锚点，其时间复杂度为 ( log( ) )O nd m t 。令 1 2[ , , , ] d m

mO o o o R =  为

原始数据空间的锚点， ko 表示原始空间中对 k 个锚点。BKHK 的目标函数如下： 

 

2

1 1

min ( , ) ( )

. . 1 1, 0

m m

i k ki ki

k k

T

i m

d x o j j

s t j J


= =

+

= 

 
 (2-9) 

公式(2-9)中 1 1[ , , , ] m n

nJ j j j R 

• • •=  是原始数据空间的锚点隶属度矩阵，
kij 表

示样本 ix 与锚点 ko 之间的隶属度。 ( , )i kd x o 指的是样本 ix 与锚点 ko 之间的欧式

距离，
2

2
( , )i k i kd x o x o= − 。对于样本 ix ，令 ( )id x 为样本 ix 与所有锚点之间的距

离集合，并对 ( )id x 按递增顺序排序。因此，在 r 个元素为非零值的约束下，优
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化问题(2-9)的解为： 

 

1

1

1

( , ) ( , )

( ( , ) ( , ))

0,

i r i k

r

i r i tki
t

d x o d x o
k r

d x o d x oj

otherwise

+

+

=

−



−= 





，

  (2-10) 

通过公式(2-10)可以计算得到一个稀疏的锚点隶属度矩阵 J ，将数据信息、锚点

信息和锚点隶属度矩阵融合在一起构建锚点的图结构。 
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3 带有实例惩罚的投影模糊 C 均值聚类算法 

本章将详细介绍带有实例惩罚的投影模糊 C 均值聚类算法（PCIP）。为了

识别数据中的异常样本，PCIP 算法首先基于 iForest 构造实例惩罚矩阵，并为每

个样本分配实例惩罚系数。其次，PCIP 算法融合了 FCM 算法与 PCA 算法，构

造一个统一的模型可以同时完成聚类任务和降维任务。本章还对 PCIP 算法进行

了详细的时间复杂度分析和算法的收敛性分析。 

3.1 实例惩罚矩阵 

传统的高维聚类算法缺乏处理噪声样本的过程，对数据中的噪声样本较为

敏感。iForest 利用数据的分布信息为每个样本赋予异常分数来识别数据中的噪

声样本。受 iForest 思想的启发，本文考虑为每个样本分配一个实例惩罚系数来

识别和处理数据中的噪声样本，减轻噪声样本对模型的影响。实例惩罚矩阵的

定义如下： 

定义 3.1 实例惩罚矩阵 

 1( )F Diag G−=  (3-1) 

公式(3-1)中异常分数矩阵
1 1 1[ ( ), ( ), ( ), , ( )]nG g x g x g x g x= ， ( )ig x 表示样本 ix 的

异常分数，可以由公式(2-7)计算得到。函数 ( )Diag • 是一个可以将矩阵变为对

角矩阵的函数。 

显然

11

22 n n

nn

f

f
F R

f



 
 
 = 
 
 
 

， iif 是 F 的一个对角元素，它表示样本

ix 的实例惩罚系数。如果样本 ix 在孤立树中的路径长度越短，表示样本 ix 越容

易被孤立出来，其异常分数 ( )ig x 越大，其实例惩罚系数 iif 越小。对于一个样本

而言，小的实例惩罚系数表示该样本对模型的影响比较小。通过对数据集 X 每

个样本分配不同的实例惩罚系数，降低异常样本对模型的影响，从而提高模型

的聚类性能。算法 4 详细地描述了实例惩罚矩阵的计算过程。 
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算法 4: 计算实例惩罚矩阵 

输入： 数据集 X ，iTree 的数量 t ，采样子集的大小  

输出： 实例惩罚矩阵 F  

1. 利用算法 2 构建孤立森林 iForest(X,t,φ)  

2. For 1: ( )i size X=  

3.  初始化 ( ( )) 0iE h x = ， 0count =  

4.  For 1:r t=  

5.   ( ) ( , ( ),0)i ih x x r= Pathlength Forest  

6.   ( ( )) ( ( )) ( )i i iE h x E h x h x= +  

7.   1count count= +  

8.  End for 

9.  
( ( ))

( ( )) i

i

E h x
E h x

count
=  

10. End for 

11. 根据公式(2-7)计算G  

12. 根据公式(3-1)计算实例惩罚矩阵 F  

13. Return F  

3.2 模型 

原始数据中的异常样本会严重影响模型的聚类结果，如何识别和处理这些

异常样本从而提高模型的鲁棒性是一个研究热点。本文首先基于原始的数据分

布构建实例惩罚矩阵，为每个样本分配一个实例惩罚系数，并将其与 FCM 算法

相结合来降低异常样本对模型的影响。因此，本文首先设计了如下模型： 

 

2

2, ,
1 1

min

. . , ( ) 1, 0

n c
T

ii ki i k
P W Z

i k

T T

i c

f p W x z

s t W W I p P



= =

−

= = 

 

1

 (3-2) 

模型(3-2)中 iif 表示样本 ix 的实例惩罚系数， 为模糊指数， c 指的是数据类簇

个数，W 是投影矩阵， kz 表示投影空间中的第 k 个类簇中心。 

为了捕获数据的全局结构，在保留数据的主要信息的同时减少噪声信息和

冗余数据的影响。本文还将 PCA 算法嵌入到模型(3-2)中，因此本文最终模型如

下： 

 

2

2, ,
1 1

min ( )

. . , ( ) 1, 0

n c
T T

ii ki i k t
P Z W

i k

T T

i c

f p W x z Tr W S W

s t W W I p P

 
= =

− −

= = 

 

1

 (3-3) 
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模型(3-3)中 tS 表示数据集 X 的协方差矩阵，是一个权衡参数可以调节模型中

( )T

tTr W S W 的重要性。具体来说越大，模型(3-3)中的 ( )T

tTr W S W 越大。 

3.2.1 模型优化 

本文采用一种交替优化的算法求解模型(3-3)，在算法每次迭代的过程中，

首先固定隶属度矩阵 P ，求解投影矩阵W 和投影空间类簇中心 Z ；其次固定W

和 Z ，求解 P 。模型(3-3)的优化分两步进行。 

（1）固定 P，优化 W 和 Z 

当 P 固定时，令 ii ki kif p u = ，因为模型(3-3)对簇心 kz 没有约束，首先对 kz 求

导并令其偏导数为 0。可以得到： 

 

2

2
1 1

1

( ( ))

( 2 2 ) 0

n c
T T T

ki i k

i k

k

n
T

ki i k

i

u W x z Tr W XX W

z

u W x z


= =

=

 − −



= − + =





 (3-4) 

根据公式(3-4)，可以得到： 

 1 1

1 1

n n
T

ki i ki i
Ti i

k n n

ki ki

i i

u W x u x

z W

u u

= =

= =

= =
 

 
 (3-5) 

令 1

1

n

ki i

i
k n

ki

i

u x

v

u

=

=

=



,则 T

k kz W v= 。可以看出 1 2[ , , , ] d c

cV v v v R =  为原始数据的类

簇中心。基于此，模型(3-5)的第一部分可以表示为： 

 

2

2
1 1

min

. . , 1, 0

n c
T T

ki i k

i k

T T

i c

u W x W v

s t W W I p P

= =

−

= = 



1

 (3-6) 

为了方便计算，将公式(3-6)转换为： 
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( )

( )

( )

2

2
1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1

( ) ( )

( )

2 ( ) (

n c
T T

ki i k

i k

n c
T T T T T

ki i k i k

i k

n c
T T T T

ki i k i k

i k

n c
T T T T T T T T

ki i i k i i k k k

i k

n n c
x T T T y T T

ii i i ki k i kk k

i i k

u W x W v

u W x W v W x W v

u x W v W W x W v

u x WW x v WW x x WW v v WW v

A xWW x u v WW x A v WW v

= =

= =

= =

= =



= = =

−

= − −

= − −

= − − +

= − +









 
1

)

( ( 2 ) )

c

k

k

T x T T y TTr W XA X VUX VA V W

=

= − +



 (3-7) 

其中
x n nA R  和

y c cA R  为两个不同的对角矩阵。 xA 的第 i 个对角元素为

1

c
x

ii ki

k

A u
=

= 。 yA 的第 k 个对角元素为
1

n
y

kk ki

i

A u
=

= 。 

令 2x T T y TM XA X VUX VA V= − + ， ( ) / 2TQ M M= + 则： 

 

2

2
1 1

( ) ( )
2

( )

n c
T T

ki i k

i k

T
T T

T

u W x W v

M M
Tr W MW Tr W W

Tr W QW

= =

−

 +
= =  

 

=



 (3-8) 

根据公式(3-8)，模型(3-3)转变为： 

 

min ( Q ) ( )

min ( Q ) ( )

min ( ( ) )

T T T

T T

t

T

t

Tr W W Tr W XX W

Tr W W Tr W S W

Tr W Q S W







−

= −

= −

 (3-9) 

其中 tS 为 X 的协方差。在 TW W I= 的约束下，通过求解 

 ( )tM S W W − =  (3-10) 

得到投影矩阵W 为  中 d 个最小特征值对应的特征向量。 

（2）固定 W 和 Z，优化 P 

令
2

2

T

ki ii i kq f W x z= − ，则模型(3-3)的第一部分可以表示为： 

 1 1

min

, . 1 1, 0

n c

ki ki

i k

T

i c

p q

s t p P



= =

= 


 (3-11) 



兰州财经大学硕士学位论文                                      线性投影的高维数据聚类算法研究 

22 

根据拉格朗日乘数法，可以得到： 

 
1 1

( , ) ( 1)
c c

i ki ki ki

k k

J p q p p 
= =

= − −   (3-12) 

令 kip 表示 kip 的最优解， * 表示  的最优解。分别对 kip 和 * 求偏导，可以得

到： 

 

* 1 *

*

*

*
1

( , )
( ) 0

( , )
( 1) 0

i
ki ki

ki

c
i

ki

k

J p
q p

p

J p
p


 





−

=


= − = 


 = − − =

 


 (3-13) 

 通过求解公式(3-13)，可以得到 kip 的最优解如下： 

 

1

1
*

1

1

1

ki
ki c

ji

j

q
p

q





−

−

=

=


 (3-14) 

 将公式(3-14)代入公式(3-11)可以得到： 

 

1

1

1
1 1 1 1 1

1

1

1

1 1 1

1

min min

min

n c n c
ki

ki ki kic
i k i k

ji

j

n c
ki

c
i k

ji

j

q
p q q

q

q

q














−

= = = = −

=

−

= = −

=

 
 
 =
 
 
 

=

 





 (3-15) 

从公式(3-15)中可以看出随着
kiq 的减少，

1 1

n c

ki ki

i k

p q

= =

 逐渐降低。 

3.2.2 算法描述 

本文的 3.2.1 节利用交替优化的方法求解投影矩阵W ，类簇中心 Z 和隶属度

矩阵 P 。PCIP 算法是一个迭代的算法，在每次迭代的过程中通过优化投影矩阵

W 和隶属度矩阵 P ，进而降低目标函数的值。当目标函数值收敛时，PCIP 算法

获得最优解。PCIP 算法的伪代码如下： 
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算法 5: PCIP 算法 

输入： 数据集 X 

参数： 模糊指数 α，权衡参数 λ，投影空间维度
~

d ，构建 iTree 的数量 t，抽样子

集的大小 φ 

输出： 投影矩阵 W 和隶属度矩阵 P 

1. 利用约束 0P  和 ( ) 1T

i cp =1 初始化隶属度矩阵 P 

2. 计算 X 的协方差矩阵 tS  

3. 利用算法 4 计算数据的实例惩罚矩阵 ( , , )X t =F CIPM  

4. When not convergence 

5.  计算矩阵 =U PF  

6.  For each kv V  

7.   
1 1

/
n n

k ki i ki

i i

v u x u
= =

=   

8.  End For 

9.  计算 2x T T y TXA X VUX VA V= − +M  

10.  计算 ( ) / 2TM M= +Q  

11.  利用公式(3-10)更新 W 

12. 计算
T

k kz W v= ,
2

2

T

ki ii i kq f W x z= −  

13. 利用公式(3-14)计算 kip ，更新 P 

14. 计算模型(3-3)的目标函数值 

15. Until convergence 

16. Return W 和 P 

3.3 收敛性分析  

算法的收敛性分析在算法设计和优化中起着重要的作用，提供了对算法性

能和正确性的验证。在本节将对 PCIP 算法的收敛性进行证明，采用交替优化的

方法对 PCIP 算法的目标函数进行求解。模型(3-3)的目标函数为： 

 

2

2
1 1

( , , ) min ( )

, . , 1, 0

n c
T T T

ii ki i k

i k

T T

i c

J Z P W f p W x z Tr W XX W

s t W W I p P

 
= =

= − −

= = 

 

1

 (3-16) 

显然，公式(3-16)中目标函数的第一部分
2

2
1 1

0
n c

T

ii ki i k

i k

f p W x z

= =

−   。令 i 为

TXX 的第 i 个最小的特征值，可以得到

~

1

( )
d

T T

i

i

Tr W XX W  
=

−  −  。因此，可以
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得到

~

1

( , , )
d

i

i

J P W Z  
=

 −  。可以看出，目标函数值有一个下界

~

1

d

i

i

 
=

−  。 

假设模型(3-3)在第 i 次迭代后，其最优解为 ( )iW 、 ( )iZ 和 ( )iP ，公式(3-16)最

优值为 ( ) ( ) ( )( , , )i i iJ Z P W 。模型(3-3)采用交替优化的方法对目标函数进行求解，

在每次迭代有两个步骤：（1）固定 ( )iP ，优化 ( )iW 和 ( )iZ ;（2）固定 ( )iW 和 ( )iZ ，

优化 ( )iP 。 

在第一步，根据公式(3-4)， ( )iZ 的最优解可以用偏导数来求解。因此可以

得到： 

 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , )i i i i i iJ Z P W J Z P W+   (3-17) 

在约束 TW W I= 的情况下，可以得到： 

 ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )( , , ) ( , , )i i i i i iJ Z P W J Z P W+ + +  (3-18) 

结合公式(3-17)和公式(3-18)，可以得到： 

 ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , )i i i i i iJ Z P W J Z P W+ +   (3-19) 

在第二步，通过拉格朗日数乘法求解 ( )iP ，可以得到： 

 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)( , , ) ( , , )i i i i i iJ Z P W J Z P W+ + + + +  (3-20) 

结合公式(3-19)和公式(3-20)，最终得到： 

 ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , )i i i i i iJ Z P W J Z P W+ + +   (3-21) 

由不等式(3-21)可以看出，目标函数值在每次迭代中减少。此外，得到目标

函数值有一个下界

~

1

d

i

i

 
=

−  。因此目标函数在迭代过程中将会收敛并获得局部最

优值。 

3.4 时间复杂度分析 

假设数据集 X 有 n 个样本，有 d 个特征，有 c 个类簇。令 t 为构建 iTree 的

棵数，φ 为每个采样子集的大小，则构建 iForest 的时间复杂度为 ( log )O t  。
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其次，构建实例惩罚矩阵 F 的时间复杂为 ( log )O nt  。显然，PCIP 算法是一个

迭代的算法。在算法的每次迭代中，需要更新计算隶属度矩阵 P ，投影矩阵W

和类簇中心 Z ，时间复杂度分别为 ( )O ncd , ( )O nd d 和 ( )O ncd ，其中
~

d 为投影空间

的维度。因此，PCIP 算法总的时间复杂度为
~

( log log )O t nt nd d ncd  + + + 。当

数据集的样本数量较大时，即在 n c ， n t ， n  和 n d 的情况下，

PCIP 算法的时间复杂度与样本的数量 n线性相关。因此，PCIP 算法适用于高维

的大数据集。 

3.5 实验 

为了验证所提出的 PCIP 算法的有效性，本章节选择了 7 个相关的算法作为

对比算法，包括 AGLPP、GOLPP、JGOPL、LAPP、LPFCM、LPP 和 NPE。在

3.5.1 节中，本文将详细描述用于实验的 10 个图像数据集。3.5.2 节将简要介绍

实验所使用的对比算法和 PCIP 算法的实验参数。本章的所有实验都是在一台处

理器为 Intel(R) Core(TM) i9-10850K CPU、机带 RAM 为 32GB、MATLAB 

2019b 和操作系统为 Windows10 的计算机上进行的。 

3.5.1 数据集 

本章节介绍了实验所用的 10 个图像数据集，包括 Yale、ORL、umist、

FERET32x32、COIL20、AR、MSRA25、Palm、UPS、MINIST2k2k。表 3.1 展

示了数据集的详细信息，包括样本量、特征、类簇、图片尺寸和英文缩略语。

为了更加清晰地描述数据集，本文还从不同的数据集中随机选择了两个不同的

类别，在每个类别中随机选择了 7 张图像。具体的图像如图 3.1 所示。此外，

本文还对每个数据集进行了简单地介绍： 

Yale[69]数据集是一个人脸图像数据集，包含 15 个人的 165 张图片。每个人

在不同的灯光下有不同的姿势和表情，每张图的像素大小为 32 × 32。ORL[70]人

脸数据集包含 40 个不同个体的 400 张图像。每张图片的大小为 32 × 32 像素。



兰州财经大学硕士学位论文                                      线性投影的高维数据聚类算法研究 

26 

umist1人脸数据集共包含 20 个不同个体的 574 张图像。每张图片的大小为 112 × 

92 像素。FERET32x322数据集是 FERET[71]的一个子集，包含 200 个不同的个体，

拥有 1400 张不同光照下的灰度人脸图像。COIL20[72]数据集包含 20 个不同的个

体，每个人旋转 360°并以 5°间隔拍摄。每个对象有 72 张图片，每张图片有 32 

× 32 像素。AR[73]人脸数据集包含了 120 个不同个体的 1680 张图像。每个人有

14 张不同光线和表情的图像。每张图片的大小为 32 × 32 像素。MSRA25[74]人

脸数据集包含 12 个不同个体的 1799 张照片。每个人有 113~186 张图片，每张

图片有 16 × 16 像素。Palm3数据集是包含 2000 张灰度图像和 100 个不同个体的

图像数据集，每张图片有 16 × 16 像素。UPS4是一个数字图像数据集，包含

2007 张样本图像，每张图像的像素为 16 × 16。MINIST2k2k5是包含 10 种手写

数字(0~9)的数字图像数据集，包含 4000 张样本图像，每幅图像有 28 × 28 像素。 

表 3.1 数据集信息 

序号 数据集 样本量 特征数 类簇数 图片尺寸 简写 

1 Yale 165 1024 15 32 × 32 YAL 

2 ORL 400 1024 40 32 × 32 ORL 

3 umist 574 10304 20 112 × 92 UMI 

4 FERET32x32 1400 1024 200 32 × 32 FER 

5 COIL20 1440 1024 20 32 × 32 COI 

6 AR 1680 1024 120 32 × 32 AR 

7 MSRA25 1799 256 12 16 × 16 MSR 

8 Palm 2000 256 100 16 × 16 PAL 

9 UPS 2007 256 100 16 × 16 UPS 

10 MINIST2k2k 4000 784 10 28 × 28 MIN 

 

  

 

1 http://images.ee.umist.ac.uk/danny/database.html. 

2 https://www.nist.gov/itl/products-and-services/color-feret-database. 

3 https://www.gwern.net/Crops. 

4 https://www.kaggle.com/datasets/bistaumanga/usps-dataset. 

5 http://yann.lecun.com/exdb/mnist.  
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(a)YAL 

 

 

(b)ORL 

 

(c)UMI 

 

 

(d)FER 

 

(e)COI 

 

 

(f)AR 

 

(g)MSR 

 

 

(h)PAL 

 

(i)UPS 

 

 

(j)MIN 

图 3.1 图像数据集的样本图像 

3.5.2 评价指标 

本文采用聚类精度[75]（Cluster Accuracy，Accuracy）和归一化互信息[76,77]

（Normalized Mutual Information，NMI）两个评价指标评估了 PCIP 算法的聚类

性能，并在 10 个图像数据集上进行了实验。 

Accuracy 是评估聚类算法精确度的一个重要指标，其值为样本分配到正确

簇的个数占所有样本个数的比例。假设数据集的真实标签集为 1 2{ , , , }nl l l l= ，

通过聚类算法获得伪标签集为
1 2{ , , , }nL L L L= ，其中 il 表示样本 ix 的真实标签，

iL 表示聚类算法赋予样本 ix 的标签。Accuracy 的计算如下： 
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 1

( ( ), )
n

i i

i

map L l

Accuracy
n


==


 (3-22) 

其中 ( )map 是一个映射函数用于将每个类簇标签匹配映射到真实标签。

( , )x y 是一个指示函数，其计算如下： 

 
1,

( , )
0,

if x y
x y

otherwise


=
= 


 (3-23) 

Accuracy 的取值范围为[0,1]，值越接近 1，说明算法的聚类性能越好。 

互信息(Mutual Information，MI)[78]是一种对称度量，它量化了两个变量之

间共享的统计信息。假设数据集 X 具有 v 个类簇
1 2{ , , , }vC C C C= ，聚类得到

的 r 个类簇
1 2{ , , , }rT T T T= 。归一化互信息(NMI)是一种归一化的 MI，用来度

量真实类簇集 C 和伪类簇集 T 之间的相似性。从数据集 X 中随机选取一个数据

样本 ix ， sC 表示样本属于类簇
sC 的个数，则样本 ix 属于类簇

sC (1≤s≤v)的概率

为： 

 ( )
s

s

C
P C

n
=  (3-24) 

根据公式(3-24)，C 和 T 之间的 NMI计算如下： 

 
1 1

1 1

( )
( ) log

( ) ( )
( , )

( ) log( ( ) ( ) log( ( ))

v r
k j

k j

k j k j

v r

k k j j

k j

P C T
P C T

P C P T
NMI C T

P C P C P T P T

= =

= =




=



 

 (3-25) 

式(3-25)中 ( )k jP C T 表示数据样本同时属于类簇
kC 和 jT 的概率，NMI 的取值

范围为[0,1]，该值越接近 1，表示算法的聚类性能越好。 

3.5.3 实验参数设置 

本节将简单介绍对比算法和实验的参数设置。AGLPP 是一种基于锚点图的

降维算法，该算法不同于基于构建邻接图的算法，其利用锚点与样本的关系构

建锚点图，更高效地捕获数据的结构。LPP 利用原始样本的局部邻居信息构建
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邻接矩阵和邻接图，期望在原始空间构建的邻接图在投影空间中得到保留。

LPFCM 将 FCM 与 LPP 相结合，在降维过程完成聚类。它不仅考虑了样本之间

的相似性，还考虑了样本与相邻样本之间的相似性。NPE 通过考虑样本的局部

邻域的线性重构系数，从数据中提取关键的信息，这使得原始空间的局部线性

结构在低维空间中得以保留。GOLPP 通过在目标函数中加入熵正则化来保持图

的均匀性，考虑了降维过程中的数据信息并动态地优化邻接图结构，减轻了算

法对原始数据空间中 k 近邻准则的依赖。JGOPL 在优化邻接图的过程中引入局

部约束，保持原始数据的局部结构。此外，为了提高模型对数据或异常值变化

的鲁棒性，JGOPL 对损失函数采用了基于 21l 范数的距离度量。LAPP 采用自适

应局部和全局加权方法，可以有效地处理高维数据的降维。 

实验包括三个主要步骤：（1）由于原始数据的协方差存在大量的零空间，

为了提高算法的实验效率并保持实验一致性，首先使用 PCA 将所有图像数据集

投影到 100 维的子空间中[79]；（2）在此基础上，利用每个算法将原始数据降维

至
~

d 维，其中
~

[10,100]d  ，步长为 10；（3）利用 k-means 算法对降维后的数据

进行聚类。由于 PCIP 算法和 LPFCM 算法在降维过程中完成了聚类任务，因此

不需要使用 k-means 算法进行聚类。由于 LPP、NPE、LPFCM 和 LAPP 都是通

过构造邻接图来保留数据的局部结构，为了保证对比算法的公平性，本文统一

设置参数 k = 12 来构造邻接图[58]。在 PCIP 中，参数 α是用来控制数据类簇中心

的模糊指数，实验设置模糊指数 }1.1,1.2 1{ , , .9,2 。参数 λ 是用来调整模型

(3-3) 中的第二项 ( )T

tTr W S W 的重要程度，通过设置不同的权衡参数

5 4 3 2 1 1 2 3 4{10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,1,10 ,10 ,10 ,10 } − − − − − 。此外，根据文献[64]实验通过设定

iTrees 的数目 t = 100 来构建 iForest。对于抽样的样本子集大小 φ，如果n  ，

设定 256 = ，否则设定 n = 。所有算法的实验参数如表 3.2 所示。 
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表 3.2 实验参数设置 

算法 参数设置 

LPP 带宽 {2,20,200,2000,20000,200000,2000000} =  

GOLPP 权衡因子 η=1，迭代终止阈值 0.001 =  

AGLPP 
平滑参数 {0.005,0.05,0.5,1.5} =  

锚点 {0.1 ,0.11 , ,0.19 ,0.2 }m n n n n  

JGOPL 权衡因子 , {0.00001,0.0001,0.01,0.1,1}    

LAPP 
带宽 {2,20,200,2000,20000,200000,2000000} =  

迭代终止阈值 0.001 =  

LPFCM 
权衡因子 0.0001,0.001,0.01 }0{ ,0.1,1,1 ,100,1000 =  

权衡因子 0.01,0.1,1,10, }0{ 100,10 0,10000 =  

PCIP 
模糊指数 1.1,1.2,1.3,1.4,1. },{ 5,1.6,1.71.8,1.9,2 =  

权衡因子 5 4 3 2 1 1 2 3 4{10 ,10 ,10 ,10 ,10 ,1,10 ,10 ,10 ,10 } − − − − −  

为了进一步评估实验数据，本文在 0.1 显著性水平上进行 Wilcoxon 符号秩

检验[80]。符号“+”表示 PCIP 明显优于对比算法。符号“-”表示 PCIP 明显低于对

比算法。符号“~”表示 PCIP 与对比算法没有显著差异。 

3.5.4 不同维度实验分析 

本节采用 Accuracy 和 NMI 作为聚类评价指标在 10 个图像数据集上进行实

验。AGLPP、LPP、NPE、GOLPP、LAPP 和 JGOPL 算法在对数据进行降维后

执行 100 次 k-means 算法，记录实验结果的标准差和平均值。选择最好的聚类

结果所在的维度作为最优的维度。鉴于 LPFCM 算法和 PCIP 算法在降维的过程

中同时完成了聚类任务，所以这两个算法不需要降维后再使用 k-means 进行聚

类，只需要记录降维完成后的类簇结构。本文采用平均值±标准差（最佳维度）

的形式描述实验的结果如表 3.3 和表 3.4 所示，表中粗体字体表示最好的聚类性

能指标数据。此外，为了研究各个算法在不同维度下的降维效果，本文记录了

所有算法在不同维度的最高的 Accuracy，实验结果如图 3.2 所示。 
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表 3.3 算法在 10 个基准数据集上的 Accuracy 

Accuracy AGLPP GOLPP JGOPL LAPP LPFCM LPP NPE PCIP 

YAL 

0.9520 

(100) 

0.1839 

(10) 

0.3761 

(70) 

0.4209 

(10) 0.5030 

(100) 

0.4203 

(10) 

0.4355 

(10) 0.5333 

(20) 
±0.023 ±0.013 ±0.021 ±0.025 ±0.018 ±0.03 

ORL 

0.4380 

(70) 

0.3366 

(100) 

0.5069 

(100) 

0.6137 

(30) 0.5500 

(100) 

0.6227 

(30) 

0.6111 

(20) 0.6825 

(90) 
±0.019 ±0.027 ±0.025 ±0.023 ±0.03 ±0.027 

UMI 

0.4421 

(60) 

0.2341 

(100) 

0.3227 

(90) 

0.4483 

(10) 0.4913 

(90) 

0.4393 

(10) 

0.3075 

(40) 0.5122 

(90) 
±0.023 ±0.022 ±0.019 ±0.019 ±0.024 ±0.019 

FER 

0.2473 

(40) 

0.2621 

(100) 

0.2689 

(90) 

0.2801 

(70) 0.3257 

(70) 

0.2799 

(70) 

0.2953 

(60) 0.3414 

(70) 
±0.004 ±0.009 ±0.005 ±0.009 ±0.007 ±0.011 

COI 

0.6780 

(60) 

0.2453 

(100) 

0.5858 

(90) 

0.7186 

(10) 0.6771 

(10) 

0.7224 

(10) 

0.5799 

(10) 0.7458 

(80) 
±0.023 ±0.031 ±0.022 ±0.027 ±0.033 ±0.036 

AR 

0.3049 

(60) 

0.5826 

(100) 

0.6450 

(70) 

0.6465 

(60) 0.7482 

(90) 

0.6505 

(60) 

0.6562 

(40) 0.7851 

(90) 
±0.006 ±0.022 ±0.026 ±0.012 ±0.021 ±0.026 

MSR 

0.5481 

(90) 

0.3068 

(100) 

0.4971 

(90) 

0.6632 

(10) 0.7132 

(90) 

0.6635 

(10) 

0.5263 

(30) 0.7221 

(90) 
±0.037 ±0.041 ±0.043 ±0.057 ±0.05 ±0.054 

PAL 

0.6226 

(90) 

0.6535 

(100) 

0.7108 

(100) 

0.7933 

(30) 0.8480 

(90) 

0.7888 

(30) 

0.7623 

(40) 0.9025 

(90) 
±0.019 ±0.037 ±0.034 ±0.024 ±0.022 ±0.02 

UPS 

0.6698 

(30) 

0.3119 

(100) 

0.5098 

(30) 

0.6902 

(10) 0.6891 

(100) 

0.6907 

(10) 

0.6681 

(10) 0.6912 

(30) 
±0.033 ±0.038 ±0.019 ±0.034 ±0.039 ±0.027 

MIN 

0.5413 

(40) 

0.3039 

(100) 

0.4801 

(60) 

0.5128 

(10) 0.5648 

(100) 

0.5176 

(10) 

0.4936 

(10) 0.5685 

(50) 
±0.024 ±0.023 ±0.027 ±0.016 ±0.017 ±0.022 

平均值 0.4887 0.3509 0.4903 0.5788 0.6110 0.5796 0.5336 0.6485 

Wilcoxon + + + ~ ~ ~ + N/A 

从表 3.3、表 3.4 和图 3.2 的实验结果中可以得到以下结论： 

（1）PCIP 算法在 10 个数据集上获得了最高的平均 Accuracy 和平均 NMI。

PCIP 的平均 Accuracy 比排在第二位的 LPFCM 算法高 3.75%，PCIP 的平均

NMI 比 LPFCM 算法高 2.75%。此外，表 3.3 中 PCIP 算法在 10 个数据集的

Accuracy 全部排名第一，表 3.4 中 PCIP 算法在 7 个数据集上的 NMI 排名第一。

实验结果表明，PCIP 算法能够很好地学习高维图像数据集上的投影矩阵和隶属

度矩阵，并在投影子空间上获得良好的聚类结构。 

（2）在表 3.4 中，PCIP 算法在 MSR 和 UPS 数据集上的 NMI 略低于 LAPP，

在 MIN 数据集上的 NMI 略低于 LPFCM。可能是因为样本赋予的实例惩罚系数



兰州财经大学硕士学位论文                                      线性投影的高维数据聚类算法研究 

32 

有些许偏差。但在剩余的 7 个数据集上，PCIP 的 NMI 均高于对比算法，这也

证明了 PCIP 算法的有效性。 

表 3.4 算法在 10 个基准数据集上的 NMI 

NMI AGLPP GOLPP JGOPL LAPP LPFCM LPP NPE PCIP 

YAL 

0.4424 

(100) 

0.1614 

(10) 

0.4287 

(70) 

0.4816 

(10) 0.541 

(100) 

0.4806 

(10) 

0.484 

(10) 0.5904 

(90) 
±0.019 ±0.016 ±0.021 ±0.019 ±0.018 ±0.021 

ORL 

0.6565 

(70) 

0.4669 

(100) 

0.7004 

(100) 

0.7845 

(20) 0.7508 

(100) 

0.7833 

(20) 

0.7887 

(20) 0.8356 

(90) 
±0.01 ±0.029 ±0.016( ±0.014 ±0.009 ±0.012 

UMI 

0.6221 

(60) 

0.2651 

(100) 

0.3967 

(90) 

0.6671 

(10) 0.6755 

(100) 

0.6669 

(10) 

0.4084 

(40) 0.6858 

(90) 
±0.015 ±0.021 ±0.029 ±0.007 ±0.012 ±0.02 

FER 

0.659 

(50) 

0.6005 

(10) 

0.6656 

(90) 

0.6504 

(50) 0.6844 

(80) 

0.6495 

(50) 

0.6654 

(30) 0.7020 

(70) 
±0.003 ±0.005 ±0.004 ±0.003 ±0.005 ±0.005 

COI 

0.7689 

(90) 

0.2995 

(100) 

0.6811 

(100) 

0.7987 

(10) 0.7658 

(100) 

0.8011 

(10) 

0.7222 

(10) 0.8188 

(70) 
±0.01 ±0.04 ±0.029 ±0.012 ±0.017 ±0.016 

AR 

0.6391 

(60) 

0.8184 

(100) 

0.8630 

(100) 

0.8677 

(60) 0.9123 

(100) 

0.8689 

(60) 

0.8757 

(50) 0.9126 

(90) 
±0.003 ±0.013 ±0.01 ±0.005 ±0.008 ±0.01 

MSR 

0.5930 

(50) 

0.2866 

(100) 

0.5402 

(90) 

0.7825 

(10) 0.7634 

(90) 

0.7706 

(10) 

0.6045 

(30) 0.7782 

(90) 
±0.02 ±0.066 ±0.03 ±0.043 ±0.033 ±0.043 

PAL 

0.8283 

(70) 

0.8654 

(100) 

0.9041 

(100) 

0.9385 

(50) 0.9520 

(90) 

0.9389 

(50) 

0.9303 

(40) 0.9661 

(90) 
±0.007 ±0.022 ±0.014 ±0.009 ±0.009 ±0.006 

UPS 

0.6264 

(60) 

0.1991 

(100) 

0.4433 

(30) 

0.6686 

(10) 0.6217 

(100) 

0.6682 

(10) 

0.6367 

(10) 0.6680 

(80) 
±0.016 ±0.053 ±0.009 ±0.017 ±0.022 ±0.016 

MIN 

0.4984 

(100) 

0.2159 

(100) 

0.3606 

(80) 

0.4688 

(10) 0.4817 

(100) 

0.4660 

(10) 

0.4284 

(10) 0.4707 

(60) 
±0.014 ±0.025 ±0.008 ±0.012 ±0.01 ±0.01 

平均 NMI 0.6333 0.4179 0.5984 0.7108 0.7153 0.7094 0.6544 0.7428 

Wilcoxon + + + ~ ~ ~ + N/A 

（3）表 3.3 和表 3.4 中的 Wilcoxon 统计检验的结果表明，所提的 PCIP 算

法与 LPP、LAPP 和 LPFCM 算法没有显著差异，显著优于 AGLPP、GOLPP、

JGOPL 和 NPE 算法。 

（4）从图 3.2 中可以看出，在 YAL、ORL、UMI、FER、COI、MSR、

UPS 和 MIN 数据集上，PCIP 算法在不同维度的 Accuracy 显著高于对比算法。

在 AR 和 PAL 数据集上，PCIP 算法在较低的维度上的 Accuracy 低于对比算法，

但是从整体上看，PCIP 算法获得最高的 Accuracy。 
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(a)YAL 

 

(b)ORL 

 

(c)UMI 

 

(d)FER 

 

(e)COI 

 

(f)AR 

 

(g)MSR 

 

(h)PAL 
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(i)UPS 

 

(j)MIN 

 

图 3.2  每个算法在不同维度上的 Accuracy 

3.5.5 消融实验 

从模型(3-3)中可以看出，模型主要包含两个部分，第一部分构建实例惩罚

矩阵 F 并与 FCM 算法相结合，第二部分用参数来调节模型第二项 ( )T

tTr W S W

的重要程度。为了研究每一部分对模型的影响，本章节进行了消融实验。消融

实验包含两个部分：（1）令实例惩罚矩阵 F 为单位矩阵从而消除实例惩罚系数

对模型的影响，将其命名为 Ablation1；（2）令  为一个极小值从而消除

( )T

tTr W S W 对模型的影响，将其命名为 Ablation2。本节将 Ablation1、Ablation2

和 PCIP 算法在 10 个数据集上进行实验，记录实验结果的 Accuracy 和最优投影

子空间的维度。消融实验的结果如表 3.5。 

从表 3.5 中可以看出：所提算法 PCIP 在 10 个数据集中都排名第一，且获

得了最高的平均 Accuracy。PCIP 的平均 Accuracy 相较于 Ablation1 增加了

1.91%。这说明了 PCIP 算法构造的实例惩罚矩阵可以有效发现并处理异常样本。

同样，PCIP 的平均 Accuracy 相较于 Ablation2 增加了 3.52%。这说明 PCIP 结合

PCA 算法能充分考虑了数据的全局信息，在低维子空间获得好的类簇结构。从

实验结果上看，融合实例惩罚矩阵、FCM 和 PCA 的模型在处理高维图像数据

集上是行之有效的。 
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表 3.5  消融实验 

Accuracy Ablation1 Ablation2 PCIP 

YAL 0.5212(40) 0.4848(100) 0.5333(20) 

ORL 0.6450(40) 0.6150(90) 0.6825(90) 

UMI 0.5000(90) 0.4547(100) 0.5122(90) 

FER 0.3257(70) 0.3343(70) 0.3414(70) 

COI 0.7444(10) 0.7146(100) 0.7458(80) 

AR 0.7565(90) 0.7054(90) 0.7851(90) 

MSR 0.6815(90) 0.7098(90) 0.7221(90) 

PAL 0.8930(90) 0.8850(90) 0.9025(90) 

UPS 0.6781(100) 0.6781(100) 0.6912(30) 

MIN 0.5470(10) 0.5512(100) 0.5685(50) 

平均 Accuracy 0.6294 0.6133 0.6485 

3.5.6 参数实验 

PCIP 算法包含两个超参数，参数 和参数。参数 是模糊指数，它用来

控制样本到不同聚类中心的隶属度。参数  是一个权衡因子，它用来调节

( )T

tTr W S W 的重要性。记录 PCIP 算法获得最高 Accuracy 时的投影子空间维度，

在该维度下记录在不同参数下 PCIP 的聚类精度。图 3.3 的三维图展示了不同的

参数 和参数在 10 个图像数据集上的 Accuracy。 

 

 

(a)YAL 

 

(b)ORL 
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(c)UMI 

 

(d)FER 

 

(e)COI 

 

(f)AR 

 

(g)MSR 

 

(h)PAL 

 

(i)UPS 

 

(j)MIN 

图 3.3  参数 α和参数 λ对 PCIP 算法的影响 
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从图 3.3 中可以得到： 

（1）在 YAL、ORL、UMI、FER、COI、AR、MSR、PAL 和 MIN 数据集

上，当1.1 1.2  时，PCIP 获得较高的 Accuracy，因为当模糊指数 较小时，

样本对于某一个类的隶属度明显高于其他类，聚类结果比较明确。当 1.3  时，

PCIP 算法的 Accuracy 随着 的增加显著下降，因为当 较大时，样本被分配到

每个类的隶属度相对平均，聚类结果较为模糊。所以模糊指数 的推荐取值范

围为 1.1,1.2 。 

（2）在 YAL、COL 和 UPS 数据集上，当 1000  时，PCIP 的 Accuracy

随着的增加显著增加。在 MSR、PAL、UNI、FER、ORL 数据集上，随着

的增加显著增加，Accuracy 没有显著变化。在 AR 和 MIN 数据集上，PCIP 的

Accuracy 随着 的增加显著减少。因此，权衡因子  的合适取值取决于具体的

数据集。 

3.5.7 收敛性实验 

本文已经在第 3.3 节对 PCIP 算法的收敛性进行了理论分析。本节将对

PCIP 算法的收敛性进行实验，以证明理论分析的准确。本文选择 PCIP 获得最

高聚类精度时的参数 α、λ和最优维数，记录了 100 次迭代的目标函数值，实验

结果为如图 3.4 所示。 

 

 

(a)YAL 

 

(b)ORL 
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(c)UMI 

 

(d)FER 

 

(e)COI 

 

(f)AR 

 

(g)MAR 

 

(h)PAL 
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(i)UPS 

 

(j)MIN 

图 3.4  PCIP 算法在 10 个数据集上的收敛曲线 

从图 3.4 可以看出，PCIP 算法的目标函数值随着迭代次数的增加不断减少

直至收敛，实验结果与理论分析保持一致。此外，PCIP 算法在 YAL、ORL、

FER、COI、AR、PAL、UPS 和 MIN 数据集上经过 20 次迭代后收敛，PCIP 算

法收敛速度很快。 

3.5.8 运行时间实验 

算法的时间复杂度是衡量算法效率和性能的重要指标。在 3.4 节中，本文

对 PCIP 算法进行了算法的时间复杂度分析。为了进一步证明分析的准确性，本

文进行了算法的运行时间实验。具体来说，首先将低维空间的维度
~

d 设为 50，

计算每个算法在该维数下的平均运行时间。由于 PCIP、JGOPL、GOLPP、

AGLPP、LPFCM 和 LAPP 都是迭代的算法，为了保证实验的公平性，只记录了

这些算法一次迭代的运行时间。运行时实验结果如表 3.6 所示，括号中的数字

表示相应算法的运行时排名。排序越小表示算法运行地越快。 
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表 3.6  每种算法在不同数据集上的平均运行时间(毫秒) 

Time AGLPP GOLPP JGOPL LAPP LPFCM LPP NPE PCIP 

YAL 47.82(5) 128.12(7) 3.12(1) 15.98(4) 137.39(8) 64.73(6) 15.62(3) 10.03(2) 

ORL 40.72(3) 109.38(7) 15.41(1) 50.94(5) 560.35(8) 98.21(6) 46.88(4) 34.52(2) 

UMI 18.94(1) 185.94(7) 87.75(6) 69.02(5) 227.73(8) 40.18(2) 46.88(3) 62.22(4) 

FER 83.33(1) 375.00(6) 203.38(2) 256.63(3) 8439.73(8) 276.79(4) 437.5(7) 290.18(5) 

COI 76.23(1) 667.19(7) 250.88(4) 257.88(5) 2610.46(8) 227.68(3) 359.38(6) 148.68(2) 

AR 92.33(1) 485.94(5) 1618.94(7) 338.82(4) 1695.37(8) 323.66(3) 703.12(6) 266.44(2) 

MSR 111.4(1) 742.19(7) 532.47(6) 382.23(5) 6422.82(8) 343.75(3) 359.38(4) 160.91(2) 

PAL 133.5(1) 1001.56(7) 468.95(4) 466.16(3) 3223.97(8) 488.84(5) 750.0(6) 348.7(2) 

UPS 125.9(1) 528.12(5) 2769.84(8) 479.62(4) 2260.04(7) 473.21(3) 750.0(6) 237.1(2) 

MIN 404.7(1) 1614.0(3) 6664.2(7) 2081.(4) 43248.94(8) 2263.39(5) 4578.12(6) 814.1(2) 

平均

排名 
1.6 6.1 4.6 4.2 7.9 4 5.1 2.5 

从表 3.6 中可以看出，在大多数的数据集上，AGLPP 算法运行时间最短，

因为 AGLPP 只需要考虑锚点与样本之间的关系，节省了大量的计算时间，其

时间复杂度为 ( )O nmd 。JGOPL 在 YAL 和 ORL 数据集上排名第一，因为其采

用 21l 范数构建邻接图，当数据的样本量较少时，JGOPL 能快速地优化矩阵。在

Yale、ORL、UMI、FER 等较小的数据集上，由于 PCIP 算法基于 iForest 构造实

例惩罚矩阵，在构建 iForest 时需要构建大量的 iTree，增加了算法的运行时间，

因此 PCIP 算法在小的数据集上运行速度不具有优势。但针对 MIN、UPS 和

PAL 等高维的大数据集，PCIP 算法相较于大部分对比算法运行速度更快，因为

PCIP 的时间复杂度为
~

( log log )O t nt nd d ncd  + + + ，其时间复杂度与样本数

量 n近似线性相关。当数据集的样本量越大，PCIP 算法的运行速度相比对比算

法越快。总的来说，运行实验的结果与 3.4 节的算法时间复杂度分析一致。 

3.6 本章小结 

针对高维数据聚类中存在的一些问题，本章提出了一种带有实例惩罚的投

影模糊 C 均值聚类算法（PCIP）。该算法融合了聚类任务和降维任务，在迭代

优化目标函数的同时学习隶属度矩阵和投影矩阵，在投影子空间中获得良好的

聚类结构。为了有效识别和处理数据中的异常样本，减轻噪声样本对模型的影

响，PCIP 基于数据的分布构造实例惩罚矩阵，为每个样本分配实例惩罚系数。

此外，本文还对 PCIP 算法的收敛性进行了证明并分析了算法的时间复杂度。

PCIP 算法的时间复杂度与样本的数量 n 近似线性相关，能够有效地处理大规模
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数据集。为了验证所提算法的有效性，本文在 10 个图像数据集上进行了大量实

验，包括不同维度实验、消融实验、参数实验、收敛性实验等。实验结果验证

了所提出的 PCIP 算法的优越性。 
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4 快速锚点图保持投影算法 

现有的基于图的降维算法普遍存在两个缺陷：（1）通过构建邻接图来保留

数据的局部信息，时间复杂度不低于 2( )O n d 无法适用于大的数据集，其中 n 表

示数据的样本量，d 表示数据的维度；（2）没有考虑原始数据空间的类簇信息，

导致降维后有价值的信息弱化甚至丢失。为了解决以上问题，本章将详细介绍

所提的快速锚点图保持投影算法（FAGPP）。 

4.1 模型 

LPP 利用原始数据的局部信息构建邻接图和邻接矩阵，期望在投影空间仍

然能保留原始空间中样本的局部信息。与 LPP 算法的思想类似，FAGPP 利用原

始数据的类簇信息构建锚点图和锚点隶属度矩阵，期望在低维空间中仍然保留

原始数据的类簇信息。为了保持原始数据中所构造的锚点图信息，在 FAGPP 模

型中引入
2

F
J H− 项，其中 J 为原始数据空间中构建的锚点与样本之间的隶属

度矩阵，H 为在投影空间中学到的锚点与投影空间中样本之间的隶属度矩阵。

下面的问题是如何在低维子空间快速地中学习锚点和锚点隶属度矩阵。鉴于

FCM 模型可以同时学习类簇中心和隶属度矩阵。受到这个想法的启发，定义了

以下模型： 

 

2
~

1 1 2

min

. . , 1, 0

n m
T

ki i k

i k

T T

i m

h W x o

s t W W I h H

= =

−

= = 



1

 (4-1) 

公式(4-1)是一个类似 FCM 模型，其中
~

ko 表示投影数据空间的锚点，
ikh 表示投

影空间中样本 T

iW x 与锚点
~

ko 之间的隶属度关系。 

为了在投影空间中保留原始数据空间的锚点图结构，提出了如下模型： 

 

2
~

2

1 1 2

min

. . , 1, 0

n m
T

ki i kF
i k

T T

i m

J H h W x o

s t W W I h H


= =

− + −

= = 



1

 (4-2) 

公式(4-2)中 J 为原始数据空间的锚点隶属度矩阵，
2

F
J H− 表示原始数据空间
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构建的锚点图结构在投影空间中得到保留，  是一个权衡因子，用于调节模型

第二项
2

~

1 1 2

n m
T

ki i k

i k

h W x o
= =

− 的重要性。 

此外，为了处理原始数据的全局信息，FAGPP 还融合了 PCA 学习模型。

因此，基于以上分析，最后，提出如下 FAGPP 模型： 

 

2
~

2

1 1 2

min ( )

. . , 1, 0

n m
T T

ki i k tF
i k

T T

i m

J H h W x o Tr W S W

s t W W I h H

 
= =

− + − −

= = 



1

 (4-3) 

式(4-3)中是一个权衡因子，用于调节模型第三项 ( )T

tTr W S W 的重要性。 

4.1.1 模型优化 

本文采用一种交替优化的算法求解模型(4-3)，在算法每次迭代的过程中，

首先固定隶属度矩阵H ，求解投影矩阵W 和投影空间锚点
~

O ；其次固定W 和
~

O ，

求解H 。模型(4-3)的优化分两步进行。 

（1）固定 H，优化 W 和
~

O  

当锚点隶属度矩阵H 固定时，模型(4-3)可以转化为： 

 

2
~

1 1 2

min ( )

. . , 1, 0

n m
T T

ki i k t

i k

T T

i m

h W x o Tr W S W

s t W W I h H

 
= =

− −

= = 



1

 (4-4) 

因为模型(4-3)中投影空间中第 k 个锚点
~

ko 没有约束，首先对
~

ko 求导并令其

导数为 0。可以得到： 

 

2
~

1 1 2

~

~

1

( ( ))

( 2 2 ) 0

n m
T T

ki i k t

i k

k

n
T

kki i ki

i

h W x o Tr W S W

o

h W x h o

 



= =

=

 − −



= − =





 (4-5) 

根据公式(4-5)可以得到： 
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~

1 1

1 1

n n
T

ki i ki i
Ti i

k n n

ki ki

i i

h W x h x

o W

h h

= =

= =

= =
 

 
 (4-6) 

令 1

1

n

ki i

i
k n

ki

i

h x

o

h

=

=

=



，则

~
T

k ko W o= 。显然 1 2[ , , , ] d k

kO o o o R =  为原始数据的锚点。

由公式(4-6)可以得到了一个有趣的结论：低维数据空间中的第 k 个锚点
~

ko 是锚

点 kO 通过投影矩阵 W 在原空间中的线性变换。优化问题(4-4)可以表示为： 

 

2

2
1 1

min ( )

. . , 1, 0

n m
T T T

ki i k t

i k

T T

i m

h W x W o Tr W S W

s t W W I h H

 
= =

− −

= = 



1

 (4-7) 

下面对公式(4-7)进行求解，优化方式与公式(3-7)类似。令 k n nL R  ，显然

k m mL R  是一个对角矩阵，其第 i 个对角元素为
1

m
k

ii ki

k

l h
=

= 。令 iL 是另一个对

角矩阵，其第 k 个对角元素为
1

n
i

kk ki

i

l h
=

= 。令 TR W X= ， TZ W O= ， ir 为矩阵 R

的第 i 列元素， kz 为矩阵 Z 的第 k 列元素，可以得到： 

 

2

2
1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

( ) ( )

( 2 )

2

n m n m
T

ki i k ki i k i k

i k i k

n m
T T T

ki i i k i k k

i k

n m n m
k T I T T

ii i i kk k k ki k i

i k i k

h r z h r z r z

h r r z r z z

l r r l z z h z r

= = = =

= =

= = = =

− = − −

= − +

= + −

 



  

 (4-8) 

公式(4-8)中由 3 个独立的项构成，可以由迹的形式表达： 

 

1

1

1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n
k T k T k T

ii i i

i

m
I T i T i T

kk k k

k

n m n m
T T T

ki k i i ki k

i k i k

l r r Tr L R R Tr RL R

l z z Tr L Z Z Tr ZL Z

h z r Ze h R Tr RHZ

=

=

= = = =

= =

= =

= =





  

 (4-9) 
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公式 (4-9) 中
ie 表示第 i 个正则向量。令

~ ~~

2k T T i TB XL X XH O O L O= − + ，

~

( ) / 2TB B B= + ，将可以得到： 

 
~2

2
1 1

( )
n m

T T T

ki i k

i k

h W x W o Tr W BW
= =

− =  (4-10) 

根据公式(4-10)，模型(4-4)可以转化为： 

 

2

2
1 1

~

~

min ( )

. . , 1, 0

min ( ) ( )

. . , 1, 0

min ( ( ) )

. . , 1, 0

n m
T T T

ki i k t

i k

T T

i m

T T

t

T T

i m

T

t

T T

i m

h W x W o Tr W S W

s t W W I h H

Tr W BW Tr W S W

s t W W I h H

Tr W B S W

s t W W I h H

 

 

 

= =

− −

= = 

= −

= = 

= −

= = 



1

1

1

 (4-11) 

其中 tS 为 X 的协方差。在 TW W I= 的约束下，投影矩阵W 为
~

tB S − 中 d 个最

小特征值对应的特征向量。 

（2）固定 W 和
~

O ，优化 H 

当投影矩阵 W 和锚点
~

O 固定时，模型(4-3)转化为以下模型： 

 

2
~

2

1 1 2

min

. . 1, 0

n m
T

ki i kF
i k

T

i m

J H h W x o

s t h H


= =

− + −

= 



1

 (4-12) 

将公式(4-12)进一步简化为以下最小化问题： 

 

2

1 1

min

. . 1, 0

n m

ki kiF
i k

T

i m

J H h d

s t h H


= =

− +

= 



1

 (4-13) 

公式(4-13)中
2

~

2

T

ki i kd W x o= − 表示投影空间中样本 T

iW x 与锚点
~

ko 的欧式距离。

下面对公式(4-13)做一些数学变换： 
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2

1 1

2

1 1

2

1 1

2

1 1

min

min ( 2 )

min ( (2 ))

min ( ( / 2))

n m

ki kiF
i k

n m

ki ki ki ki ki

i k

n m

ki ki ki ki

i k

n m

ki ki ki

i k

J H h d

h h j h d

h h j d

h j d









= =

= =

= =

= =

− +

= − +

= − −

= − −









H

H

H

H

 (4-14) 

由于模型对每个 ih 上都有约束，因此将优化问题(4-14)划分为 n 个子问题，

则第 i 个子问题为： 

 
2

1 1

min ( ( / 2))
i

n m

ki ki ki

i k

h j d
= =

− −
H

 (4-15) 

因此，问题(4-12)中求解优化问题的关键步骤是求解以下问题： 

 

2

2

1
min

2

. . 1, 0

i i

T

i m i

h

s t h h

−

= 1

 (4-16) 

其中
1 1(( / 2), ,( / 2))i i i mi mij d j d  = − − 。让 ki 为 i 中的第 k 个元素，将问题

(4-16)中优化问题的拉格朗日函数定义为： 

 
2

2

1
( 1)

2

T T

i i i i m i ih h h  − − − −1  (4-17) 

公式(4-17)中 i 和 i 是两个拉格朗日乘数。令问题(4-17)中的最优解为 *

ih ， i

和 i 的最优解分别为 *

i 和 *

i 。根据 KKT 条件，可以得到： 

 

* * *

*

*

* *

0

0

1

0

0

ki ki i i

ki

T

i m

ki

ki ki

h

h

h

h

  





 − − − =





=



 =

1  (4-18) 

其 中 *

kih 是 ih 的 第 k 个 标 量 元 素 。 根 据 约 束 1T

i mh =1 ， 可 以 得 到

*
* 1 T T

m i m i
i

m

 


− −
=

1 1
， 因 此

*
*1

( )
T T

m m i
i i i m m m ih

m m m


  • = − + − +

1 1
1 1 1 。 令
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* *T

m i
i

m



−

=
1

，
1

T

m
i i i m m

m m
  = − +

1
1 1 ，可以得到 * *

i i i ih   
−

• = + − 。对于任意 k，

可以得到 * *

ki ki ki ih   
−

= + − 。 

由于 * * *( )ki ki i ki i    
− −

++ − = − ，其中 ( ,0)x max x+ = ，因此 *( )ki ki ih  
−

+= − 。

在约束为 1T

i mh =1 的情况下， *

1

( ) 1 0
m

ki i

k

 
−

+

=

− − = 。定义函数： 

 
* *

1

( ) ( ) 1
m

i ki i

k

f   
− −

+

=

= − −  (4-19) 

通过求解上述函数 *( ) 0if 
−

= ，可以获得最优解 *

i
−

。此外， * 0i
−

 和 *( )if 
−

是一

个逐块线性凸函数，该函数除在
ki 点外都是可微的，可以用该点的左导数代替

导数。因此，可以利用牛顿法有效地求出 *( ) 0if 
−

= 的解。 *

i
−

可以用下面的公

式来更新： 

 
*

* *

*

( ( ))
( 1) ( )

( ( ))

i
i i

i

f t
t t

f t


 



−
− −

−
+ = −

'

 (4-20) 

4.1.2 算法描述 

FAGPP 算法基于数据的类簇信息使用学习的锚点图替换传统的基于图的降

维算法学习的邻接图，加速了图的构建。利用原始数据的信息构建锚点隶属度

矩阵来约束低维数据空间的锚点隶属度矩阵，期望在原始数据中构建的锚点图

结构在投影空间中得到保留。FAGPP 算法是一个迭代的算法，在每次迭代的过

程中通过不断优化投影矩阵W 、锚点隶属度矩阵 H 和投影锚点
~

O ，不断降低目

标函数的值。FAGPP 算法的描述如下： 
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算法 6: FAGPP 算法 

输入： 数据集 X ，参数  和  ，锚点数m和投影维度数
~

d  

输出： 投影矩阵W 和锚点隶属度矩阵 H  

1. 计算数据 X 的协方差矩阵 tS  

2. 利用 BKHK 算法计算原始数据空间的锚点隶属度矩阵 J 

3. 初始化锚点隶属度矩阵 :H H J  

4. When not convergence  

5.  For each 
~ ~

ko O  

6.   
~

1 1

( / )
n n

T T
k ki i ki

i i

o W h x h W O
= =

= =   

7.  end 

8.  计算对角矩阵 kL ，其第 i 个对角元素为
1

m
k

ii ki

k

l h
=

=  

9.  计算对角矩阵 iL ，其第 k 个对角元素为
1

n
i

kk ki

i

l h
=

=  

10.  计算
~ ~~

2k T T i TB XL X XH O O L O= − + ，
~

( ) / 2TB B B= +  

11.  利用公式(4-11)计算投影矩阵W  

12. 计算
2

~

2

T

ki i kd W x o= −  

13. 计算 / 2ki ki kih j d= −  

14. 更新 H ,判断目标函数是否收敛 

15. Until convergence 

16. Return W 和 H 

为了更加清晰地描述 FAGPP 算法，下面有一张图来刻画原始数据空间的锚

点图结构和投影空间的锚点图结构。 

 

图 4.1 锚点图说明 
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图 4.1 中样本 1x 、 2x 、 3x 、 4x 、 5x 和 6x 为原始数据空间中的样本，样本

1

TW x 、 2

TW x 、 3

TW x 、 4

TW x 、 5

TW x 和 6

TW x 为投影空间中的样本， 1o 和 2o 是原

始数据空间中的锚点，
~

1o 和
~

2o 是投影数据空间中的锚点。
11j 表示样本 1x 到锚点

1o 之间的隶属度， 62h 表示投影空间样本 6

TW x 到锚点
~

2o 的隶属度。
2

min
F

J H−

表示利用原始数据空间中的样本与锚点之间的关系，构建的锚点隶属度矩阵 J

来约束投影空间中构建的锚点隶属度矩阵 H ，以期望在原始数据空间构建的锚

点图结构在投影空间中得到保留。 

4.2 收敛性分析 

算法 6 采用迭代的方法不断降低目标函数的值，模型(4-3)的目标函数如下： 

 

2
~

2

1 1 2

( , , ) min ( )

. . , 1, 0

n m
T T

ki i k tF
i k

T T

i m

J W O H J H h W x o Tr W S W

s t W W I h H

 
= =

= − + − −

= = 



1

 (4-21) 

公式 (4-21) 中由 3 个独立项构成，其中第一项
2

0
F

J H−  ，第二项

2
~

1 1 2

0
n m

T

ki i k

i k

h W x o
= =

−  。设 i 为 tS 的第 i 个最小特征值，在 TW W I= 约束下，

可以得到

~

1

( )
d

T

t i

i

Tr W S W  
=

−  −  。因此，目标函数

~

1

( , , )
d

i

i

J W O H  
=

 −  ，显然，

模型(4-3)的目标函数有一个下界

~

1

d

i

i

 
=

−  。 

假设模型(4-3)在第 i 次迭代后，其最优解为 ( )iW 、
( )iO 和 ( )iH ，则公式(4-21)

最优值为 ( ) ( ) ( )( , , )i i iJ O H W 。模型(4-3)采用交替优化的方法对目标函数进行求解，

在每次迭代有两个步骤：（1）固定
( )iH ，优化 ( )iW 和

( )iO ;（2）固定 ( )iW 和
( )iO ，

优化
( )iH 。 

在算法每次迭代的第一步，通过公式(4-5)对O求偏导获得最优值，因此可

以得到以下不等式： 
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 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , )i i i i i iJ O H W J O H W+   (4-22) 

在 TW W I= 的正交约束下，通过求W 的最优值，可以得到： 

 ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )( , , ) ( , , )i i i i i iJ O H W J O H W+ + +  (4-23) 

结合不等式(4-22)和不等式(4-23)，可以得到： 

 ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , )i i i i i iJ O H W J O H W+ +   (4-24) 

在算法每次迭代的第二步，在固定W 和O的情况下优化求解 H ，可以得到

不等式： 

 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)( , , ) ( , , )i i i i i iJ O H W J O H W+ + + + +  (4-25) 

将不等式(4-24)和不等式(4-25)结合可以得到： 

 ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , )i i i i i iJ O H W J O H W+ + +   (4-26) 

由不等式(4-26)可知，算法 6 在每次迭代中都会减小目标函数(4-21)的值。

此外，由于目标函数具有下界

~

1

d

i

i

 
=

−  ，因此算法 6 收敛于局部最优。 

4.3 时间复杂度分析 

假设数据集 X 是有包含 n 个样本，每个样本包含 d 个特征。FAGPP 算法首

先利用 BKHK 算法计算原始数据空间中的隶属度矩阵 J ，其时间复杂度为

( log )O nd m ，其中 m 为锚点数， 是一个常量。此后通过交替优化的方法迭

代地优化模型，从而获得最优解。每次迭代主要包括以下三个部分：（1）计算

锚点O的时间复杂度为 ( )O nmd ；（2）在优化求解投影矩阵W 的过程中，需要

计算 B ，其时间复杂度为
~

( )O nd d ；（3）优化求解锚点隶属度矩阵 H 的时间复

杂 度 为 ( )O nmd 。 总 的 来 说 ， FAGPP 算 法 总 的 时 间 复 杂 度 为

~

( log ( ))O nd m t nd d nmd + + ，其中 t 表示算法的迭代次数。当数据集的样本数

量较大时，即在
~

n d ， n m和 n d 的情况下，FAGPP 算法的时间复杂度

与样本数量 n线性相关。 
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4.4 实验 

为了验证所提出的 FAGPP 算法的有效性，在 6 个基准数据集上进行了大量

的实验。本章节选择了 5 个相关的算法作为对比算法，包括 LPP、NPE、

AGLPP、LAPP 和 KaUDDR。本章的所有实验都是在一台处理器为 Intel(R) 

Core(TM) i9-10850K CPU、机带 RAM 为 32GB、MATLAB 2019b 和操作系统为

Windows10 的计算机上进行的。 

4.4.1 数据集 

选择 6 个图像数据集进行实验，包括 AR、MINIST2k2k、Mnist05、PIE、

umist 和 YaleB。表 4.1 展示了数据集的详细信息，包括样本量、特征、类簇、

图片尺寸和英文缩写。 

表 4.1  数据集信息 

序号 数据集 样本量 特征数 类簇数 图片尺寸 简写 

1 YaleB 2414 1024 38 32 × 32 YLB 

2 umist 574 10304 20 112 × 92 UMI 

3 AR 1680 1024 120 32 × 32 AR 

4 PIE 11560 1024 68 32 × 32 PIE 

5 Mnist05 3456 784 10 28 × 28 MST 

6 MINIST2k2k 4000 784 10 28 × 28 MIN 

本文在 3.5.1 节中已经详细介绍了 Yale、umist、AR 和 MINIST2k2k 数据集，

Yale 数据集是 YaleB 数据集的一个子集。下面将详细 PIE 和 Mnist05 数据集。

PIE 包含 11560 张 68 个人的灰色人脸图像，每个图像的尺寸为 32 × 32 像素。

Mnist05 包含 3495 张手写数字图像，每张图像的像素为 28 × 28。从不同的数据

集中随机选择了两个不同的类别，每个类别中随机选择了 10 张图像。具体的图

像如图 4.2 所示。 
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(a)MST 

 

(b)PIE 

图 4.2  MST 和 PIE 图像数据集的样本图像 

4.4.2 实验参数设置 

本节将简单介绍实验的对比算法和实验的具体参数设置。在 3.5.3 节中已经

对 LPP、NPE、AGLPP 和 LAPP 算法做了简单的介绍。KaUDDR 将自适应图学

习和特征学习集成到一个联合学习框架中，对噪声样本具有鲁棒性，并能获得

数据稳定的内在结构表示。KaUDDR 还定义了数据核和相似度指标核，使得其

可以通过测量数据核和相似度指标核之间的一致性来有效地捕获数据的潜在几

何结构。 

为了消除原始数据协方差矩阵的零空间，提高计算效率，本文首先采用

PCA 算法作为预处理步骤。由于所有的对比算法都涉及到矩阵特征值的计算，

为了实验的运行效率和一致性，使用 PCA 将数据的维数统一降维至 100 维。

FAGPP、KaUDDR、AGLPP 和 LAPP 的迭代次数为 100 次。对于所有算法，本

文设置维度
~

[10,100]d  ，搜索步长设置为 10。此外，AGLPP、LPP、NPE 和

LAPP 算法实验参数设置同 3.5.2 节保持一致。KaUDDR 算法和 FAGPP 算法的

实验参数设置如下：（1）KaUDDR：调节因子 { ,2 ,3 ,4 ,5 }n n n n n ，其中 n 为数

据集的样本数量。构建邻接矩阵的参数𝑘 = 12；（2）FAGPP：锚点的参数

{63,127,255}m ，权衡因子 , { 3, 2,1, 2, 3}e e e e   − − + + 。 
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4.4.3 不同维度实验分析 

采用聚类精度（Accuracy）和归一化互信息（NMI）两个评价指标评估所

提出的 FAGPP 算法的聚类性能，并在 6 个图像数据集上进行了实验。Accuracy

和 NMI 已经在 3.5.2 节进行了详细的介绍。首先利用所有算法在不同数据集上

获得投影数据，再执行 100 次 k-means 算法，记录实验结果的标准差和平均值。

本文选择最高的评价指标所在的维度作为最优的维度，采用平均值±标准差(最

佳维度)的形式描述实验的结果如表 4.2 和表 4.3 所示，表中粗体字体表示最好

的聚类性能指标数据。在 90%的置信水平上进行了 Wilcoxon 秩和检验。其中符

号“+”、“-”分别表示 FAGPP 明显优于、劣于对比算法。符号“~”表示 FAGPP 算

法与对比算法没有显著差异。此外，为了研究各个算法在不同维度下的降维效

果，本文记录了所有算法在不同维度的最高的 Accuracy，实验结果如图 4.3 所

示。 

表 4.2  算法在 6 个基准数据集上的 Accuracy 

Accuracy AGLPP KaUDDR LAPP NPE LPP FAGPP 

UMI 
0.4421(60) 0.4321(20) 0.4483(10) 0.3075(40) 0.4393(10) 0.5004(90) 

±0.023 ±0.026 ±0.019 ±0.019 ±0.024 ±0.035 

AR 
0.3049(60) 0.3757(80) 0.6465(60) 0.6562(40) 0.6505(60) 0.6602(90) 

±0.006 ±0.012 ±0.012 ±0.026 ±0.021 ±0.023 

YLB 
0.0917(10) 0.1732(10) 0.3829(90) 0.3804(70) 0.3735(100) 0.488(40) 

±0.001 ±0.009 ±0.025 ±0.03 ±0.018 ±0.022 

PIE 
0.0671(100) 0.0843(100) 0.2763(100) 0.2656(100) 0.2828(100) 0.327(80) 

±0.001 ±0.004 ±0.021 ±0.017 ±0.017 ±0.012 

MIN 
0.5413(40) 0.5283(100) 0.5054(10) 0.4936(10) 0.5176(10) 0.5453(70) 

±0.024 ±0.033 ±0.02 ±0.022 ±0.017 ±0.032 

MST 
0.3752(70) 0.5558(90) 0.5218(10) 0.5056(10) 0.5461(50) 0.5664(60) 

±0.02 ±0.036 ±0.016 ±0.028 ±0.041 ±0.038 

平均值 0.3037 0.3582 0.4635 0.4348 0.4683 0.5146 

平均方差 0.013 0.020 0.019 0.024 0.023 0.027 

Wilcoxon + + ~ + ~ N/A 

从表 4.2、表 4.3 和图 4.3 的实验结果中可以得到以下结论： 

（1）与对比算法相比，FAGPP 算法在所有 6 个图像数据集上都取得了最

佳的聚类精度。FAGPP 算法相较于 AGLPP、KaUDDR、LAPP、NPE 和 LPP 算

法，其平均 Accuracy 分别高了 21.09%、15.64%、5.11%、7.98%和 4.63%，其

平均 NMI 分别高了 20.9%、13.47%、2.77%、8.18%和 2.82%。实验结果表明，
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与对比算法相比，本文提出的 FAGPP 算法能够在保持原始数据中锚点图结构信

息的前提下学习最优投影矩阵，构造的锚点图结构有助于降维。 

（2）由表 4.2 和表 4.3 的统计检验结果表明，FAGPP 算法显著优于 AGLPP、

KaUDDR 和 NPE 算法，与 LAPP 和 LPP 算法没有显著差异。实验结果证明了

FAGPP 算法的有效性。 

表 4.3  算法在 6 个基准数据集上的 NMI 

NMI AGLPP KaUDDR LAPP NPE LPP FAGPP 

UMI 
0.6211(60) 0.6482(20) 0.6671(10) 0.4084(40) 0.6669(10) 0.6719(90) 

±0.015 ±0.022 ±0.007 ±0.02 ±0.012 ±0.03 

AR 
0.6391(60) 0.6959(80) 0.8677(60) 0.8757(50) 0.8689(70) 0.8835(90) 

±0.003 ±0.006 ±0.005 ±0.01 ±0.008 ±0.008 

YLB 
0.133(10) 0.271(10) 0.4966(90) 0.5051(70) 0.4896(70) 0.5689(80) 

±0.001 ±0.008 ±0.019 ±0.015 ±0.013 ±0.013 

PIE 
0.1486(100) 0.1851(80) 0.4104(100) 0.4012(100) 0.4129(100) 0.4654(80) 

±0.003 ±0.003 ±0.016 ±0.017 ±0.015 ±0.008 

MIN 
0.4984(100) 0.4585(40) 0.4665(10) 0.4284(10) 0.466(10) 0.4742(70) 

±0.014 ±0.018 ±0.014 ±0.01 ±0.01 ±0.018 

MST 
0.2725(70) 0.4998(90) 0.4922(10) 0.4575(10) 0.4935(50) 0.5028(50) 

±0.009 ±0.017 ±0.014 ±0.013 ±0.02 ±0.018 

平均值 0.3855 0.4598 0.5668 0.5127 0.5663 0.5945 

平均方差 0.0075 0.0123 0.0125 0.0142 0.0130 0.0158 

Wilcoxon + + ~ + ~ N/A 

（３）由图 4.3 可以看出，总体而言，在 6 个基准图像数据集上，FAGPP

的聚类精度明显优于比较算法。在获得最优性能后，FAGPP 的分类精度随维数

的增加变化不大，实验证明了 FAGPP 算法的鲁棒性。 

 

 

(a)UMI 

 

(b)AR 
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(c)YLB 

 

(d)PIE 

 

(e)MIN 

 

(f)MST 

 

图 4.3  算法在不同维度上的 Accuracy 

4.4.4 参数敏感性分析 

FAGPP 算法包含两个参数，锚点数 m，权衡因子 和。权衡因子  表示

模型(4-3)中第二项
2

~

1 1 2

n m
T

ki i k

i k

h W x o
= =

− 的重要程度，权衡因子表示模型(4-3)中

第三项 ( )T

tTr W S W 的重要程度。为了探究两个权衡因子对模型的敏感性，本实

验通过固定锚点数来找出权衡因子  和对模型的影响。在参数敏感性分析实

验中，固定锚点数 m = 63，选择参数 , { 3, 2,1, 2, 3}e e e e   − − + + 。FAGPP 算

法对和 不同值的聚类精度如图 4.4 所示。 
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(a)UMI 

 

(b)AR 

 

(c)YLB 

 

(d)PIE 

 

(e)MIN 

 

(f)MST 

图 4.4  参数和参数 对 FAGPP 算法聚类精度的影响 

从图 4.4 中可以发现，FAGPP 算法在 YLB 和 PIE 数据集上对参数和参数

 比较敏感，随着权衡因子和  的增加，FAGPP 算法的聚类精度大幅度下降。

此外有，UMI 和 MST 数据集上，权衡因子越大，算法的聚类精度越高。相反，
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在 MIN 和 AR 数据集上，较小的 能获得较大的聚类精度。 

4.4.5 收敛性实验 

定理 2 从理论上证明了 FAGPP 算法的收敛性。为了证明理论分析的准确，

本节将从实验的角度证明所提算法的收敛性。具体来说，通过固定参数来统计

不同迭代次数的目标函数值，在六个图像数据集进行了收敛实验。首先固定

FAGPP 算法获得最优性能时的维度
~

d ，设置权衡因子 0.1 = ，权衡因子

0.01 = 和锚点数𝑚 = 63。图 4.5 中展示了算法在不同数据集上的收敛曲线。 

 

 

(a)UMI 

 

(b)AR 

 

(c)YLB 

 

(d)PIE 
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(e)MIN 

 

(f)MST 

图 4.5  FAGPP 算法 6 个数据集上的收敛曲线 

从图 4.5 中可以看出： 

（1）随着迭代次数的增加，目标函数的值逐渐减小最终收敛。实验结果与

4.2 节中算法的收敛性分析一致，证明了 FAGPP 算法的收敛性。 

（2）当迭代次数达到 20 次时，FAGPP 算法在大多数数据集的收敛曲线趋

于稳定目标函数实现收敛。实验的结果表明 FAGPP 算法的收敛速度非常快，具

有广泛的应用前景。 

4.4.6 运行时间实验 

时间复杂度是衡量算法效率的一个重要指标，本文在 4.3 节对 FAGPP 算法

的时间复杂度进行了理论分析。在本章节将对所有算法在 UMI、AR、YLB、

PIE、MIN 和 MST 数据集上进行了运行时间的实验。实验结果如表 4.4 所示。

括号中的数字表示相应算法的运行时间排序。数字越小，表示算法的运行速度

越快。另外，由于 FAGPP、KaUDDR 和 LAPP 都是迭代的算法，为了保证实验

的公平性，只记录了这三种算法一次迭代的运行时间。 
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表 4.4  每种算法在不同数据集上的平均运行时间(毫秒) 

Time AGLPP KaUDDR LAPP NPE LPP FAGPP 

UMI 18.94(2) 225.47(6) 69.02(5) 46.88(4) 40.18(3) 14.01(1) 

AR 92.33(2) 1967.15(6) 338.82(4) 703.12(5) 323.66(3) 87.32(1) 

YLB 72.92(2) 14430.66(6) 748.85(3) 1781.2(5) 781.25(4) 61.6(1) 

PIE 163.1(2) 1198494.(6) 9042.19(5) 34937(3) 40906.2(4) 157.3(1) 

MIN 404.7(2) 97451.26(6) 2090.83(3) 4578.12(5) 2263.39(4) 303.15(1) 

MST 72.92(2) 58552.78(6) 10789.32(5) 3500(4) 1643.47(3) 65.64(1) 

平均排名 2 6.0 4.2 4.3 3.5 1 

 

从表 4.4 中可以看出，相较于对比算法，FAGPP 在所有 6 个不同数据集上

都具有最短的运行时间，FAGPP 算法的运行速度平均排名第一。这是因为

FAGPP 算法利用原始数据的类簇信息构建锚点隶属度矩阵和锚点图结构，其总

的时间复杂度为
~

( log ( ))O nd m t nd d nmd + + ，算法的时间复杂度与样本数量 n

近似成线性相关，其中 n 为数据集的样本数量，d 为数据集的特征数，
~

d 为投影

数据空间的维度，m 为锚点数。AGLPP 算法的平均排名第二，因为虽然

AGLPP 也是通过构建了锚点图来保持数据的局部信息，但是 AGLPP 采用聚类

方法获得一组聚类中心作为虚拟锚点，消耗了一定的计算量。总的来说，实验

结果与理论分析一致。 

4.5 本章小结 

本章提出了一种快速锚图保投影降维算法（FAGPP），该算法在优化目标函

数的过程中同时学习投影矩阵和锚点隶属度矩阵。FAGPP 充分利用数据的类簇

信息学习锚点图结构，一方面构建的锚点图用于捕获原始数据的分布信息；另

一方面，降维过程中学习到的锚点图可以约束保留预先构造的锚图的结构信息。

此外，为了处理原始数据的全局信息，FAGPP 算法嵌入了 PCA 算法。因此，

FAGPP 算法在捕获原始数据类簇信息的同时，也捕获了数据的全局信息。

FAGPP 算法的时间复杂度为 ( )O nmd ，与样本数量成线性关系，使得该方法适

用于高维大数据集。为了证明所提算法的有效性，在 6 个图像数据集上与 5 个

相关的对比算法进行了大量的聚类实验，实验结果证明了 FAGPP 算法良好的聚

类效果。 
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5 总结与展望 

5.1 本文工作总结 

随着经济社会的发展，数据以超出想象的速度在增长，面对海量的高维数

据，如何高效地剔除数据的冗余特征并从中挖掘出有价值的信息具有重要的研

究价值。由于高维数据中的样本过于稀疏、噪声样本多等问题，传统的聚类方

法在高维数据中难以获得好的性能。本文对现有降维算法和高维聚类算法的研

究现状进行了详细地描述，现有的高维数据聚类算法普遍存在的两个问题：（1）

对异常样本敏感，缺乏识别和处理异常样本的过程；（2）需要预先对高维数据

进行降维处理，算法的时间复杂度通常较高，不适用于高维的大数据集。针对

这些问题，本文提出了两个新颖的高维数据聚类模型。第一个模型是带有实例

惩罚的投影模糊 C 均值聚类算法（PCIP），该算法首先基于原始数据的信息构

建实例惩罚矩阵，为每个样本分配实例惩罚系数，从而减少异常样本对模型的

影响。PCIP 算法还将聚类任务和降维任务统一到一个目标函数中，迭代优化投

影矩阵和隶属度矩阵。本文还从理论上证明了 PCIP 算法的收敛性分析和并对其

进行了时间复杂度分析，PCIP 的时间复杂度于样本的数量 n 线性相关。为了证

明所提算法的有效性，选择聚类精度（Accuracy）和归一化互信息（NMI）作

为聚类评价指标，在 10 个图像数据集上与 7 个相关的对比算法进行了大量的实

验，实验结果证明了 PCIP 算法能有效处理高维的大数据集，在投影空间中获得

好的聚类效果。 

第二个模型是快速锚点图保持投影算法（FAGPP）。现有的一些基于图的降

维算法如 LPP 和 LPFCM 利用原始数据的信息预先构建邻接矩阵和邻接图，其

具有两个问题：（１）构建邻接图的时间复杂度不低于 2( )O n d ，不适用于高维

的大数据集；（２）在对数据进行降维之前需要提前构建邻接图，图的质量一般

决定了模型的效果，难以保证构建的图结构适用于随后的降维任务。为了解决

以上问题，FAGPP 算法首先使用锚点图的学习代替邻接图的学习，减少基于图

的降维算法的时间复杂度。FAGPP 算法还融合了 PCA 模型使其不仅可以处理

数据的聚类信息，还可以处理数据的全局信息。此外，FAGPP 构建了一个类似
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FCM 模型，在降维的过程中迭代地优化投影矩阵和锚点隶属度矩阵。本文还从

理论上证明了 FAGPP 算法的收敛性并分析了算法的时间复杂度，FAGPP 算法

的时间复杂度与样本的数量线性相关，能够高效地处理高维的大数据集。在 6

个图像数据集上与 5 个相关的对比算法进行实验，实验结果证明了 FAGPP 算法

的聚类效果。 

5.2 后续工作展望 

针对现有高维聚类算法存在的问题，本文提出了两个新颖的模型 PCIP 和

FAGPP，这两个模型不仅能高效地处理高维的大数据集，还能在投影空间中获

得良好的类簇结构，相较于传统的聚类算法提升了聚类精度，具有良好的应用

前景。然而这两个模型还存在以下问题：（１）为了识别噪声样本，PCIP 算法

需要提前构建实例惩罚矩阵，实例惩罚矩阵的质量决定了模型的性能；（２）

FAGPP 算法也需要提前指定锚点的数量，模型对锚点数比较敏感。针对第一个

问题，考虑将实例惩罚矩阵的学习嵌入模型优化中，利用投影空间样本间的信

息和类簇信息自适应学习实例惩罚矩阵，使得算法能更加高效和准确地识别异

常样本，提升模型的聚类性能。针对第二个问题，未来的研究将围绕如何在降

维的过程中利用数据的信息自适应地确定锚点数量，进而学习动态的锚点图，

以期望构建的锚点图结构能最大保留原始数据分布的信息。 
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