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摘 要

Cox比例风险模型在生存分析中扮演着重要的角色，它能够利用风险函数研

究变量与生存函数间的关系，初步处理存在删失情况的生存数据，但实际生活中

的数据通常不满足 Cox 比例风险假定。针对这类数据，引入部分线性可加 Cox

模型，实现对时依协变量的变量选择研究。本文主要研究内容分为以下三部分：

（1）通过 B-样条曲线拟合部分线性可加 Cox模型中的非参数部分，将模型

中未知分量函数选择问题转变为处理线性组合中选择系数组的问题，实现对部分

线性可加 Cox模型的样条拟合。

（2）针对部分线性可加 Cox模型中的删失生存数据引入双层变量选择方法，

其中协变量自然分组。与组变量选择相比，实现在选定的组内同时进行组选择和

个体变量选择，提高模型估计精度。

（3）通过模拟分析对比组变量选择方法和双层变量选择方法在五类指标下

的性能，验证了双层变量选择方法在部分线性可加 Cox模型中的有效性。分别

引入两类不同的癌症数据集，结果表明双层变量选择方法筛选出的变量与存活时

间相关度最高，即对攻克癌症疾病有现实意义。

研究表明双层变量选择方法在部分加性 Cox 模型中的预测误差优于组变量

选择方法，引入的两个数据集都体现了双层变量选择方法的有效性。

关键词：比例风险模型 B-样条 双层变量选择方法 生存分析
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Abstract
Cox proportional risk model plays an important role in survival

analysis. It can use risk functions to study the relationship between

variables and survival functions, and initially process survival data with

censoring. However, data in real life often do not meet the Cox

proportional risk assumption. For this type of data, a partially linear

additive Cox model is introduced to achieve variable selection research

for time-dependent covariates. The main research content of this article is

divided into the following three parts:

(1)By fitting the nonparametric part of a partially linear additive Cox

model with a B-spline curve, the problem of selecting unknown

component functions in the model is transformed into the problem of

dealing with the selection of system arrays in linear combinations, and

spline fitting of partially linear additive Cox models is realized.

(2)Bi-level variable selection method is introduced for censored

survival data in partially linear additive Cox models, where covariates are

naturally grouped. Compared with group variable selection, group

selection and individual variable selection can be performed

simultaneously within the selected group, improving model estimation

accuracy.
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(3)By comparing the performance of the group variable selection

method and the two-level variable selection method under five indicators

through simulation analysis, the effectiveness of the two-level variable

selection method in a partially linear additive Cox model was verified.

Two different types of cancer data sets were introduced, and the results

showed that the variables screened by the two-level variable selection

method had the highest correlation with survival time, which was of

practical significance in tackling cancer diseases.

Study has shown that the prediction error of the two-level variable

selection method in the partially additive Cox model is better than that of

the group variable selection method. The two data sets introduced reflect

the effectiveness of the two-level variable selection method.

Keywords: Proportional risk model; B-Spline; Bi-level variable

Selection method; Survival analysis
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1 绪论

1.1 研究背景

随着科技的发展，人工智能等科学研究使数据成指数增长，大数据科学在基

因组学、金融学、经济学和社会科学等领域中广泛应用，因此人们获取数据的方

式越来越灵活、从数据中获取有用信息也越来越多。但同时，伴随着数据数量增

多、维数增加等情况也成为数据处理中的难题。数据处理中预测变量数 p远大于

样本量数 n的这类数据就称为高维数据。例如：建立一个根据年龄，性别和身体

指数（BMI）预测血压的模型，假定试验者为 200 人（ 200n  ），预测变量为

年龄、性别和身体指数，则预测变量为 3（ 3p  ），此时 p n ，称为低维数据；

而建立根据基因来预测高血压的模型时，假定试验者为 200人（ 200n  ）、基

因组数为 50万组（ 500000p  ），显然 p n ，称为高维数据。在处理这样的

高维数据问题时，数据集之间的多重共线性、过拟合等问题会使传统数据分析方

法失效，从而损失有用信息。如何在庞大的数据中选择出有用的信息是众多统计

学家研究的方向，在研究复杂且数量较大的数据时，人们往往倾向于用更少的变

量了解到更有用的信息，这便涉及到了变量选择。

针对统计模拟研究，最便捷的就是通过模型来表达数据资料。在发展初期，

为了避免出现模型偏差，学者总是尽可能的将大量数据都引入模型中，但这样做

的后果就是模型中包含了许多无用或作用较小的变量，导致参数估计出现偏差、

分析结果不具统计意义。自 20世纪 60年代以来，众多的统计学家开始研究变量

选择。好的变量选择方法应该满足计算简单、保证精度及参数估计的一致性等优

点。当一个因变量由多个自变量决定时，研究每个自变量对因变量的影响情况是
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预测结果的前提，当自变量数量不清楚或某些自变量对模型作用较小时，盲目的

将所有自变量应用到模型中会导致出现偏差。则在实际应用中就需要将有用且影

响因子较大的变量筛选出来，这个筛选的过程就称为变量选择。首先被提出的变

量选择的方法是最优子集筛选法，它是利用 AIC、BIC 等准则在所有子集中选择

一个最优子集的方法。这种最优子集筛选法在低维数据中可以得到较好的结果，

但随着高维数据的出现，由于上述方法存在NP困难，会导致变量选择方法在结

果中缺少准确性。自然地，对于如何降低数据的维度成为了新的研究目标。针对

高维数据，Lasso方法被提出。它将模型中系数较小的变量估计为零，大大降低

了模型的复杂度，提升估计的精确度。

在生存分析中，研究因变量对生存函数的影响是研究者的重点，但在实际中

无法准确刻画生存时间与生存函数之间的关系。盲目的选用参数模型会出现参数

假定错误和估计误差偏大等问题；而使用非参数模型虽然可以体现风险函数对生

存时间的影响，但无法准确建立两者之间的模型关系，缺乏理论支撑。此时，半

参数模型一方面可以规避掉模型假设错误的风险，另一方面也可以准确刻画生存

时间对风险函数的影响。Cox比例风险模型[1]是由英国统计学家 D.R.Cox于 1972

年提出的一种半参数回归模型。它是通过刻画风险函数与协变量之间的关系来解

决生存时间分布未知的问题。模型以生存结局和生存时间为因变量，通过风险函

数来处理实际问题中的无规律分布、数据删失等。该模型自问世以来，在医学随

访研究中得到广泛的应用，也是迄今生存分析中应用最多的多因素分析方法。
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1.2 研究目的及意义

1.2.1 研究目的

生存分析中 Cox比例风险模型只能在协变量之间不存在严重的多重共线性

时得到生存时间和风险函数间的模型关系，但当出现高维度、小样本、协变量强

相关这类生存数据时，传统的 Cox模型就无法准确刻画数据的特征。于是，改

进 Cox比例风险模型成为生存分析中需要研究的问题。

本文主要采用部分线性可加 Cox模型代替 Cox比例风险模型，并使用双层

变量选择方法来研究生存分析中的变量选择问题，改善了 Cox模型的局限性。

将组变量选择方法拓展到双层变量选择中，实现对模型中可能出现的线性与非线

性关系的变量选择研究。基于生存分析，对医学数据中处理删失数据带来更可靠

的理论依据，使得医学研究更具权威性。

1.2.2 研究意义

变量选择研究是统计学中的重要课题，在生存分析中，常常会收集多维度的

变量来刻画问题事件，大量的无关变量会导致模型计算复杂、参数估计误差增大。

人们往往希望用较少的变量得到更准确的预测结果，而如何在众多的响应变量中

选择信息度较高的变量是进行准确预测的前提。对数据运用合适的变量选择方法

可以提高模型的预测精度。研究生存分析中部分线性可加 Cox模型中的变量选

择方法，能够降低实际计算复杂度及增加模型的预测准确度。

（一）理论意义

基于变量选择的重要性，已有众多学者将岭回归、Lasso、Scad等变量选择

方法应用到 Cox比例风险模型当中，分别讨论了不同情形下变量选择的效果，
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能够一定程度上完善生存分析中的变量选择问题。部分学者针对部分线性可加

Cox模型，利用具有群组特征的 Group Lasso、Group Scad、Group Mcp等组变量

选择方法进行组间稀疏性的研究，但针对部分线性可加 Cox模型下的双层变量

选择而言，其有关的变量选择研究就较为单一。本文在生存分析的背景下，采用

样条拟合模型中的未知分量函数部分，基于此得到拟合后的部分线性可加 Cox

模型。将双层变量选择方法应用到部分线性可加 Cox模型当中，研究双层变量

选择的组内与组间的双层效应以及部分线性可加 Cox模型中分量函数的拟合等

问题，在一定程度上使生存分析中可研究数据范围扩大，为之后部分线性可加

Cox模型的变量选择研究提供了新思路。

（二）现实意义

本文主要研究了生存分析中部分线性可加Cox模型的变量选择问题，多年来，

人们因为癌症导致死亡的病例数不胜数，研究人体体内基因与癌症成因的关系是

攻克癌症疾病的关键。而利用双层变量选择方法可以将组内不相关区间剔除，得

到与癌症死亡率相关度最高的变量，为后续攻克癌症疾病提供了一定的基础，具

有现实意义。

1.3 研究现状

1.3.1 变量选择的研究现状

随着数据维数和数量的增多，变量选择在统计领域被广泛研究。在低维情况

时，普通最小二乘法是对模型进行参数估计的一种普遍方法。但在实际问题中，

不可避免的会因为变量之间相互影响而导致出现多重共线性，故通常在变量选择

中，不使用最小二乘法对数据进行筛选。大量学者基于惩罚思想对有关模型的变
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量选择进行不断地改进。此处将有关变量选择的正则化方法分为单变量选择方法、

组变量选择方法以及双层变量选择方法。

单变量选择方法能对单个变量进行选择，主要有岭回归、Lasso、Scad、Mcp

等。Hoerl 在 1962 年首先提出了岭回归[2]（Ridge Regression），后来 Hoerl 和

Kennard[3]于 1970年给予了详细讨论。它是带有 2L 惩罚项的最小二乘法，是一种

有偏估计，以损失部分信息为代价来获取回归系数。岭回归能将系数压缩到尽可

能的小，但不能将系数直接压缩到零，这会导致模型精度降低，也无法在本质上

解决多重共线性的问题，存在一定的主观性。由于岭回归方法的局限性，Tibshirani

提出了 Lasso[4]方法，它是一个连续的过程，综合了岭回归和逐步回归两者的优

点。本质上是在最小二乘法的基础上施加 1L 惩罚，该方法可以在对模型进行变量

选择的同时完成变量系数的估计。但因 Lasso方法与岭回归都是有偏估计，会损

失部分有用信息，Fan和 lin提出了 Scad[5]方法，它是基于 Lasso提出的一种非凹

惩罚方法，用 Scad惩罚代替 1L 惩罚，在估计具有 Oracle性质，能将与模型不相

关的变量压缩到零，实现无偏估计。Zhang 提出 Mcp[6]方法，它也是基于 Lasso

惩罚的一种非凸惩罚，用Mcp惩罚代替 1L 惩罚，在单变量选择中应用广泛。但

在研究组间变量的相关性时，传统的单变量选择方法就不再适用。

组变量选择方法是在单变量选择方法在组特性上的延伸，可以解决变量中成

组的选择问题，单变量选择方法对具有组特性的数据没有处理能力。常见的组变

量选择方法有组 Lasso（GL）、组 Scad（GS）、组Mcp（GM）等，它们都是在

单变量选择的基础上对一组系数向量添加约束，从而克服单变量选择方法无法从

组的水平进行特征选择的这一缺点。许多学者已经在各种统计建模问题中考虑了

组变量选择问题。Yuan和 Lin[7]研究了组 Lasso以及相关的群组选择方法及算法。
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Zhao等[8]研究群组选择中的一般复合绝对惩罚，对群组惩罚方法有了理论支撑。

Breheny 和 Huang[9]提出了广义线性模型中双水平选择中的一般框架，并规范了

局部坐标下降算法。但在选择重要变量时，组变量选择方法[10]会将整组的变量同

时选入模型当中，这就可能导致组区间内相关程度不高的一些变量选入模型，从

而影响模型的精度，而双层变量选择方法就可以解决上述问题。

双层变量选择方法在保持协变量稀疏性的同时保留群组结构，从而实现在个

体和群组层面同时选择重要变量。双层变量选择方法一般有两种类型：一类是基

于复合惩罚函数，将组内惩罚与组间惩罚结合，在组内和组间都使用单变量选择

方法，称为复合惩罚。基于此构建的双层变量选择方法有 Group Bridge等。Huang

提出的 Group Bridge[11]方法弥补了组变量选择方法的缺陷，通过将 1L 凹惩罚应用

于组结构中，实现组内和组间的稀疏性。另一种类型是基于可加惩罚函数，利用

单变量惩罚和组变量惩罚间的线性组合来实现组内和组间的变量选择，被称为可

加惩罚，例如稀疏组 Lasso（SGL）、自适应稀疏组 Lasso（ASGL）等。Friedman[12]

提出的稀疏组 Lasso是在组 Lasso上添加了 1L 范数惩罚，并推导了其在线性模型

中的渐进性质。Matsui[13]研究了在逻辑回归模型中稀疏组 Lasso的参数估计，完

善了双层变量选择方法的理论基础。而自适应稀疏组 Lasso[14]可以被视为稀疏组

Lasso的改进，添加数据相关权重以提高选择性能，通过将自适应 Lasso和自适

应组 Lasso结合以实现双层变量选择。

1.3.2 Cox 模型的研究现状

Cox比例风险模型是统计学家 Cox在 1972年提出的一种半参数生存分析模

型，它广泛应用于截尾生存数据，在许多领域都有重要应用。Tibshirani(1997)首
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次提出在Cox模型中使用Lasso进行变量选择；Fan[15]提出在Cox模型中使用Scad

惩罚进行变量选择和估计；Zhang[16]研究了 Cox模型在自适应 Lasso下的变量选

择和估计，并证明了方法的 Oracle性质。

对于部分线性模型的研究较为广泛，Liang[17]中对具有测量误差的部分线性

模型进行变量选择。Zhang[18]规范了部分线性模型的自动模型选择步骤，但使用

Lasso方法对模型进行变量选择会导致模型出现估计偏差。故 Xie[19]利用 Scad惩

罚对线性模型进行变量选择，证明了 Oracle性质。基于此，Zhao[20]和 Kai[21]将变

量选择方法拓展到变系数部分线性模型当中，并推导证明了误差边界。Xia[22]在

误差不变时进行了部分时变系数模型的变量选择。Yang[23]在变系数模型中研究

其变量选择的分位数回归。Hu和 Lian[24]研究了具有发散维度的部分线性比例风

险模型中的变量选择。而上述学者仅在部分线性模型中进行了理论研究，针对部

分线性可加模型的研究较少，综上，生存分析中部分线性可加 Cox模型的变量

选择问题值得去研究。

可加 Cox模型是对 Cox模型的可加性拓展。可加 Cox模型显著增加了 Cox

模型的灵活性，它通过转换协变量中的分量函数来分析预测因变量对响应变量的

影响，并且克服了维数诅咒。Meier等[25]考虑研究在高维中可加模型的特征筛选。

Xue[26]使用惩罚多项式样条法实现可加模型中的一致变量选择，即当 p固定时，

能在可加模型中能同时进行模型估计和变量选择。Fan等[27]研究了在稀疏超高维

度下可加模型的非参数独立筛选。Lemler[28]考虑了 Cox模型中基线风险函数和

回归系数的联合估计，但未考虑由分量函数和基线函数的线性组合引起的近似误

差。Lv等[29]研究了基于组 Lasso的可加 Cox模型的变量选择，研究未知分量函

数的惩罚偏似然方法。Zhang等[30]研究了基于 G-Scad的可加 Cox模型的变量选



兰州财经大学硕士毕业论文 部分线性可加Cox 模型的变量选择研究

8

择，并扩大了惩罚变量选择适用于删失数据的半参数模型的适用范围。Lin等[31]

提出了可加 Cox模型的全局偏似然方法，并证明估计量的一致性和渐近正态性。

Wu等[32]考虑部分线性可加 Cox模型中使用 Bernstein多项式近似非线性协变量

及未知风险函数，完成高维区间截尾数据的变量选择和参数估计。Huang[33]利用

多项式样条研究了部分线性可加 Cox模型下最大偏似然估计的性质。Lu[34]使用

单调 B-样条逼近部分线性加性 Cox模型中的未知函数，证明非参数分量的样条

估计在光滑条件下达到了最优收敛速度，并且回归参数的估计是渐近正态的和有

效的。

1.3.3 文献述评

通过梳理已有的文献发现，学者们对变量选择在实际中的应用进行了大量的

研究，对本文的研究提供了借鉴与参考，但深入分析，仍有以下提升空间：

（1）目前对生存分析中变量选择问题的讨论集中在 Cox模型中。但随时间

变化的协变量无法适应 Cox模型，这就需要对 Cox模型进行可加性改进。因此，

采用部分线性可加 Cox模型代替 Cox模型，进一步提升模型的精度。

（2）在生存分析中采用的变量选择方法较为单一，大多只采用单变量选择

方法或组变量选择方法来对模型进行变量筛选，很少有学者考虑同时组内和组间

的变量选择问题。因此，采用双层变量选择方法对部分线性可加 Cox模型进行

变量选择研究是十分有必要的。
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1.4 研究内容及框架

本文研究部分线性可加 Cox 模型的变量选择问题，在该模型基础上主要研究

以下内容：

（1）考虑部分线性可加 Cox模型中非参数部分的 B-样条拟合。利用样条展

开法逼近部分线性可加 Cox模型中未知分量函数部分，使其转化为便于后续估

计的相关系数组。

（2）对样条拟合后的模型进行变量选择。为避免过度压缩，使用双层变量

选择方法对样条拟合后的部分线性可加 Cox模型施加群组惩罚，对目标函数中

的残差平方和进行范数惩罚得到对数偏似然函数，后采用自适应组 Lasso的惩罚

方法进行变量选择研究。

（3）通过模拟与实证分析来证明方法的可靠性。对比组变量选择方法和双

层变量选择方法在五类指标下的性能，基于Monte Carlo模拟来说明所提方法的

有限样本表现，并通过实证分析结果来解释说明所提方法的有效性。

本文结构如下：

第一章，绪论。介绍 Cox模型以及变量选择方法的研究现状，分别介绍单

变量选择方法、组变量选择方法、双层变量选择方法的研究现状，阐述变量选择

方法与生存分析模型结合的意义。

第二章，预备知识。介绍生存分析中的基本概念以及生存函数、风险函数等

常用的基本函数；介绍样条回归的原理、常用的样条基函数相关理论知识以及在

线性模型中的变量选择方法。

第三章，模型设置。对部分线性可加 Cox模型中的基函数进行样条拟合，
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推导了双层变量选择下的部分线性可加 Cox模型的参数估计。

第四章，数值模拟与实例分析。对组变量选择方法与双层变量选择方法进行

模拟研究，证明双层变量选择方发具有组内组间具有有效性。研究真实数据经变

量选择后的效果，证明方法有实际意义。

第五章，研究总结和展望。总结本文中的部分线性可加 Cox模型的变量选

择方法，明确双层变量选择在实际中的意义。

1.5 本文创新点

本文主要研究了在生存分析中，利用部分线性可加 Cox模型来研究协变量

与生存时间的关系，通过结合变量选择方法使得部分线性可加 Cox模型得到的

结果更准确，主要创新点为：

（1）在研究内容方面，大量文献对 Cox模型进行了理论研究，但对部分线

性可加 Cox模型的研究较少，本文将生存分析中对 Cox模型的研究拓展到对部

分线性可加 Cox模型的研究中，拓展后的模型能够解决协变量随时间变化时产

生的生存分析问题。同时考虑了部分线性可加 Cox模型的变量选择过程，能够

将研究方法应用到实际中，为模型的后续研究提供了思路。

（2）在研究方法方面，通过对模型中的非参数函数部分进行样条拟合，将

复杂问题转换为选择系数组的问题，后引入双层变量选择方法对部分线性可加

Cox模型进行组内和组间的变量选择研究，研究了模型中线性与非线性同时存在

的情况下的变量选择问题，将问题一般化，更具有实际意义，并通过模拟与实证

分析证明方法的有效性。
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2 预备知识

2.1 生存分析

在医学、生物学、保险精算学、经济学以及人口统计等领域，往往会存在对

某给定事件发生的时间进行估计和预测的问题。比如：疾病的发生时间、种群的

灭亡时间、被保险人的索赔时间、经济危机发生的时间等，这类研究事件发生时

间规律性的问题就是生存分析问题。生存分析的核心问题就是确定生存分布的模

型以及在这些模型的基础上进行统计推断。

2.1.1 生存分析的基本概念

生存时间分布通常不满足正态分布。因观测对象进入或退出实验时间的差别，

生存分析中存在删失和截尾两种类型的数据。产生删失数据的原因是由于在实际

生存分析问题中，只有部分个体存活时间能够被准确记录，而剩余个体存活时间

只知道其发生在某些特定时间之后，这类数据被称为删失数据。比如在利用动物

研究某项致癌物质对存活时间的影响时，开始实验前动物的数目是固定的，出于

观察时间或费用等因素的考虑，研究者不会等到所有动物都死亡后再结束实验。

在上述实验中，删失发生于研究结束时仍然存活的个体中。

截尾数据是指在实际研究中，研究者并未发现因观测等问题自动剔除的样本。

例如某项对退休中心居民的生存研究，研究记录了退休居民的死亡年龄和新个体

加入中心的年龄。在本项实验中，由于未加入退休中心就提前死亡的人员不会被

考虑到实验中，这类提前死亡人员产生的数据集就是截尾数据。

研究协变量是由于其具有影响响应变量的功能，建立协变量和响应变量之间

的函数关系是生存分析的基础。在常见的线性回归中，协变量一般不随时间改变，
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但在生存分析中，因其特殊性，有些情况下协变量会随时间改变，时间依协变量

就用来刻画上述情况。时间依协变量指随时间变化而变化的解释变量。一般分为

四种情况：

（1）自定义的时依协变量，一般用于比较两组不含时间变量的数据集的生

存情况，此时将两个变量分别与时间相乘，则可得到两组可比较的时依协变量；

（2）内部时依协变量，它是随着时间变化，自变量本身发生变化的时依协

变量。比如对有些受试者在随访过程中自身的高血压状态发生变化，自身产生了

随时间变化的协变量，被称为内部时依协变量；

（3）外部的时依协变量，随着时间的变化，模型中自变量本身取值并未发

生改变，但其效应却在发生变化。比如工作状态中的裁员情况，并非主动辞职，

而受到外部的干预导致工作状态的结束，也称作辅助时依协变量；

（4）同时是内部和外部的时依协变量，内部和外部都随时间变化的协变量，

这种情况较为少见。典型的例子为器官移植，需要同时满足存在供体以及匹配成

功。匹配成功与否产生“未移植”和“移植”两种情况，这是内部随时间变化的

情况，供体存在与否也会产生“未移植”和“移植”两种情况，这是外部随时间

变化的情况，两者同时受时间的变化而变化的变量称为内部和外部的时依协变量。

2.1.2 生存分析的基本函数

生存分析
[35]
是将事件发生的结果与随访时间两个因素结合，对完全或不完全

数据进行分析的方法。在生存分析中，一般不直接研究协变量与生存函数的关系，

而是借助风险函数来研究。
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2.1.2.1 生存函数

生存概率是指单位时间开始时存活的个体到该时段结束时仍然存活的概率，

假定按年计数，则年生存概率P可用下式表达：

=同年内生存满一年人数
年生存概率P

某年年初人数

生存函数
[36]
也被称为累积生存概率，它是指生存时间超过某个时间点的概率，

假定协变量为 X ，生存函数为 (t,X)S ，则生存时间可以表示为：

(t,X)S 
生存时间>t时刻的观察单位数

总观察数

观察生存概率与生存函数可知，生存概率研究的是某段时间的生存情况，而

生存函数是指某个较长时间段内的生存情况，即生存函数是生存概率的累积结果。

如研究五年的生存函数就表示为每一年生存概率的乘积：

1 2 3 4 5t,X) P P P P PS     （

2.1.2.2 风险函数

假定X是连续的随机变量，风险函数 ( ,X)h t 可以用密度函数 ( , )f t X 与生存

函数  ,S t X 来表示，它是描述观察个体在某时刻存活的条件下，在下一个的单

位时间内死亡的（条件）概率，通常用 ( ,X)h t 表示：

 
   0

t ( , )( ,X) lim
, ,dt

P T t dt f t Xh t
dt S t X S t X

  
 



2.1.2.3 Cox 比例风险模型

医学中生存分析的研究应用在观察时间与事件发生时间不一致的情况，它将
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事件发生的结果与观察时间两因素结合起来，研究生存函数与协变量之间的关系。

通常可用生存率、生存曲线等指标来估计生存时间。但当生存时间的分布过于复

杂时，简单的计算指标不能满足现实的需要，而 Cox比例风险模型就可以很好

的解决上述问题。

在大多数应用中，Cox比例风险模型能够处理生存分析中的问题，但 Cox

模型不直接考察生存函数与协变量之间的关系，而是用风险函数作为因变量，将

参数与非参数结合，排除混杂因素影响，筛选出影响生存时间的因素。模型的基

本形式为：

 0 1 1 2 2h( , ) ( ) exp m mt X h t X X X    

其中， 1 2 m, ,   为自变量 X的偏回归系数，h(t,X)为生存函数中的瞬时

死亡率，即风险函数。Cox比例风险模型是半参数模型，由参数和非参数两部分

组成。其中 1 1 2 2 m mX X X    是模型中的参数部分； 0 ( )h t 为基础风险率，分

布未知，也称作未知基准风险函数，它与风险函数h(t,X)成比例，是模型中的非

参数部分。

生存分析中的 Cox比例风险模型满足等比例风险假定：在研究期间，任意

变量对生存的影响在任何时间都是相同的，不随时间的变化而变化。这就导致当

出现与时间相关的协变量时，Cox比例风险模型就不再适用，此时部分线性可加

Cox模型就能在上述假定不存在的情况分析变量与生存时间的关系。

2.2 样条回归

2.2.1 样条回归模型

在正交序列中，需要假设向量间为正交。而在样条回归中不用假设向量间正
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交，故在样条回归中可以获得更多基函数选择的机会。

样条回归[37]与虚拟变量、时间计数、干预分析、中断时间序列、逐步线性回

归等相关。例如，假设有一个随时间变化的连续变量Y，并且其随时间变化的轨

迹是因为某个事件或政策改变而发生的变化，比如Y是一个社区每年领取福利的

人数，很多年来Y一直上升，假设某项事件发生使得社区福利下降。若这种下降

是突然的，就可以使用中断的时间序列模型，因为时间序列模型可以反映出截距

的变化；但若领取福利的人数是缓慢降低而不是突然减少的，那么使用样条回归

就更合适，因为样条回归可以反映两条回归线在连接点处平滑的斜率变化，而避

免回归线中出现断裂。

假设有 n组数据      1 1 2 2, , , , , , ,n nx y x y x y 其中  ,ix a b 。在很多情况下，有

关  ,i ix y 的分布未知，原有的参数模型在此处不适用，则假设  ,i ix y 满足以下关

系：

  , 1, 2, ,i i iy f x i n   

式中，  if x 是关于 ix 的未知函数， i 是满足独立同分布的正态分布

 20,N  。并且满足    yi iE f x 。样条回归步骤见下：

对于未知的函数  if x ，采用样条基函数来估计未知函数可以避免假定错误

等风险，以线性样条基函数为例来逼近未知函数。对于任意  , ,x a b 关于 x的线

性样条基函数定义为：

1 21, , ( ) , ( ) , ( )kx x x x      

其中，  ,j a b  称为结。则未知函数  if x 可表示为：

   0 1
1

K

i i k i k
k

f x x b x  




   



兰州财经大学硕士毕业论文 部分线性可加Cox 模型的变量选择研究

16

在上式中，一般认为在差别足够小的情况下，可以取到等号。

在 Ruppret[38]中定义样条回归模型为：

 0 1
1

, 1, 2, ,
K

i i k i k i
k

y x b x i n   




      

其中，观测到的因变量为  1 2, , T
ny y y y  ，此时有矩阵：

     

     

1 1 1 1 2 1

1 2

1

1

K

n n n n K

x x x x

X
x x x x

  

  

  

  

   
 

  
    


     



这里的矩阵形式可以看出与多元线性回归类似，则参数  0 1 1 2, , , , Kb b b   的

估计值为：

    1

0 1 1 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , , , = y

T
T T

Kb b b X X X  


 

由上可知，  if x 的估计值为：

   0 1
1

ˆ ˆˆ ˆ
K

i i K i k
k

f x x b x  




   

利用线性样条基函数估计未知函数的方法较为简便，可以将复杂的模型转化

为简单的基函数线性组合，是解决高维问题合适的方式。

2.2.2 样条回归模型的节点

样条回归是加了约束的分段回归，这个约束就指的要求在节点处连续，即在

节点处满足连续性。节点可以被认为是分割点，有关节点的选取也是值得关心的

问题。在数据量分布较为清晰时，可以根据数据的散点图来推断，即根据点的疏

密程度人为进行选择。基本原则为观察散点图若在区间内分布较为均匀，则可以

在区间中取等距的点作为节点；若某段的分布较为密集，则可在密集段多加入几

个节点。一般情况下，节点的选取可以通过 AIC、BIC 准则直接得出。
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2.2.3 常用的样条基函数

随着拟合模型复杂度的增加，简单的线性样条基函数不能满足模型的需要，

一些常用的样条基函数有：

（1）二次样条基函数：表达式为
2 2 2 2

1 21, , x , ( ) , ( ) , ( )kx x x x     ，相较

线性样条基函数，其在节点处光滑可导。

（2）p阶截断样条基函数：表达式为 1 21, , x , ( ) , ( ) , ( )p p p p
kx x x x        ，

当 1p  时，截断样条基函数就位线性样条基函数；主有在 2p  ，截断样条基函

数才在 p阶处有定义，且在节点处是可导的。

（3）B-样条基函数：与上述两种样条基函数不同，B-样条基函数需要借助

递推公式来定义。首先对 B-样条基函数的节点做出以下假定。

假设 B是 m+1个非递减数列的集合，满足 0 1 2 mB B B B    。其中 iB 就

称作 B-样条基函数的节点，而集合 B就称为节点向量，其中的第 i个节点区间

表示为 1,i iB B  。节点的分布情况对 B-样条基函数的拟合效果有一定的影响，一

般的，如果一个节点 iB 出现 K次，表现为 1 i+k-1= = ( 1),i iB B B k  那么就称 iB 是

一个重复度为 k的多重节点，记为  iB k ，反之，若只出现一次则可知 iB 为简单

节点，若节点间的距离相等，节点向量称为均匀的。定义 0阶 B-样条基函数为：

 , 1( ) Ii p j jB x x    

式中，  I  为示性函数。

假定基函数的次数为 p，p阶 B-样条基函数由如下递推公式定义：

1
, , 1 1, 1

1 1 1

( ) ( ) ( )i p
i p i p i p

i p i p i

xxB x B x B x


   


  
    


 

 

上式称为 de Boor-Cox递推公式。分析可知，若上式次数为 0，则这些基函
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数都是阶梯函数，也就等同于 0阶 B-样条基函数的表达式。若节点有多个，则

直接代入上式计算基函数的表达式。

2.3 变量选择方法

考虑线性回归模型：

y   X

其中  1y , , T
ny y  为被解释变量;  1, ,

T

pX X X 是 p维解释变量； 为随

机误差项，假定相互独立且服从正态分布  20,i N  。

最小二乘法的的思想是通过最小化真实值和预测值间的平方误差来预测模

型，这个平方误差值被称为残差平方和（RSS），满足：

 
n

2

i=1

ˆ= i iRSS y y

最小化残差平方和：

 2
1

ˆ argmin
n

OLS i i i
i

y x


 


 

将其化为矩阵形式，可得：

   ˆ argmin T
OLS y y



    X X

求解得：

  1ˆ T T
OLS y


 X X X

要求解上述式子，则需要假设 TX X 为满秩矩阵。但在实际计算中 TX X 往往

不是满秩矩阵。就像在高维数据模型中变量数远远大于样本数时，矩阵中的列数

要多于行数，在 TX X 不满秩时， TX X 的行列式接近于0，在此时计算误差就会
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很大，可解出多个解，从而影响估计结果。在包含多重共线性问题时，使用最小

二乘估计会出现系数不稳定的情况。处理方法是对损失函数加上正则项，将不确

定问题转化为确定性问题。

分组结构可能出于多种原因而产生，并导致截然不同的建模目标，组变量选

择方法常用于分组结构，常见的例子包括通过一组指标变量表示渐进模型中的多

级分类协变量，以及通过一组基函数表示连续变量的影响。分组也可以被引入到

模型中，希望利用具有科学意义的先验知识。例如，在遗传关联研究中，来自同

一基因的遗传标记可以被视为一组。在分析此类数据时，最好考虑分组结构。在

本节中主要介绍后续模拟中使用的三种组变量选择方法以及两种双层变量选择

方法。

2.3.1 Group Lasso 方法

当分组结构出现时，Lasso方法不能从组的水平进行变量选择，Group Lasso

是Lasso的扩展，它能够将分好组的系数向量的每一组系数视为“单个”变量进

行选择。与Lasso方法类似，即如果某组的系数向量全为0，则在变量选择中该组

数据对应的特征全部舍弃，反之，若某组的系数向量不全为0，则在变量选择中

该组数据对应的特征全部保留，这样提高了组间的稀疏性，适用于分组数据。

假设Y为 1n 维向量， jX 是第 j个因子对应的 Pjn 维的矩阵， jβ 为 jX 的

系数向量，则由Yuan得目标函数为：

2
2 2

1 1

1ˆ argmin || || || ||
2

J J

Group lasso j j
j j

Y


 
 

   X β β

由上式可知，在Group Lasso中 p个预测值被分成了 j个组，这里的正则化系

数满足 0  ，与Lasso方法一致，在变量选择中用于控制数据的压缩，当越
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大，就说明数据的压缩程度越高。而引入的系数向量 jβ 可以实现每个组的变量

选择。

2.3.2 Group Scad 方法

因为Lasso类变量选择是有偏的，Fan于2001年提出的Scad方法是一种具有 1L

和 2L 惩罚项之和的凸惩罚函数，采用单调减少的惩罚项来进行无偏估计，而

Group Scad方法是Scad的延伸，它将Scad方法延伸到群组结构中，可以将自变量

分组，通过组间的稀疏性进行变量选择。

假设Y为 1n 维向量， jX 是第 j个因子对应的 jn P 维的矩阵，由Zeng（2014）

得目标函数为：

 2
2 2

1 1

ˆ argmin || ||
J J

Group Scad j j j
j j

Y p



 

   X β β

其中， p 表示为Scad惩罚，表示为：

   
 

2 2

2

0

2
2 1

1
2

a
f a

a

a
a



   

   
   


 


  

     


  


，

，

，

其中， 2a  。为调节参数，在Fan和Li(2001)在Scad中参数 a建议取值为3.7，

而Zeng(2014)中建议取值为3。

由上述表达式可知Group Scad是将 2L 惩罚添加到Scad惩罚中的一类惩罚方

法，具有更强的稀疏性和组特征。
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2.3.3 Group Mcp 方法

与上述相似，Group Mcp也是对单变量选择方法施加群组的思想，由 Huang

和 Breheny[39]中首次提出，假设Y为 1n 维向量， jX 是第 j个因子对应的 jn P 维

的矩阵，则目标函数为：

 2
2

1

ˆ argmin || ||
J

Group Mcp j j
j

Y 


 


   X β β

其中，   1 0
( ) 1jJ

jj

zsign dz
b



   




    
 

 

Group Mcp方法能够在分组数据中进行变量选择，与单变量选择方法比较能

够处理更复杂的群组数据，具有较强的适应性，但无法保障组内系数的稀疏性。

2.3.4 Spare Group Lasso 方法

一般来说，数据的稀疏性有两种类型，一类为“组间稀疏”，指变量中至少

具有一个非零系数的组的数量，另一类为“组内稀疏”，指变量中每个非零组内

存在非零系数的数量。而在组变量选择方法将整组数据选入模型时，要求整个变

量组中的系数为非零，也就无法保证组间系数的稀疏性。双层变量选择方法可以

实现变量的组内和组间的稀疏性，对整个区间上的数据都能进行有效分析。其中，

Simon[40]提出一种 Spare Group Lasso（稀疏组 Lasso）的惩罚方法，假设Y为 1n

维向量， jX 是第 j个因子对应的 jn P 维的矩阵，则目标函数为：

2
2 2

1 1 1

ˆ argmin || || (1 )
pJ J

Spare Group Lasso j j j j l
j j l

Y X p   
  

      
β

β β β

其中，
1

J

j
j

p p


 ， 是调整 1L 范数惩罚 2L 范数惩罚的参数，并且  0,1  。

可以看到，稀疏组 Lasso实际上为 Lasso与 Group Lasso这两种方法的结合。

当 0  时，稀疏组 Lasso的目标函数就转化为Group Lasso的目标函数，当 1  ，
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稀疏组 Lasso的目标函数就转化为 Lasso的目标函数，如此，确保了变量组间和

组内都具有稀疏性。

2.3.5 Adaptive Spare Group Lasso 方法

自适应稀疏组 Lasso[41](Adaptive Sparse Group Lasso)是对稀疏组 Lasso 的扩

展和改进。在传统稀疏组 Lasso中，每个子集的权重向量是固定不变的，而在自

适应稀疏组 Lasso中，每个子集的权重向量是通过自适应的方式来确定，可以更

好地适应数据分布的变化。具体来说，自适应稀疏组 Lasso将每个特征分成一组，

每组中的特征具有相似的属性，例如时间相关性或空间相关性；然后，自适应稀

疏组 Lasso通过学习每个特征组的不同权重，来确定每个子集的权重向量。这种

方法使得自适应稀疏组Lasso更加灵活和精确，能够更好地适应不同类型的数据。

主要思想是给惩罚项选取合适的权重，以解决 Lasso 方法的不一致性。由

Fang(2014)可知目标函数见下：

2
2 2

1 1 1

ˆ argmin || || (1 )
pJ J

Spare Group Lasso j j j j j l l
j j l

Y X p     
  

      
β

β β β

其中 1( ,..., )TJ   ， 1( ,..., )Tp   分别为组变量以及单个变量的正数权重

因子。

2.4 本章小结

本章首先介绍生存分析的基本概念，表明部分线性可加 Cox能分析时依协

变量与生存时间的关系；其次介绍样条回归及相关理论知识，阐述样条展开法逼

近模型未知分量函数部分的合理性；最后介绍三种组变量选择方法以及两种双层

变量选择方法，体现组变量选择在变量选择中的局限性。
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3 模型设置

3.1 部分线性可加 Cox 模型

由于生存数据的复杂性，一般不把基准风险函数参数化。此时，左截断和右

删失观测数据下回归参数的半参数估计、基准风险函数和受试者生存曲线的估计

的研究具有科学意义。与Cox比例风险模型相比，可加风险模型指定：与一组随

时间变化的协变量相关的风险函数是基准风险函数与协变量回归函数之和，而不

是与协变量回归函数的乘积。这种表述描述了协变量与失效时间之间关系的不同

方面，在许多应用中可加风险回归模型更合理。

对于一个给定的应用，可加风险模型是更合适的选择，尤其是对于连续的协

变量，因为在Cox比例风险模型中，当给定的协变量元素每增加一个单位且其他

的协变量保持不变时，风险函数被假定按照指数形式增长，在许多实际应用中，

指数级增长过于极端。则当Cox比例风险模型拟合的适合性或者乘法协变量效应

存在问题时，可加风险模型能解决上述问题。

在实践中，并非所有协变量都与风险函数呈线性相关，即其中一些协变量对

风险函数具有非线性影响。此时考虑参数模型过于严格，而非参数模型则会导致

“维数诅咒”。在这种情况下，部分线性模型结合了非参数建模的灵活性和参数

建模的简约性和易解释性，避免了纯非参数模型维数的诅咒。为了在线性模型中

纳入协变量的非线性效应，考虑与Hang（1999）类似的部分线性可加Cox模型。

假设条件风险函数为：

      0| = exp ,t W t f W  X X，

其中，      11
, , ,

Tq
j j qj

f f W W W


 W W  为 q维协变量向量，    1, ,jf j q  
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为未知的非线性光滑函数。

该模型同时包含非参数分量  f W 和参数分量 X 。在实际应用中，很少所

有的协变量对响应变量显著相关，也就是说， 1( , , )p    以及   
1

q

j j
f


 存在

一些分量、函数为零或者非参数分量在区间上局部稀疏性等。在这种情况下，有

效的双层变量选择方法不仅可以降低模型的复杂度，还可以增加模型预测精度。

3.2 参数估计

本文针对模型，提出应用 B-样条的方法对未知的分量函数进行样条基函数

展开，从而进行后续估计。在样条估计中，主要利用样条基函数的线性组合来逼

近未知的光滑函数，这种组合可以拟合不同形状或分布的数据，因此，为了使得

B-样条估计方法可以对更复杂的模型进行逼近求解，对于合适的基函数的选取也

是我们值得关心的问题。

假定  jX t 在任意 t [0,T] 在区间 [a,b]上取值，且 1,2,j p  ，多项式空间

nS 中有K个点，满足 0 1 1Ka b       ，则K个点就为多项式空间 nS 中的

K个节点。用 KqI 表示为区间 [a,b]上的子集，建立 1[ , ],q 0,1,Kq q qI K     ，其

中K满足 ( ) 0 1/ 2K K n n     并使得  1 1 1max q K q q O n   
     成立。

此时定义 nS 为满足以下条件的多项式样条空间： a KqI 为 nS 的子集，且

1 q K  ； b 对于 2 与 '0 2    ，函数 s 是次连续可微的。

由上述可知，在空间 nS 上，当1 nk m  ，  nm K n l  时存在一个 B-样条基

k 使得对于任意 nj nf S 都存在：

   
1

, 1 .
nm

nj jk jk j
k

f w W j p 
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基于光滑性假定，基函数  njf z 可以逼近 nS ，在上述近似下，每个分参数分

量都可以表示为样条基函数的线性组合，则通过 B-样条可以将模型中未知的分

量选择问题变成了线性组合中选择系数组的问题，便于之后的估计。

在本文中对非参数分量部分采用B-样条逼近处理得：

     0
1 1

| = exp
nmq

jk jk j
j k

t t W    
 

 
 

 
W X X，

为了书写方便，令  1, ,
n

T

j j jm γ   1 , ,
TT T

pγ γ γ ，对于任意  ,w a b ，

可知存在对应的 B-样条基函数：

11 11 1 11 1 1 1

1

11 1 1 1 1 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( , , )
( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n
n

m q q qm q

q

n m n q nq qm nq n q m

W W W W

W W W W

   

   
 

 
 

   
 
 

  


  

Φ Φ Φ

作为新的一组 ( )nn q m  的系数矩阵，为了书写简洁，此处及本文后面都令

( )wΦ Φ ，利用上式中定义的基函数去逼近未知分量函数  jf
  。将模型矩阵化

表示为：

    0|t W t   X X β，

其中，  *
1, , pX X X Φ 为新模型的设计矩阵，  *

1 , , ,
TT T T

q β γ γ 为长度

为 nm q p  的带估计参数，前 nm q 各元素为 q组B-样条系数，最后 p个元素可

以看做组长度为1的线性结构回归系数。此时对数偏似然函数为：

      *

1 1
log exp

n n

n i l i
i l

l Y T   

 

 
   

 
 β X β X β

为了对组变量和个体变量进行同时选择，令 , 1, ,j j j q  β γ  ；

, 1, ,j j j q p q    β  ，采用自适应稀疏组Lasso惩罚方法，惩罚负对数偏似然

函数为：
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*

* *

2
1 1

1
np q mq p

n n j j j l l
j l

pl l g     




 

     β β β

其中， jg 为第 j组变量的个数， 1( ,..., )TJ   ， 1( ,..., )Tp   分别为组变

量以及单个变量的正数权重因子，当取值都相同时就退化为了稀疏组 Lasso。

3.3 本章小结

本章主要对部分线性可加 Cox模型中的基函数进行样条拟合，实现未知分

量函数的有效逼近；推导双层变量选择下的部分线性可加 Cox模型的参数估计，

说明有效的双层变量选择方法不仅可以降低模型的复杂度，还可以增加模型预测

精度。
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4 数值模拟与实例分析

4.1 块坐标下降法

对于高维问题，最小二乘近似中的伪响应向量有时变得难以或不可能计算。

Meier等[42]使用块坐标梯度下降算法解决了逻辑回归中的类似问题。在本文中通

过用负对数偏似然代替损失函数，将其算法扩展到部分线性可加Cox模型中。

坐标下降法是每次沿着单个维度方向进行搜索，当得到一个当前维度最小值

之后再循环使用不同的维度方向，最终收敛得到最优解。而块坐标下降法是坐标

下降法的更一般形式，块坐标下降法的关键思想是将对数似然的二次近似和额外

的线搜索相结合来进行迭代，它通过对变量的子集进行同时优化，把原问题分解

为多个子问题。

在进行 K+1次迭代时，利用
( )kβ 的二阶泰勒展开式，并且使用正定的海瑟

矩阵 (k)H 来代替对数偏似然函数  *nl β ，则上文中的  ( ) ,k
npl  β d 可以表示为：

   (k) *( ) *( ) ( )

*
*( ) *( )

21 1

1( )
2

(1 )
n

j

k T k T k

p q mp q
k k

j j j l l l
j l

S d L L H

g d



     


 

    
 

     

β d β d d

β d



其中， * np q md 称作步长，用来进行迭代，矩阵 (k)H 是块对角矩阵，并且

n nm m 维的
( )k
jjH 为

( )k
jh 的子集，并且满足

( ) ( )
n

k k
jj j mH h I ，

( )k
jh 是海瑟矩阵  ( ) jjL β

的最大对角线值。因为 (k)H 是块对角矩阵，所以惩罚项是块可分的，则对于
(k) ( )S d

的最小化问题可以理解为并行求解的 P个子问题。对于第 j组变量，步长为：

  *( ) ( ) *( ) *( )

2

1ˆ argmin (1 )
2 j

j j

T k T k k k
j j j jj j j j j l l lj l G

L H g d    


         
  


d

d d β d d β d
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若   *( ) ( ) *( )

2

k k k
jj

L h  β β ，则上式中的最小值为：

*( )ˆ k
j j d β

若   *( ) ( ) *( )

2

k k k
jj

L h  β β ，则上式中的最小值为
：

  
  
  

*( ) ( ) *( )

*( )
( )

*( ) ( ) *( )

2

1ˆ
k k k

j jjk
j k j k k kj

j jj

L h
L

h L h


  
   

 
 

β β
d β

β β






然而用上述近似代替Hessian矩阵时，步长 ˆ
jd 会导致当接近静止点时，牛顿

方向的收敛速度与牛顿方向的速度不同。沿所获得的方向找到合适的步长 ˆ
jd ，

使用Armijo规则执行不精确的线搜索。建立 ( )k 为几何序列

  0 1, 0,1,2,      的最大值，则满足以下:

   *( ) *( ) ( )ˆ, ,k k k
n npl pl       β d β(k) (k)

其中，0 1  ，并且 ( )k 是对目标函数  npl  的改进，则有

    ( ) *( ) ( ) ( )

2 2
ˆ ˆ

j nj

k T k k k
j jj
d L d      β β

最后，迭代方程为：

*( 1) *( ) ( ) ˆ
j j

k k k   jβ β d



兰州财经大学硕士毕业论文 部分线性可加Cox 模型的变量选择研究

29

4.2 数值模拟

为证明双层变量选择方法在部分线性可加 Cox模型的有限样本性能，在本

节中利用蒙特卡洛模拟分别将 Group Lasso、Group Scad、Group Mcp、Sparse

Group Lasso、Adaptive Sparse Group Lasso 这五种变量选择方法应用在模型中，

具体分类见表 4.1。下文将上述变量选择方法简称为 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、

SG-Lasso 以及 ASG-Lasso。为了与真实模型进行对比，假设已知显著的线性结

构变量以及非线性结构变量，并只采用这些变量建立失效时间的部分线性可加

Cox模型，得到模型的 Orcale方法估计值，分别将变量选择方法估计值与 Oracle

估计值对比分析。其中，通过改变协变量的分布将模拟分为三种情况：

第一种情况：协变量 X 满足正态分布，协变量W 满足均匀分布；

第二种情况：协变量 X 满足正态分布且相关系数值设置为 0.5（即

( , ) 0.5 ; ; , 1, ,i j
i jX X i j i j p     ），协变量W 满足均匀分布；

第三种情况：协变量 X 与第二种情况相同，协变量W 满足均匀分布并设置

零区间。

表 4.1 模拟惩罚项选择方案

类型 变量选择方法

组变量选择方法

G-Lasso

G-Scad

G-Mcp

双层变量选择方法
SG-Lasso

ASG-Lasso

本文采用三次 B-样条曲线[43]拟合非参数部分中的未知函数，经 AIC 准则验
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证取 8 个节点效果最好。通过 R 语言进行模拟分析，主要使用 grpreg、

grpreGoverlap、ncvreg、SGL、groCox、splines和 glmnet包中的函数进行计算。

将 Oracle 估计值作为基准，使用五种性能指标来对不同的变量选择方法进

行评价，五种性能指标分别为选择的真实组数（TG）、选择的零组数（FG）、

选择为非零的真实非零变量数（TP）、选择非零的真零变量数（FP）以及预测

误差（PE）。PE定义为：

         1 1 2 2 1 21 2
ˆ ˆ ˆT TX W W X W W          .

4.2.1 第一种情况

数据生成仿照 Arfan(2020)[44]中的方法设置线性结构变量以及非参数函数分

别为 20个，真实模型由 4个线性结构协变量以及 2个非参数函数组成，其中线

性结构变量的系数为 ( , , , , ,..., )2 2 2 2 0 0  ，即前四个变量为显著的重要变量；非参

数函数为  1 1 (2 )W Sin w  、  2 2 (2 )W Cox w  、   0, 3,..., 20l lW l   。各协

变量满足独立同分布，即 ( , )
iid

X N 0 1 ， ( , )
iid

W U 0 1 ，实际例子中非参数函数的协

变量的区间不满足[0,1]区间时，采用归一化的方式进行处理以简化计算。风险函

数由模型       0| = expt t f  ，W X W X 生成，设置删失变量为[0,C]的均匀

分布，并控制 C 使得删失比率为 10%、20%、40%的情况下，假定风险函数

 0 1.0h t  ，对样本量 100 200 400n  、 、 时分别进行 500次模拟研究。

4.2.1.1 删失比为 10%

设置删失比 10%，当 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso以及 ASG-Lasso

方法分别在样本 100 200 400n  、 、 时，评价指标的均值和标准差见表 4.2：
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表 4.2 100 200 400n  、 、 时不同变量选择方法的均值（标准差）

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 

G-Lasso 2（0） 6.13（2.37） 4（0） 4.78（1.95） 2.38（0.94）

G-Scad 1.90（0.44） 0.89（1.09） 4（0） 1.49（1.25） 1.06（0.78）

G-Mcp 1.80（0.61） 0.39（0.69） 4（0） 0.85（0.93） 0.88（0.57）

SG-Lasso 1.60（0.72） 1.36（1.49） 4（0） 4.12（2.65） 1.77（1.17）

ASG-Lasso 2（0.16） 0.50（0.98） 4（0） 1.19（1.19） 0.55（0.59）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.53（0.57）

200n 

G-Lasso 2（0） 8.03（2.83） 4（0） 6（2） 1.29（0.51）

G-Scad 2（0） 1.56（1.77） 4（0） 2.10（1.60） 0.40（0.40）

G-Mcp 2（0.09） 0.49（0.88） 4（0） 1.10（1.10） 0.33（0.27）

SG-Lasso 2（0） 1.16（1.14） 4（0） 5.70（2） 1.02（0.35）

ASG-Lasso 2（0） 0.57（1.13） 4（0） 1.40（1.80） 0.23（0.21）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.18（0.14）

400n 

G-Lasso 2（0） 10.48（2.85） 4（0） 7.20（2.30） 0.91（0.30）

G-Scad 2（0） 1（1.41） 4（0） 1.70（1.50） 0.16（0.12）

G-Mcp 2（0） 0.48（0.91） 4（0） 1（1.20） 0.19（0.14）

SG-Lasso 2（0） 0.14（0.38） 4（0） 3.20（20） 0.65（0.24）

ASG-Lasso 2（0） 0.35（0.72） 4（0） 1.60（1.35） 0.10（0.07）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.08（0.06）
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从表 4.2中可知，对于评价指标选择的真实组数（TG）以及选择为非零的真

实非零变量数（TP），五种变量选择方法的均值和方差与 Oracle 估计值几乎一

致，说明模型有效。随着样本量的增大，当 n 400 时，与 G-Lasso、G-Scad、

G-Mcp相比，SG-Lasso和 ASG-Lasso选择了更少的零组数并且方差较小，其中，

SG-Lasso选择的零组数（FG）的均值为最小值 0.14。在选择非零的真零变量数

（FP）中，G-MCP表现最好，错误选出的非零变量个数最小。预测误差（PE）

箱线图见图 4.1：

（a） 100n  （b） 200n 

（c） 400n 

图 4.1 100 200 400n  、 、 时预测误差（PE）箱线图
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结合表 4.2和图 4.1可知，由于 Lasso的有偏性，G-Scad、G-Mcp与 G-Lasso、

SG-Lasso 相比具有更小的预测误差，但在 ASG-Lasso 中已得到改善，预测误差

（PE）基本与 Oracle估计值相同。

4.2.1.2 删失比为 20%

设置删失比 20%，当 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso以及 ASG-Lasso

方法分别在样本 100 200 400n  、 、 时，评价指标的均值和标准差见表 4.3：

表 4.3 100 200 400n  、 、 时不同变量选择方法的均值（标准差）

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 

G-Lasso 2（0） 5.82（2.39） 4（0） 4.70（2） 2.25（1.02）

G-Scad 1.80（0.54） 0.73（1.18） 4（0） 1.28（1.25） 1.24（1.45）

G-Mcp 1.60（0.73） 0.28（0.61） 4（0） 0.71（0.92） 1.10（1.35）

SG-Lasso 1.40（0.84） 1.09（1.36） 4（0） 9.63（2.91） 2.08（1.41）

ASG-Lasso 1.90（0.26） 0.48（0.83） 4（0） 1.11（1.11） 0.60（1.72）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.63（0.68）

200n 

G-Lasso 2（0） 8.10（2.90） 4（0） 5.83（2.10） 1.34（0.52）

G-Scad 2（0） 1.25（1.50） 4（0） 1.84（1.40） 0.44（0.38）

G-Mcp 2（0） 0.45（1.20） 4（0） 0.96（1.30） 0.39（0.58）

SG-Lasso 2（0） 1.20（1.20） 4（0） 5.63（1.90） 1.04（0.36）

ASG-Lasso 2（0） 0.63（1.30） 4（0） 1.46（1.70） 0.26（0.27）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.21（0.17）
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续表 4.3

样本量 方法 TG FG TP FP PE

400n 

G-Lasso 2（0） 10.13（2.90） 4（0） 6.94（2.20） 0.96（0.30）

G-Scad 2（0） 0.77（1.20） 4（0） 1.48（1.40） 0.17（0.12）

G-Mcp 2（0） 0.38（0.89） 4（0） 0.97（1.20） 0.20（0.14）

SG-Lasso 2（0） 0.14（1.39） 4（0） 6.15（1.90） 0.83（0.25）

ASG-Lasso 2（0） 0.40（0.82） 4（0） 1.19（1.15） 0.11（0.08）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.08（0.06）

从表 4.3中可知，评价指标选择的真实组数（TG）和选择为非零的真实非零

变量数（TP）在五种变量选择方法的均值和方差与 Oracle 估计值几乎一致，说

明在删失比为 20%的情形下模型有效。整体趋势与删失比 10%的数值趋势相同，

SG-Lasso选择的零组数（FG）的均值为最小值 0.14。选择非零的真零变量数（FP）

中，SG-Lasso不如 G-MCP，但同样在 ASG-Lasso中逐渐改善。预测误差（PE）

箱线图见图 4.2：

（a） 100n  （b） 200n 
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（c） 400n 

图 4.2 100 200 400n  、 、 时预测误差（PE）箱线图

结合表 4.3和图 4.2可知，当删失比为 20%且样本量较小时，五种变量选择

方法的异常值增多，在图中显示为箱体图上下边缘接近坐标轴，但预测误差预测

误差（PE）基本与 Oracle估计值相同。随着样本量的增大，异常值对数据预测

误差的影响较小。

4.2.1.3 删失比为 40%

设置删失比 40%，当 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso以及 ASG-Lasso

方法分别在样本 100 200 400n  、 、 时，评价指标的均值和标准差见表 4.4：

表 4.4 100 200 400n  、 、 时不同变量选择方法的均值（标准差）

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 

G-Lasso 1.97（0.2） 5.58（2.4） 4（0） 4.65（1.92） 2.81（1.15）

G-Scad 1.36（0.83） 0.45（1.08） 4（0） 0.90（1.19） 1.98（7.06）

G-Mcp 0.98（0.90） 0.10（0.46） 4（0） 0.41（0.91） 1.70（3.58）

SG-Lasso 0.86（0.91） 0.59（1.09） 4（0） 8.32（3.19） 2.44（1.60）
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续表 4.4

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 
ASG-Lasso 1.82（0.44） 0.70（1） 4（0） 1.26（1.15） 0.83（0.78）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.97（1.06）

200n 

G-Lasso 2（0） 7.65（2.88） 4（0） 5.70（2.17） 1.60（1.17）

G-Scad 1.99（0.11） 1（1.50） 4（0） 1.40（1.45） 0.63（0.97）

G-Mcp 1.98（0.18） 0.33（1.46） 4（0） 0.71（1.31） 0.66（1.99）

SG-Lasso 2（0.06） 1.32（1.27） 4（0） 10.73（1.98） 0.72（0.99）

ASG-Lasso 2（0） 0.58（1.20） 4（0） 1.29（1.55） 0.34（0.29）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.29（0.24）

400n 

G-Lasso 2（0） 9.75（2.87） 4（0） 6.71（2.20） 1.11（0.35）

G-Scad 2（0） 0.52（0.97） 4（0） 1.12（1.13） 0.22（0.18）

G-Mcp 2（0） 0.23（0.62） 4（0） 0.62（0.83） 0.24（0.19）

SG-Lasso 2（0） 0.19（0.44） 4（0） 9.25（1.99） 0.68（0.27）

ASG-Lasso 2（0） 0.58（1.07） 4（0） 1.69（1.93） 0.15（0.12）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.11（0.09）

从表 4.4可知，评价指标选择的真实组数（TG）在 100n  时五种变量选择

方法时表现较差；在 200n  时 SG-Lasso、ASG-Lasso优于 G-Scad、G-Mcp；在

400n  时五种变量选择方法的均值和方差与 Oracle估计值保持一致，也说明了

在删失比为 40%的情形下模型仍旧有效。指标选择的零组数（FG）可知 G-Lasso

总会选择出更多不重要的变量，模拟结果较差。G-Mcp 选择非零的真零变量数
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（FP）中仍旧表现最好。预测误差（PE）箱线图见图 4.3：

（a） 100n  （b） 200n 

（c） 400n 

图 4.3 100 200 400n  、 、 时预测误差（PE）箱线图

结合表 4.4和图 4.3可知，当删失比为 40%且样本量较小时，G-Lasso、G-Scad、

G-Mcp存在极端异常值。随着样本量的增大 ASG-Lasso的预测误差与 Oracle估

计值最为接近，当 400n  时，均值差为 0.04，方差差为 0.03。
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4.2.1.4 不同删失比下的函数拟合图

本小节给出函数样条拟合估计值，黑色实线代表真实值，其余六条曲线分别

代表 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso、ASG-Lasso以及 Oracle估计的平均

曲线。当协变量满足正态分布，不同删失比下，样本量 100 200 400n  、 、 时函数拟

合见图 4.4-4.6。

删失比为 10%时，非参数分量  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图为：

（a） 100n 

（b） 200n 
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（c） 400n 

图 4.4 100 200 400n  、 、 时  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图

删失比为 20%时，非参数分量  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图为：

（a） 100n 
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（b） 200n 

（c） 400n 

图 4.5 100 200 400n  、 、 时  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图

删失比为 40%时，非参数分量  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图为：
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（a） 100n 

（b） 200n 

（c） 400n 

图 4.6 100 200 400n  、 、 时  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图
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4.2.2 第二种情况

数据生成与第一种情况类似，各协变量满足独立同分布， ( , )
iid

X N 0 1 ，

( , )
iid

W U 0 1 。协变量 X 满足正态分布且相关系数值设置为 0.5，协变量W 满足

均匀分布。风险函数由模型       0| = expt t f  ，W X W X 生成，设置删失

变量为[0,C]的均匀分布，并控制 C使得删失比率为 10%、20%、40%的情况下，

假定风险函数  0 1.0h t  ，对样本量 100 200 400n  、 、 时分别进行 500次模拟研究。

4.2.2.1 删失比为 10%

设置删失比 10%，当 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso以及 ASG-Lasso

方法分别在样本 100 200 400n  、 、 时，评价指标的均值和标准差见表 4.5：

表 4.5 100 200 400n  、 、 时不同变量选择方法的均值（标准差）

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 

G-Lasso 1.90（0.08） 6.10（2.44） 4（0） 4（1.67） 2.20（0.87）

G-Scad 1.93（0.30） 1.10（1.48） 4（0） 1.30（1.28） 1.07（1.64）

G-Mcp 1.80（0.48） 0.40（0.92） 4（0） 0.80（0.99） 0.82（0.60）

SG-Lasso 1.70（0.63） 1.40（1.54） 4（0） 9.40（2.47） 1.64（0.98）

ASG-Lasso 1.90（0.14） 0.60（1.19） 4（0） 0.9（1.04） 0.55（0.78）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.51（0.57）

200n 

G-Lasso 2（0） 8.58（2.75） 4（0） 5.24（2.03） 1.22（0.48）

G-Scad 2（0） 1.52（1.88） 4（0） 1.82（1.72） 0.39（0.59）

G-Mcp 2（0） 0.56（1.01） 4（0） 0.99（1.13） 0.31（0.22）
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续表 4.5

样本量 方法 TG FG TP FP PE

200n 

SG-Lasso 2（0） 0.86（1.05） 4（0） 9.08（1.89） 1.12（0.39）

ASG-Lasso 2（0） 0.61（1.20） 4（0） 1.27（1.60） 0.25（0.20）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.18（0.17）

400n 

G-Lasso 2（0） 10.90（2.75） 4（0） 6.26（2.15） 0.84（0.27）

G-Scad 2（0） 1.02（1.46） 4（0） 1.56（1.36） 0.15（0.10）

G-Mcp 2（0） 0.52（0.98） 4（0） 1.04（1.19） 0.18（0.13）

SG-Lasso 2（0） 0.06（0.25） 4（0） 7.35（1.97） 0.72（0.26）

ASG-Lasso 2（0） 0.32（0.71） 4（0） 1.45（1.84） 0.09（0.06）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.07（0.05）

从表 4.5可知，当协变量间存在相关系数时，五种变量选择方法在指标选择

的真实组数（TG）和选择为非零的真实非零变量数（TP）在删失比为 10%的情

形下表现较好，说明了模型的有效性。当协变量存在相关系数时，由指标选择的

零组数（FG）可知，随着样本量的增长，SG-Lasso、ASG-Lasso比 G-Scad、G-MCP

选择了更少的不重要变量，模拟结果较好。G-MCP选择非零的真零变量数（FP）

中表现最好。预测误差（PE）箱线图见图 4.7：
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（a） 100n  （b） 200n 

（c） 400n 

图 4.7 100 200 400n  、 、 时预测误差（PE）箱线图

结合表 4.5和图 4.7可知，当 100 200n  、 时，预测误差均值多数大于 1，但

当 400n  时，预测误差均值均小于 1，也就说明五种变量选择方法在样本量越

大时，产生的预测误差越小。

4.2.2.2 删失比为 20%

设置删失比 20%，当 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso以及 ASG-Lasso

方法分别在样本 100 200 400n  、 、 时，评价指标的均值和标准差见表 4.6：
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表 4.6 100 200 400n  、 、 时不同变量选择方法的均值（标准差）

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 

G-Lasso 1.99（0.99） 6.11（2.35） 4（0） 4.01（1.65） 2.35（0.89）

G-Scad 1.83（0.49） 0.83（1.21） 4（0） 1.12（1.08） 1.13（0.68）

G-Mcp 1.68（0.65） 0.32（0.69） 4（0） 0.65（0.90） 0.96（0.63）

SG-Lasso 1.52（0.78） 1.23（1.52） 4（0） 8.80（2.67） 1.88（1.14）

ASG-Lasso 1.93（0.27） 0.63（1.10） 4（0） 0.98（1.06） 0.58（0.55）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.60（0.67）

200n 

G-Lasso 2（0） 8.32（2.90） 4（0） 5.17（2.01） 1.28（0.50）

G-Scad 2（0） 1.40（1.85） 4（0） 1.65（1.54） 0.43（0.62）

G-Mcp 2（0） 0.43（1.13） 4（0） 0.80（1.16） 0.37（0.45）

SG-Lasso 2（0） 0.89（1.05） 4（0） 9.13（1.93） 1.14（0.39）

ASG-Lasso 2（0） 0.59（1.25） 4（0） 1.16（1.47） 0.26（0.24）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.20（0.18）

400n 

G-Lasso 2（0） 10.7（2.93） 4（0） 6.17（2.09） 0.88（0.30）

G-Scad 2（0） 0.92（1.35） 4（0） 1.46（1.33） 0.16（0.11）

G-Mcp 2（0） 0.46（0.90） 4（0） 0.90（1.09） 0.19（0.13）

SG-Lasso 2（0） 0.08（0.29） 4（0） 7.41（1.85） 0.74（0.27）

ASG-Lasso 2（0） 0.38（0.78） 4（0） 1.44（1.82） 0.10（0.07）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.08（0.06）

从表 4.6可知，评价指标选择的真实组数（TG）和选择为非零的真实非零变
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量数（TP）在五种变量选择方法的均值和方差与 Oracle 估计值几乎一致，说明

在删失比为 20%的情形下模型有效。SG-Lasso在指标选择的零组数（FG）的均

值为最小值 0.08。G-MCP选择非零的真零变量数（FP）中仍旧表现最好。预测

误差（PE）箱线图见图 4.8：

（a） 100n  （b） 200n 

（c） 400n 

图 4.8 100 200 400n  、 、 时预测误差（PE）箱线图

结合表 4.6和图 4.8可知，随着样本量的增大，五种变量选择方法的误差逐

渐减小，预测误差（PE）最小的 ASG-Lasso，在 400n  时预测误差与 Oracle估
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计值均值相差 0.02，方差相差 0.01。

4.2.2.3 删失比为 40%

设置删失比 40%，当 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso以及 ASG-Lasso

方法分别在样本 100 200 400n  、 、 时，评价指标的均值和标准差见表 4.7：

表 4.7 100 200 400n  、 、 时不同变量选择方法的均值（标准差）

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 

G-Lasso 1.96（0.19） 6.07（2.53） 4（0） 3.87（1.76） 2.66（1.09）

G-Scad 1.55（0.70） 0.57（1.19） 3.99（0.13） 0.86（1.07） 1.81（7.30）

G-Mcp 1.21（0.82） 0.20（0.70） 3.98（0.20） 0.40（0.78） 1.78（4.96）

SG-Lasso 1.04（0.93） 0.91（1.37） 4（0） 7.76（2.98） 2.48（1.40）

ASG-Lasso 1.79（0.47） 0.66（1） 4（0） 0.89（0.99） 0.78（0.67）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.92（1.10）

200n 

G-Lasso 2（0） 7.71（2.66） 4（0） 4.85（2.03） 1.48（0.55）

G-Scad 2（0.06） 0.99（1.69） 4（0） 1.29（1.56） 0.63（1.40）

G-Mcp 1.98（0.14） 0.31（1.19） 4（0） 0.67（1.34） 0.55（1.17）

SG-Lasso 1.99（0.10） 0.98（1.13） 4（0） 9.33（1.87） 1.22（0.42）

ASG-Lasso 2（0） 0.64（1.25） 4（0） 1.13（1.25） 0.34（0.29）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.28（0.30）

400n 
G-Lasso 2（0） 10.06（2.78） 4（0） 5.96（1.94） 1.02（0.34）

G-Scad 2（0） 0.70（1.24） 4（0） 1.16（1.32） 0.19（0.13）
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续表 4.7

样本量 方法 TG FG TP FP PE

400n 

G-Mcp 2（0） 0.30（0.69） 4（0） 0.58（0.96） 0.21（0.15）

SG-Lasso 2（0） 0.11（0.34） 4（0） 7.51（1.85） 0.79（0.29）

ASG-Lasso 2（0） 0.53（1.07） 4（0） 1.40（1.76） 0.13（0.10）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.11（0.08）

从表 4.7可知，评价指标选择的真实组数（TG）和选择为非零的真实非零变

量数（TP）在五种变量选择方法的均值和方差与 Oracle 估计值几乎一致，说明

在删失比为 40%的情形下模型有效。由指标选择的零组数（FG）可知，SG-Lasso

选择了更少的不重要变量，均值最小值为 0.11。G-MCP选择非零的真零变量数

（FP）中的均值和方差最小。预测误差（PE）箱线图见图 4.9：

（a） 100n  （b） 200n 
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（c） 400n 

图 4.9 100 200 400n  、 、 时预测误差（PE）箱线图

结合表 4.7和图 4.9可知，随着样本量的增加，五种变量选择方法的预测误

差（PE）趋近于 0。其中预测误差（PE）最小的 ASG-Lasso，在 400n  时预测

误差与 Oracle估计值均值相差 0.02，方差相差 0.02。

4.2.2.4 不同删失比下的函数拟合图

本小节给出函数样条拟合估计值，黑色实线代表真实值，其余六条曲线分别

代表 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso、ASG-Lasso以及 Oracle估计的平均

曲线。当协变量满足正态分布且相关系数为 0.5，不同删失比下，样本量

100 200 400n  、 、 时函数拟合见图 4.10-4.12。

删失比为 10%时，非参数分量  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图为：
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（a） 100n 

（b） 200n 

（c） 400n 

图 4.10 100 200 400n  、 、 时  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图
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删失比为 20%时，非参数分量  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图为：

（a） 100n 

（b） 200n 

（c） 400n 

图 4.11 100 200 400n  、 、 时  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图
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删失比为 40%时，非参数分量  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图为：

（a） 100n 

（b） 200n 

（c） 400n 

图 4.12 100 200 400n  、 、 时  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图
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4.2.3 第三种情况

数据生成与第一种情况类似，各协变量满足独立同分布， ( , )
iid

X N 0 1 ，

( , )
iid

W U 0 1 。协变量 X 满足正态分布且相关系数值设置为 0.5，协变量W 满足

均匀分布且存在零区间，非参数函数为：

 1 1

2 (2 ),w 0.5
0 ,w 0.5

Sin w
W





  

 2 2

0 , 0.25
2 (2 ), 0.25 0.75

0 , 0.75

w
W Cox w w

w
 


  
 

  0, 3,..., 20l lW l  

风险函数由模型       0| = expt t f  ，W X W X 生成，设置删失变量为

[0,C]的均匀分布，并控制 C使得删失比率为 10%、20%、40%的情况下，假定风

险函数  0 1.0h t  ，对样本量 100 200 400n  、 、 时分别进行 500次模拟研究。

4.2.3.1 删失比为 10%

设置删失比 10%，当 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso以及 ASG-Lasso

方法分别在样本 100 200 400n  、 、 时，评价指标的均值和标准差见表 4.8：

表 4.8 100 200 400n  、 、 时不同变量选择方法的均值（标准差）

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 

G-Lasso 2（0.06） 4.36（2.24） 4（0） 3.97（1.84） 0.87（0.34）

G-Scad 1.98（0.17） 1.05（1.23） 4（0） 1.80（1.26） 0.57（0.25）

G-Mcp 1.95（0.26） 0.53（1.14） 4（0） 1.21（1.12） 0.54（0.67）
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续表 4.8

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 

SG-Lasso 1.94（0.31） 2.26（1.91） 4（0） 3.10（2.18） 0.82（0.38）

ASG-Lasso 1.98（0.16） 0.42（0.93） 4（0） 0.93（1.08） 0.40（0.32）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.33（0.23）

200n 

G-Lasso 2（0） 6.12（2.76） 4（0） 4.78（2.05） 0.46（0.19）

G-Scad 2（0） 1.67（1.66） 4（0） 2.14（1.50） 0.23（0.15）

G-Mcp 2（0） 0.53（0.88） 4（0） 1.10（1.10） 0.21（0.13）

SG-Lasso 2（0） 3.83（2.50） 4（0） 5.03（2.10） 0.38（0.18）

ASG-Lasso 2（0） 0.74（1.36） 4（0） 1.23（1.53） 0.20（0.15）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.15（0.10）

400n 

G-Lasso 2（0） 8.49（2.94） 4（0） 6.05（2.30） 0.29（0.13）

G-Scad 2（0） 1.22（1.52） 4（0） 1.87（1.46） 0.09（0.08）

G-Mcp 2（0） 0.69（1.17） 4（0） 1.27（1.27） 0.10（0.08）

SG-Lasso 2（0） 5.22（2.77） 4（0） 5.79（2.15） 0.20（0.12）

ASG-Lasso 2（0） 0.70（1.23） 4（0） 1.68（2.04） 0.11（0.09）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.08（0.07）

从表 4.8可知，评价指标选择的真实组数（TG）在 100n  时，G-Scad、G-Mcp、

SG-Lasso、ASG-Lasso的均值和方差略有波动，这种误差随着样本量的增加而消

失，说明在协变量 X 中存在零区间时，模型仍旧有效。由指标选择的零组数（FG）

可知，ASG-Lasso选择了更少的不重要变量，优于 SG-Lasso。G-MCP、ASG-Lasso
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选择非零的真零变量数（FP）的均值和方差较小。预测误差（PE）箱线图见图

4.13：

（a） 100n  （b） 200n 

（c） 400n 

图 4.13 100 200 400n  、 、 时预测误差（PE）箱线图

结合表 4.8和图 4.13 可知，当协变量 X 存在零区间时，五种变量选择方法

的预测误差都小于 1，预测效果优于上述两种情况。随着样本量的增加，预测误

差（PE）值趋近于零。
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4.2.3.2 删失比为 20%

设置删失比 20%，当 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso以及 ASG-Lasso

方法分别在样本 100 200 400n  、 、 时，评价指标的均值和标准差见表 4.9：

表 4.9 100 200 400n  、 、 时不同变量选择方法的均值（标准差）

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 

G-Lasso 2（0.06） 4.36（2.24） 4（0） 3.97（1.84） 0.98（0.33）

G-Scad 1.98（0.17） 1.05（1.23） 4（0） 1.80（1.26） 0.71（0.35）

G-Mcp 1.95（0.26） 0.53（1.14） 4（0） 1.21（1.12） 0.62（0.38）

SG-Lasso 1.94（0.31） 2.26（1.91） 4（0） 3.10（2.18） 0.93（0.38）

ASG-Lasso 1.98（0.16） 0.42（0.93） 4（0） 0.93（1.08） 0.50（0.35）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.43（0.25）

200n 

G-Lasso 2（0） 6.12（2.76） 4（0） 4.78（2.05） 0.57（0.20）

G-Scad 2（0） 1.67（1.66） 4（0） 2.14（1.50） 0.33（0.18）

G-Mcp 2（0） 0.53（0.88） 4（0） 1.10（1.10） 0.32（0.15）

SG-Lasso 2（0） 3.83（2.50） 4（0） 5.03（2.10） 0.49（0.18）

ASG-Lasso 2（0） 0.74（1.36） 4（0） 1.23（1.53） 0.29（0.17）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.23（0.12）

400n 

G-Lasso 2（0） 8.49（2.94） 4（0） 6.05（2.30） 0.39（0.13）

G-Scad 2（0） 1.22（1.52） 4（0） 1.87（1.46） 0.17（0.10）

G-Mcp 2（0） 0.69（1.17） 4（0） 1.27（1.27） 0.19（0.10）

SG-Lasso 2（0） 5.22（2.77） 4（0） 5.79（2.15） 0.31（0.12）
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续表 4.9

样本量 方法 TG FG TP FP PE

400n 
ASG-Lasso 2（0） 0.70（1.23） 4（0） 1.68（2.04） 0.20（0.11）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.16（0.09）

从表 4.9可知，评价指标选择的真实组数（TG）的波动于删失比为 10%时

类似，五种变量选择方法在指标选择为非零的真实非零变量数（TP）的表现与

Oracle估计值一致，说明模型有效。在协变量 X 存在零区间时，SG-Lasso在指

标选择的零组数（FG）中表现较差，但 ASG-Lasso选择了更少的不重要变量。

由指标选择非零的真零变量数（FP）可知，ASG-Lasso选择了最少的错误变量。

预测误差（PE）箱线图见图 4.14：

（a） 100n  （b） 200n 
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（c） 400n 

图 4.14 100 200 400n  、 、 时预测误差（PE）箱线图

结合表 4.9 和图 4.14可知，在删失比为 20%时预测误差（PE）分布较为均

匀，预测结果均小于 1，说明了删失比适当增加时五种变量选择方法对模型预测

精度影响较小。

4.2.3.3 删失比为 40%

设置删失比 40%，当 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso以及 ASG-Lasso

方法分别在样本 100 200 400n  、 、 时，评价指标的均值和标准差见表 4.10：

表 4.10 100 200 400n  、 、 时不同变量选择方法的均值（标准差）

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 

G-Lasso 2（0.06） 4.36（2.24） 4（0） 3.97（1.84） 1.24（0.42）

G-Scad 1.98（0.17） 1.05（1.23） 4（0） 1.80（1.26） 1.17（1.29）

G-Mcp 1.95（0.26） 0.53（1.14） 4（0） 1.21（1.12） 1.23（1.67）

SG-Lasso 1.94（0.31） 2.26（1.91） 4（0） 3.10（2.18） 1.24（0.48）
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续表 4.10

样本量 方法 TG FG TP FP PE

100n 
ASG-Lasso 1.98（0.16） 0.42（0.93） 4（0） 0.93（1.08） 0.79（0.52）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.67（0.35）

200n 

G-Lasso 2（0） 6.12（2.76） 4（0） 4.78（2.05） 0.75（0.24）

G-Scad 2（0） 1.67（1.66） 4（0） 2.14（1.50） 0.55（0.27）

G-Mcp 2（0） 0.53（0.88） 4（0） 1.10（1.10） 0.52（0.23）

SG-Lasso 2（0） 3.83（2.50） 4（0） 5.03（2.10） 0.68（0.23）

ASG-Lasso 2（0） 0.74（1.36） 4（0） 1.23（1.53） 0.46（0.25）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.38（0.18）

400n 

G-Lasso 2（0） 8.49（2.94） 4（0） 6.05（2.30） 0.54（0.18）

G-Scad 2（0） 1.22（1.52） 4（0） 1.87（1.46） 0.29（0.15）

G-Mcp 2（0） 0.69（1.17） 4（0） 1.27（1.27） 0.31（0.15）

SG-Lasso 2（0） 5.22（2.77） 4（0） 5.79（2.15） 0.45（0.17）

ASG-Lasso 2（0） 0.70（1.23） 4（0） 1.68（2.04） 0.30（0.17）

Oracle 2（0） NA 4（0） NA 0.28（0.14）

从表 4.10可知，评价指标选择的真实组数（TG）在 100n  时，变量选择方

法的均值和方差都与 Oracle 估计值有偏差，但随着样本量的增长这种偏差就消

失了，并且由指标选择为非零的真实非零变量数（TP）可知，五种变量选择方

法的均值和方差都与 Oracle估计值一致，说明在删失比为 40%的情况下模型仍

旧有效。G-Lasso、SG-Lasso在指标选择的零组数（FG）中表现较差，选择了更

多的不重要变量。预测误差（PE）箱线图见图 4.15：
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（a） 100n  （b） 200n 

（c） 400n 

图 4.15 100 200 400n  、 、 时预测误差（PE）箱线图

结合表 4.10和图 4.15可知，当 100n  时，G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso

预测误差的均值和方差均大于 1，ASG-Lasso表现良好。表明当删失比增大为 40%

时，会出现极端值以影响模型的精度，但随着样本量的增大，预测误差（PE）

逐渐减小。

4.2.3.4 不同删失比下的函数拟合图

本小节给出函数样条拟合估计值，黑色实线代表真实值，其余六条曲线分别

代表 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、SG-Lasso、ASG-Lasso以及 Oracle估计的平均
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曲线。当协变量满足正态分布且存在零区间时，不同删失比下，样本量

100 200 400n  、 、 时函数拟合见图 4.16-4.18。

删失比为 10%时，非参数分量  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图为：

（a） 100n 

（b） 200n 
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（c） 400n 

图 4.16 100 200 400n  、 、 时  1 1W 、  2 2W 的函数拟合图

删失比为 20%时，非参数分量  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图为：

（a） 100n 
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（b） 200n 

（c） 400n 

图 4.17 100 200 400n  、 、 时  1 1W 、  2 2W 的函数拟合图

删失比为 40%时，非参数分量  1 1W 与  2 2W 的函数拟合图为：
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（a） 100n 

（b） 200n 

（c） 400n 

图 4.18 100 200 400n  、 、 时  1 1W 、  2 2W 的函数拟合图
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4.2.4 总结

结合上述三种情况，可以得到：五种变量选择方法都能在不同样本量的情形

下选择出正确的选择的真实组数（TG）与非零的真实非零变量数（TP），可以

说明模型中变量选择的有效性。尽管 SG-Lasso方法在某些情况下选择了更多的

组和更不重要的变量，但这种性能在 ASG-Lasso 中得到了显著改善，在选择更

多重要组和选择不重要变量的数量显著降低。因此，如果已知协变量之间存在已

知的分组结构，双层变量选择方法优于单变量选择方法，并且双层变量选择方法

在样本量增加的情形下明显优于组变量选择方法。综上所述，当样本量与删失比

例合适时，我们的 SG-Lasso方法在变量的误选率上比 G-SCAD，G-MCP差一些，

ASG-Lasso 方法具有 Oracle 性质，变量的正确选择以及错误选择的表现性能和

G-SCAD，G-MCP相当，整体 PE值要比这两种方法表现的好一些。并且在样本

量少以及删失比例高时，ASG-Lasso方法表现出更好的模型稳健性。

在样条曲线拟合方面，可以发现 SG-Lasso要比 G-Lasso好一些，说明双层

变量选择的方法是有效的，由于 SG-Lasso不具备 Oracle性质，在曲线拟合的表

现上要比 G-Scad以及 G-Mcp差一些，这与 Tian[45]的结论类似。同时在五种变量

选择方法中，ASG-Lasso表现最好，与 Afzal(2020)的结论一致，尤其协变量取值

存在零区间时表现稳定。随着样本量的增大，估计效果有明显的增强，说明本文

提出的估计方法具有良好的相合性。
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4.3 实例分析

4.3.1 乳腺癌数据集

一直以来，癌症是人类死亡的高危因素，而乳腺癌一度成为女性患癌种类的

榜首，但乳腺癌的成因并不清楚，所以研究乳腺癌患者体内特征成为预防乳腺癌

疾病的重要手段。在本节中选用 gbsg 数据集。它包含了 1984-1989 年间德国乳

腺癌研究小组对 720 名淋巴结阳性乳腺癌患者进行的患者记录，它包含了 686

名患者的完整数据作为预后变量。数据集包括 686个观测值和 8个可能影响生存

结局的变量。变量介绍见表 4.11：

表 4.11 乳腺癌数据变量解释

其中，变量 2、变量 4和变量 8为二分类变量，当做模型的参数部分，其余

五个变量为连续型变量，当做模型中的非参数部分处理，所以要分别计算出参数

编号 变量名 变量解释

变量1 年龄（age） 患者患病年龄

变量2 更年期（meno） 患者更年期状态

变量3 肿瘤大小（size） 乳腺肿瘤大小

变量4 肿瘤恶性等级（grade） 乳腺肿瘤恶性程度

变量5 阳性淋巴结数（nodes） 患者体内阳性淋巴结数

变量6 黄体酮（pgr） 孕酮受体的个数

变量7 雌激素（er） 患者雌激素的个数

变量8 荷尔蒙（hormon） 是否进行激素治疗
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部分的线性估计值以及非参数部分的分量估计图。

4.3.1.1 数据预处理

首先对 8个可能影响变量进行描述性统计，由图 4.19初步可知：乳腺癌患

者的年龄主要集中在 45-65岁；患病时间与更年期前后关系不大；肿瘤大小集中

在 20mm；肿瘤等级严重程度分为三个等级（1 2 3  ）；阳性淋巴结数集中在

0-20个。

图 4.19 乳腺癌患者 8个变量的分布散点图

4.3.1.2 模型求解

经数据处理后，研究共纳入 686名患者，8个可能影响乳腺癌死亡时间的因

素进入模型。其中包含 3个线性分量以及 5个非参数分量，首先对 8个变量进行

斯皮尔曼（spearman）相关系数分析，热力图见与图 4.20：
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图 4.20 斯皮尔曼相关系数热力图

变量 2、变量 4、变量 8的估计值见表 4.12，由表可知，变量 2更年期（meno）

与乳腺癌风险函数无关；变量 4肿瘤恶性等级（grade）与风险函数呈正相关；

变量 8荷尔蒙（hormon）与风险函数呈负相关。

表 4.12 变量 2、4、8的线性估计值

方法

变量
G-Lasso G-Scad G-Mcp SG-Lasso ASG-Lasso

meno 0 0 0 0 0

grade 0.19 0.25 0.26 0.24 0.25

hormon -0.26 -0.31 -0.31 -0.29 -0.3

对变量 1、变量 3、变量 5、变量 6、变量 7分别进行 G-Lasso、G-Scad、G-Mcp、

SG-Lasso以及 ASG-Lasso变量选择，得到的估计图见图 4.21：
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图 4.21 估计图

由图 4.21可知，五种变量选择方法对各个变量的估计趋势一致，可以得到

结论：变量 1年龄（age）显示随着年龄的增大，患乳腺癌的风险在加速增加，

和实际医学现象一致；变量 3肿瘤大小（size）主要表现为 30mm以下，随着肿

瘤的增长，患乳腺的风险再增加，肿瘤大小在 30mm左右时，双层变量选择方法

将函数压缩为了 0区间，认为肿瘤在 30-120mm之间患乳腺癌风险函数是一样的，

这与其他三种组变量选择方法一些细微差距；变量 5阳性淋巴结数（nodes）与

变量 6黄体酮（pgr）与风险函数呈加速正相关关系；变量 7雌激素（hormon）

不影响患病的风险函数。
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4.3.2 癌症基因数据集

在本节中选用来自“tcga”数据库的癌症病人体内基因与其存活时间的数据

关系，该数据集包含了 559名癌症病人的 396种不同基因的数据，剔除无效变量，

分析 373个自变量与生存结局与时间的关系。分别对这些基因进行五种变量选择

方法，得到相关度较大的基因。

表 4.13 不同变量选择方法筛选的基因名称

变量选择方法 变量名称

G-Lasso

EFS_2008、OS_2008、EFS_MO_2008、OS_MO_2008、EFS_censor、

OS_censor、fustat.y、fustatE.y、AK2、CBX7、CIPC、CSE1L、DDX39A、

DOCK7、EIF3B、ARF5_g、CCT6A_g、COX6C_g、CRIP1_g、DRAM1_g、

EIF3B_g、EZH2_g、FABP5_g、SAMD8、STIL、TBCB、TMEM178A、

TUBA1C（共 28个）

G-Scad
EFS_2008、OS_2008、EFS_MO_2008、OS_MO_2008、EFS_censor、

OS_censor、fustat.y、fustatE.y（共 8个）

G-Mcp
EFS_2008、OS_2008、EFS_MO_2008、OS_MO_2008、EFS_censor、

OS_censor、fustat.、fustatE.y、SAMD8（共 9个）

SG-Lasso

LDH、 EFS_2008、 EFS_TIME_2008、 OS_2008、 OS_TIME_2008、

EFS_MO_2008、OS_MO_2008、EFS_censor、OS_censor、EFS_month、

OS_month、fustat.y、futime.y、fustatE.y、futimeE.y、COX6C_g、FABP5_g、

TAGLN2（共 18个）
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续表 4.13

变量选择方法 变量名称

ASG-Lasso

EFS_2008、EFS_TIME_2008、OS_2008、EFS_MO_2008、OS_MO_2008、

EFS_censor、OS_censor、EFS_month、 fustat.y、 futime.y、 fustatE.y、

futimeE.y*（共 12个）

由表 4.13可知，五种变量选择方法都能在 373个变量中筛选出与存活时间

相关度最高的变量，并且存在重复基因。结合实际，说明在生存分析中引入变量

选择方法是十分有必要的，通过变量选择，在众多变量中筛选出与生存时间相关

度最高的变量，既降低模型复杂度，也为癌症疾病的攻克提供了条件。

4.4 本章小结

本章分数值模拟与实例分析两部分。在数值模拟中，通过改变协变量的分布，

基于Monte Carlo模拟对比组变量选择方法和双层变量选择方法在五类指标下的

性能，验证了双层变量选择方法在部分线性可加 Cox模型中的有效性；在实例

分析中，引入乳腺癌数据集及癌症基因数据集，结果都表明双层变量选择方法筛

选出的变量与存活时间相关度最高，对攻克癌症疾病有现实意义。
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5 研究总结和展望

5.1 研究结论

在生存分析中，Cox 模型的产生为医学数据的处理奠定了基础，针对 Cox

模型的变量选择研究是处理删失数据的重要手段。而部分线性可加 Cox模型在

保留半参数模型优点的同时，将生存分析中随时间变化的协变量纳入模型，提升

了模型的使用范围。

对部分线性可加 Cox模型的变量选择方法的研究是十分有意义的。组变量

选择方法与双层变量选择方法均能对部分线性 Cox模型进行变量选择，但双层

变量选择方法能够实现在组内和组间的变量选择。针对模型，通过 B-样条曲线

拟合，实现非参数部分的样条基函数展开，后将双层变量选择方法引入模型，建

立了更完善的部分线性可加 Cox模型的变量选择过程。

通过模拟比较五种变量选择方法在模型筛选中的表现，证明了双层变量变量

选择方法在部分线性可加 Cox模型中效果最好，并通过实例分析表明研究具有

现实意义。其中自适应稀疏组 Lasso（ASG-Lasso）在协变量满足正态分布、满

足正态分布且存在相关系数以及满足协变量存在零区间这三种情形下对模型变

量筛选都有最小的均值和方差，并且模型中的非参数部分的拟合与真实曲线趋势

相同，证明了模型有效性以及双层变量选择方法的优势。在实证方面，用两个医

学数据集说明模型和变量选择方法的有效性，首先通过乳腺癌数据集进行五种变

量选择方法的对比，说明部分线性可加 Cox模型能够适应实际数据。其次通过

变量选择方法对癌症基因分别进行筛选，得到与生存结局相关度最高的基因，为

后续癌症的攻克起到一定的现实意义。



兰州财经大学硕士毕业论文 部分线性可加Cox 模型的变量选择研究

73

5.2 研究展望

首先，本文对模型中的非参数部分使用 B-样条曲线进行拟合，样条回归中

可用于拟合的曲线有很多，后续可以近一步考虑样条回归的拟合效果。

其次，本文主要研究了双层变量选择方法中的基于加性惩罚函数下的变量选

择方法，另一种复合惩罚函数也可以完成双层变量选择，后续可考虑这类变量选

择方法在模型中的应用。

最后，在本文的基础上，可以探究更多生存分析中的变量选择问题，可以考

虑不同种类生存数据最适合的变量选择方法，为医学研究提供条件。
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