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摘 要

在统计推断中，如何利用样本数据对总体目标变量进行有效的估计是非常普

遍的研究问题，这类问题在实践应用中也很常见，其估计方法具有广泛的应用需

求。基于抽样设计的直接估计方法是解决这类问题最直接的思路。然而，当估计

总体区域由众多的小域构成时，估计小域上的目标变量时会面临小样本乃至无

样本的情形。在这种情形下，利用样本的直接估计方法可能会产生较大的误差或

无法得到有效估计。而小域估计方法则是解决这类问题的有效方法之一。相较于

传统抽样估计方法，小域估计方法借助于辅助变量的信息能够得到小区域上目

标变量的有效估计，能够解决小样本和无样本情形下的估计问题。近年来，小域

估计方法在人口统计、生物统计、农业统计和政府统计等领域应用非常广泛，相

关的学术研究也较为丰富，使小域估计的理论得到了系统发展。

基于模型的小域估计方法作为小域估计的主要方法，是小域估计的核心内

容。基于模型的估计方法能够很好地将辅助变量应用于估计模型，从而达到“借

力”的作用，以此来解决小样本和无样本问题。在小域估计的模型中，通常假设

区域随机效应和模型随机误差均服从正态分布。但实践证明，当存在异常观测值

时，基于正态分布假设的小域模型假设失效，这会导致参数估计和目标变量估计

产生较大的偏差。因此，需要探究对异常观测值不敏感的稳健估计方法。在小域

稳健估计中，目前应用较为广泛的方法有两类。一类方法为假设模型误差为有偏

分布的估计方法，例如假设模型误差服从 t 分布或柯西分布，通过有偏分布建模

来减小异常观测值对估计量的影响；另一类方法为利用 Huber ϕ 函数对经验线

性无偏估计量进行稳健化处理，通过 Huber ϕ 函数的优良性质来达到稳健性的

目的。虽然这两类方法在大多数情况下能有效降低异常观测值对估计量的影响，

但当异常值过大时，其估计效果将受到限制，估计结果仍然会存在较大的偏差。

因此，在实际应用中需要针对具体情况选择恰当的小域稳健估计方法进行估计。

研究稳健小域估计方法，是当前小域估计中非常现实的问题。由于非正态性

观测数据的普遍存在以及异常值的出现，对小域估计方法提出了新的挑战。为了

解决该情形下估计量不稳定以及预测值的大偏差问题，稳健小域估计方法被众多

学者所关注到。本研究考虑到密度幂散度族在稳健估计中的重要特性，将其应用

到小域估计中，提出基于密度幂散度族的稳健估计方法，以弥补现有稳健小域估

计的不足。通过将密度幂散度族应用于小域估计中，探究非正态以及具有异常观
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测情形下小域模型系数和目标变量的估计问题。在本研究中，旨在构建小域模型

系数、目标变量的稳健估计量，并给出参数的置信区间以及估计量的均方误差。

首先，为了解决区域水平模型中的稳健估计问题，探究了密度幂散度和 γ 散

度在 FH 模型中的应用。通过将密度幂散度应用于 FH 模型，得到了模型系数的

稳健估计和渐进分布。在此基础上，讨论了目标变量的稳健估计量，并给出了估

计量的均方误差。为了得到小域估计量的可靠估计，本研究同时给出了其目标变

量的置信区间。通过对模拟数据和实际数据建立小域模型，结合本研究提出的稳

健估计方法，进行稳健估计，并和现有的稳健估计方法进行了比较。通过比较发

现，提出的估计方法能够通过调整参数控制估计的有效性和稳健性之间的平衡。

当观测数据中不存在异常值时，本研究提出的估计方法通过使用较小的调整参数

和现有的最优线性无偏估计方法得到的稳健估计效果相差不大。在观测数据中

存在异常值时，提出的稳健估计方法比起现有的估计方法具有更小的均方误差，

说明本研究提出的估计方法是有效的。

其次，研究了基于密度幂散度、γ 散度的单元水平模型的稳健估计问题。将

这两类散度应用于 NER 模型，对模型的系数进行了稳健估计，得到了模型系数

的稳健估计及其渐进分布。在单元水平模型下，讨论了区域上关于目标变量函

数形式的稳健估计量以及有限总体的区域均值的稳健估计。由于单元水平模型

中关于目标变量的估计中会涉及多重积分的计算，本研究利用 MCMC 的方法给

出了关于目标变量的函数形式的估计值，并结合 Bootstrap 方法给出了估计量的

MSE。同样地，将本研究提出的估计方法和现有的稳健估计方法进行了比较。通

过对模拟数据和实际数据的应用发现，本研究提出的估计方法能够提高更加稳

健的估计结果。无论是模型系数的估计，还是目标变量的小域估计量，本研究得

到的结果均具有更小的偏差和均方误差。为了动态展示本研究提出的估计方法

在混合正态分布中的表现，本研究比较了几类估计结果随着污染分布的方差以

及污染分布的比例变化时估计的 MSE 的动态变化图，通过比较图形发现，无论

是模型系数还是区域均值，其 MSE 的变化均不太显著，而现有的稳健估计方法

却表现一般，受污染比例和污染方法方差的波动较大。

最后，在本研究中提出了用密度幂散度进行稳健估计的参数选择算法。对两

类小域估计模型进行稳健估计时，引入的估计方法中存在一个调整参数，该参数

能够根据观测数据的特征调节模型估计的有效性和稳健性。一般地，当模型中异

常值较小时，可以选取较小的调节参数，而存在较多的异常值时，通过较大的调

节参数来达到稳健估计的目的。本研究在调整参数的选取中，引入了一类迭代估
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计算法，该算法能够根据数据的特点自动选取使其估计 MSE 最小的调整参数，

文中给出了调整参数的选择算法。

本研究结合密度幂散度族提出了针对基本小域模型的稳健估计方法。在本

研究中，给出了模型参数、目标变量的估计表达式以及区间估计等。通过模拟和

实际数据的验证，发现本研究中提出估计方法优于现有的稳健小域估计方法，并

对非正态数据和异常观测值均具有较为理想的估计结果，能够解决不满足基本

假设的小域估计问题。在实际应用中，本研究中提出的方法也具有较高的可操作

性与估计效果，并通过中国家庭调查数据进行了佐证。本研究中提出的方法能够

适用于更加广泛的小域估计模型，能够为决策者提供更加可靠的小域估计量。

关键词：小域估计 FH 模型 NER 模型 稳健估计 密度幂散度 γ 散度
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Abstract

The effective estimation of population target variables using sample data is

a common research problem in statistical inference, and the estimation methods

have a wide range of practical applications. The direct estimation method based

on sampling design is the most direct approach to solving such problems. How-

ever, when the estimated population area is composed of numerous small domains,

estimating the target variables in small domains may face situations of small or

even no samples. In such cases, the direct estimation method using samples may

result in large errors or ineffective estimates. The small area estimation is one of

the effective methods to solve such problems. Compared with traditional sampling

estimation methods, the small area estimation can obtain effective estimates of

target variables in small areas by utilizing auxiliary variable information, which

can solve estimation problems in situations of small or no samples. In recent

years, the small area estimation method has been widely used in fields such as

population statistics, biostatistics, agricultural statistics, and government statis-

tics, and related academic research is also relatively abundant, which has led to

the systematic development of small area estimation theory.

As the main method of small area estimation, model-based small area esti-

mation is the core content of small area estimation. Because the model-based

estimation method can well apply auxiliary variables to the estimation model, so

as to achieve the role of ”leverage”, so as to solve the problem of small sample

and no sample. In small area estimation models, regional random effects and

model random errors are usually assumed, and both of them are assumed to fol-

low normal distribution. A large number of practical studies have shown that the

assumption of normal distribution is not valid when there are abnormal observa-

tions in the model. This directly leads to the failure of the assumption of the basic

small area model, which will make the parameter estimation based on the normal

assumption and the estimation of the target variable have a large deviation, so

it is necessary to further explore the robust estimation method which is insensi-

tive to the abnormal observations. There are two kinds of widely used methods
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in small area robust estimation. One kind of methods is the estimation method

assuming that the model error is biased distribution, for example, assuming that

the model error follows the t− distribution or Cauchy distribution. The biased

distribution is constructed to reduce the influence of abnormal observations on the

estimator. Another kind of methods is to use the Huber-ϕ function to robust the

empirical linear unbiased estimator, through the properties of Huber-ϕfunction to

achieve the purpose of robustness. However, when the outliers are too large, the

estimation effects of the above two estimation methods are limited, and in some

cases, the estimation results will still produce large deviations.

Studying robust small area estimation methods is a current practical issue

in small area estimation. The widespread existence of non-normal observable

data and the occurrence of outliers have presented new challenges to small area

estimation methods. In order to solve the problem of unstable estimates and large

prediction biases in such situations, the robust small area estimation method has

garnered attention from many scholars. In this thesis, we consider the important

characteristics of density power divergence families in robust estimation and apply

them to small area estimation, proposing a robust estimation method based on

density power divergence families to address the shortcomings of existing robust

small area estimation methods. By applying density power divergence families

to small area estimation, we investigate the estimation problems of small area

model coefficients and target variables under non-normal and outlier observation

scenarios. The aim of this thesis is to construct robust estimates of small area

model coefficients and target variables, and to provide confidence intervals for the

parameters and the mean squared error of the estimates.

Firstly, the robust estimation of area level models based on density power di-

vergence and γ divergence is studied in this thesis. By applying the density-power

divergence to the FH model, the robust estimates and asymptotic distributions

of the model coefficients are obtained. On this basis, the robust estimator of the

target variable is discussed, and the mean square error of the estimator is given.

In order to obtain the reliable estimation of the small area estimator, the confi-

dence intervals of the target variables are also given. Through the establishment

of small area model of simulated data and actual data, combined with the robust
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estimation method proposed in this thesis, the robust estimation is carried out,

and compared with the existing robust estimation methods. Through comparison,

it is found that the proposed estimation method can control the balance between

validity and robustness by tuning parameters. When there are no outliers in the

observed data, the robust estimation results obtained by the proposed estimation

method are similar to those obtained by the existing optimal linear unbiased esti-

mation methods by using small tuning parameters. When there are outliers in the

observed data, the proposed robust estimation method has a smaller mean square

error than the existing estimation methods, which indicates that the proposed

estimation method is effective.

Secondly, the robust estimation of unit level models based on density power

divergence and γ divergence is studied. These two kinds of divergences are ap-

plied to the NER model, and the coefficients of the model are estimated robustly,

and their asymptotic distributions are obtained. Under the unit level model, The

robust estimator of the functional form of the target variable and the robust esti-

mator of the area mean of the finite population are studied. Since the estimation

of the target variable in the unit level model involves the calculation of multiple

integrals, the MCMC method is used to give the estimate of the functional form of

the target variable, and combine the bootstrap method to give the MSE of the es-

timator. Similarly, the proposed estimation method is compared with the existing

robust estimation methods. Through the application of simulated data and real

data, it is found that the estimation method proposed in this thesis can improve

the more robust estimation results. Both the estimation of model coefficients and

the small area estimator of the target variable, the results obtained in this thesis

have smaller bias and mean square error. In order to dynamically display the

performance of the estimation method of the mixed normal distribution proposed

in this thesis, this thesis compared the dynamic changes of MSE estimated by

several types of estimation results with the variance of pollution distribution and

the proportion of pollution distribution. Through comparing the graphs, it was

found that no matter the model coefficient or the regional mean value, the change

of MSE was not significant. However, the existing robust estimation methods per-

form poorly, and the proportion of contamination and the variance of pollution
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methods fluctuate greatly.

In this thesis, a parameter selection algorithm using density power divergence

for robust estimation is proposed. When robustly estimating two types of small

area estimation models, an tuning parameter is introduced into the estimation

method, which can adjust the effectiveness and robustness of the model estima-

tion according to the characteristics of the observed data. Generally, when there

are fewer outliers in the model, a smaller tuning parameter can be selected, while

when there are more outliers, a larger tuning parameter can be used to achieve

the purpose of robust estimation. In the selection of tuning parameters, this thesis

introduces an iterative estimation algorithm, which can automatically select the

tuning parameter that minimizes the estimated mean square error (MSE) accord-

ing to the characteristics of the data. The algorithm for selecting the parameter

is presented in this thesis.

This thesis proposes a robust estimation method for the basic small area

model based on the density power divergence family. The estimation expressions

and interval estimations of the model parameters and target variables are provided

in this thesis. Through simulations and validation with real data, it is found that

the proposed estimation method in this thesis performs better than existing ro-

bust small area estimation methods, and has relatively ideal estimation results for

non-normal data and outlier observations, which can solve small area estimation

problems that do not meet the basic assumptions. In practical applications, the

method proposed in this thesis has high operability and estimation effectiveness,

and has been demonstrated by the China Family Panel Studies data. This method

proposed in this thesis can be applied to a wider range of small area estimation

models, and can provide more reliable small area estimates for decision-makers.

Keywords: Small area estimation, FH model, NER model, Robust estimation,

Density power divergence, γ divergence
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第 1 章 引言

本章主要介绍研究背景和研究意义，小域的定义，相关的研究综述, 有关稳

健小域估计的研究现状，指出现存研究方法的不足，提出研究视角，给出本研究

的主要研究内容和研究思路。

1.1 研究背景和研究意义

1.1.1 研究背景

在统计应用研究中，通常要了解研究对象的总体特征，以此为基础对总体进

行推断以及决策。这类问题构成了统计推断的基础问题之一，也受到了众多统计

学者的关注。而为了掌握研究对象的数字特征和分布特征，越来越多的决策者致

力于得到总体的可靠估计。这一问题也成为统计研究的热点问题，众多的数学

家、统计学、管理者家做了大量的相关研究，形成了统计推断中不可或缺的理论。

实践中，决策者需要根据掌握的信息对某些区域或者子群的统计特征进行

估计。例如估计某些地区的人均收入、某些地理区域上农作物种植面积等。在抽

样调查的背景下，需要考虑如何估计区域内的目标参数，针对区域内目标参数的

估计问题可以称为广义上的区域估计问题。区域估计问题普遍存在于我们的生

活中，并在解决实际问题方面需求非常广泛。早在 11 世纪的英国，人口学家开

始了小域估计的最早探索，在此之后，人口统计学家一直致力于人口统计中区域

估计问题。与此同时，关于劳动力市场的失业率的区域估计、疾病发病率的区域

估计等受到学者的关注。在这方面，抽样调查长期以来一直被当作最有效的数据

收集手段，在区域估计方法的发展中扮演着不可或缺的角色。直到上世纪 30 年

代，现代抽样理论才有了较为完善的体系。

上世纪 30 年代之后，基于抽样理论的直接估计成为了区域估计中主要的研

究方法。这种方法是比较直观而且应用较为广泛的一类方法，主要是通过合理的

调查设计，抽取区域上的样本数据，然后根据样本数据对目标变量进行直接估计

的方法。如果目标变量的估计是通过抽样技术得到的样本结合抽样概率的方式加

权得到，在估计中只涉及区域相关的样本，而不借助与其它相关的变量，则称这

种估计为直接估计。统计学家将这类方法应用于人口统计调查、社区健康调查、

住户调查、劳动力市场调查等领域。这类方法的优点是直观，当样本量较大时估

计具有无偏性、正态性等特征。其不足也比较突出，一方面是区域较多时，对每

1
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个区域进行大量的抽样调查需要较大的成本投入；另一方面是当我们获取的样

本量有限时，直接估计的精度会受到影响，导致误差增加，对于没有样本的区域，

直接估计方法就无法进行有效的估计。

区域估计发展的初期，大部分研究重要集中于主要区域 (“大区域”) 的估

计，研究者只关注国家层面、主要地理区域和大型领域的估计。随着统计工作的

实际需求，政策制定者以及决策者所面对的问题越来越复杂，要求越来越多元

化，研究者也越来越关注更复杂的调查方法和更广泛的调查范围，同时计算能力

和软件的发展也促进了抽样数据多元化和复杂化，这也导致了抽样估计方法的

发展。而目前越来越多的决策者需要对用于决策的小域进行估计，不同于过去对

主要区域上的估计，需要对市、县、乡或者其它形式的更小域的估计。这一背景

便成为小域估计 (Small Area Estimation,SAE) 的最基本需求，也为小域估计方

法的提出和完善提供了最根本的现实依据。

随着研究范围和研究目的的不断细化，抽样调查所设计的研究问题、调查方

法以及调查范围都在进一步扩大。在早期的应用研究中，可能只关注国家层面或

者主要地理区域的重点估计。由于数据计算能力、计算机软件、大数据的发展，

为了给研究对象精准画像，人们越来越多的关注某些小区域、小范围的估计问

题。在政府统计和商业决策等领域，对小域估计的需求也在与日俱增。区域估计

中，如果一个区域的样本量不能支撑其得到精确的直接估计，则这类区域称为小

域 (Small Area，Rao et al. [1])。这里的区域可以是地理区域，也可以是其它某些

属性划分的类别。例如根据学历、性别划分的人群可以认为是根据不同的区域进

行划分的样本。由小域的定义不难看出，基于抽样理论的直接估计不能得有效的

小域估计量。为了能够得到小域上目标变量的准确估计，研究者开始寻求借助于

其它辅助信息的间接估计方法。

受限于小域的样本数量，间接估计方法成为主要的小域估计方法。小域估计

为了保证足够的精度水平, 常常需要使用“间接”估计，即通过从相关领域（时

间）“借力”从而增加有效样本大小，对目标变量的值进行估计。在辅助变量的选

择中，通常使用与目标变量有关的补充资料建立相关区域（时间）的模型，通过

模型将这些目标值纳入估计过程，例如最近的人口普查数据和当前的行政记录。

通常辅助信息的来源渠道有：统计局、具有较大或全面调查数据的单位、以前类

似的调查、统计年鉴、各种类型的普查数据等。针对实际问题的调查设计可能很

难涉及所要估计的全部领域，而通常政府统计数据、或者普查数据包含估计的所

有领域，基于这一特点，间接估计就是利用收集到的数据，同时结合辅助变量数

2
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据拟合一个合适的模型，然后生成每个区域上目标变量的估计。常见的间接估计

方式有：域间接估计、时间间接估计、域与时间间接估计。

间接估计方法中，有两大类方法受到了研究人员的重视。第一种是基于隐式

连接模型的传统间接估计。包括综合估计、复合估计和 James-Stein(JS) 收缩估

计方法。这些估计方法通常是基于设计的，它们的设计方差通常相对于直接估计

值的设计方差较小。然而，间接估计通常会有设计偏差。并且设计偏差不会随着

总体样本量的增加而减小。如果隐式连接模型近似为真，那么设计偏差可能很

小，导致与直接估计器的均方误差 (Mean Square Error,MSE) 相比，间接估计量

的 MSE 显著较小。因此，降低 MSE 是使用间接估计的主要原因。另一种是基

于线性混合模型的小域估计方法。基于模型的小域估计方法能充分结合辅助变

量的信息，为我们提供可靠的估计。因其在假定的模型下，可以推导出“最优”

估计量，且不同于传统的间接估计值所使用的全域估计值 (在小面积上平均)，区

域特定的可变性测度可以与每个估计量相关联。另外，模型可以从样本数据中验

证，根据响应变量的性质和数据结构（如空间相关性和时间序列结构）的复杂性，

可以采用多种模型。由于这些优点，基于模型的方法成为了小域估计中的常用方

法。

为了更好的表示和理解区域估计问题，将区域估计问题统计化，并做如下

相关的记号。一般地, 记一个调查总体为 U , 其中包含 N 个区域, 记作 k =

1, 2, · · · , N , 将目标变量记作 y, 则第 i 个区域上的目标变量为 yi, 第 i 个区域上

包含 Ni 个单元。相应地，在区域 i 中，与目标变量 yi 相关的 p 维辅助变量为

xi, 与单元级目标变量 yij 相关的辅助变量为 xij。目标变量与辅助变量的层次分

布具体可参见图形1.1。

图 1.1 目标变量与辅助变量的层次分布

目标变量 y 的总和应该表示为 Y =
∑

U yi, 其平均应表示为 Ȳ =
∑

U yi/N ,
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然而在实际应用中, 这些 yi 并不全部能够获得。一般是从总体 U 中以抽样概

率 p(s) 获得样本 s, 其中抽样概率取决于抽样设计。抽样得到的样本数据为

yij, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · , ni, 即抽取的样本数据来自于 n(n ≤ N) 个区域,

第 i 个区域上抽取了 ni(ni ≤ Ni) 个单元。

在实际应用中，通常关注某些区域的某些统计指标，例如均值、分位数等。

针对这一问题的解决方法就是基于抽样调查的直接估计。然而，当划分的区域较

多时，难免出现样本量较小或者没有样本量的情形。在这种情况下，利用传统的

抽样调查方法进行的直接估计就会出现较大的波动或者没办法直接估计的问题。

在前述的抽样框架中，该问题表现在两个方面：其一，区域层中共有 N 个区域，

然而抽样区域只有 n 个，即当 n ≤ N 时，有一部分区域是没有目标变量 y 的样

本，不能用直接估计的方法完成估计；其二，在单元层上，第 i(i = 1, 2, · · · , n)

个区域的抽样单元数量为 ni，当 ni 较小时，用小样本的直接估计量具有较大的

偏差和方差，其表现并不理想。因此，借助于辅助信息的间接估计方法应用而生。

若辅助变量 x 与目标变量 y 之间具有显著的线性关系或者函数关系，虽然在某

些区域上目标变量的样本较少甚至没有，但是只要能够获取该区域上的辅助信

息，则根据两者之间的关系便可以得到目标变量的估计。小域估计中将这种依赖

于辅助信息的估计思想称之为“借力”，即通过借助于辅助信息来达到小域估计

的目的。随着我们对估计区域的精细化要求以及政府统计中对区域估计需求的

不断增加，小域估计问题的研究越来越受到学者们的重视。而且小域估计问题在

政府统计、农业调查、经济调查、医学调查中都有应用。

在辅助信息的加持下，直接估计的效果得到了显著的改善，间接估计方法受

到了学者的重点关注。虽然间接估计方法的估计效果得到了显著改善，随之而来

的挑战不可忽视。首先，无论目标变量是否被抽中，都要获取相应的辅助变量。

即区域层的辅助变量是 N 个，第 i 个区域上的辅助变量应该有 Ni 个。故辅助

信息的获取成为小域估计的第一大挑战。其次，辅助变量与目标变量之间的关系

难以准确界定，且区域间的差异难以体现。在实际应用中经常遇到的情况便是某

些区域上 yi 与 xi 之间具有显著的关系，而另外的区域上这种关系不显著。这

两个挑战使得简介估计的应用条件变得非常严格，应用门槛随之升高。于是，为

了更好地刻画区域间地差异，学者们提出了基于模型的小域估计方法，该方法主

要借助于区域内的目标变量和其它辅助变量的模型来达到估计目标变量的目的。

基于模型的小域估计方法在模型中将与目标变量相关的辅助变量和区域间的随

机效应均纳入模型，以此来反映区域间的差异。而且目标变量与辅助变量之间的
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关系通过统计模型来反映，变得更加精确，对辅助信息的要求也有所减弱。其中

这些辅助变量可能是来自于普查或者其它调查的变量，基于这一优势，近十几年

来小域估计在这方面的应用变得十分广泛。

小域模型中，根据目标变量和辅助变量的特征，小域模型可以分为区域水平

模型和单元水平模型。如果目标变量和辅助变量均是描述区域特征的变量，则可

以建立区域水平模型。若目标变量和辅助变量在研究区域内的单元上可用，则可

以建立单元水平模型。例如需要调查某市的家庭收入水平，将该市的每个县作为

抽样区域，则以每个县的家庭平均收入为目标变量，每个县的 GDP、固定资产

投入等变量为辅助变量的模型为区域水平的小域估计模型。若考虑每个县内的

每户家庭，以家庭收入为目标变量，家庭的人口、教育程度等变量为辅助变量的

模型为单元水平的小域估计模型。从这两种模型的比较中不难发现，单元水平模

型的辅助信息更加难以获取。因此，单元水平模型估计的更加精确，但是辅助信

息的获取成为难题。

在基于模型的小域估计方法中，适用最为普遍的是由 Fay-Herriot 提出的

标准区域水平模型 Fay III et al. [2] 和 Battese 等提出的单元水平模型 Battese

et al. [3]。这两类模型可以认为是特殊的混合效应模型，在该类模型中，通过区域

随机效应来刻画区域间的差异，利用随机误差项来捕捉不能用辅助变量解释的

部分。这样以来，模型既能够联系目标变量和辅助变量又能体现出区域间的差异

性特征，满足小域估计的最基本需求，也能到达估计的目的。小域估计要解决的

核心是目标变量的估计，在小域模型中用 yi(i = 1, 2, · · · , n) 表示目标变量的样

本数据，用 θi 表示其真实数据，则 θi 的估计值 θ̂i 是需要通过模型得到的。在

小域模型中，根据平方损失函数最小, 利用不同的方法得到最优线性无偏估计量

(Best Linear Unbiased Predictor,BLUP)、经验最优线性无偏估计量 (Empirical

Best Linear Unbiased Predictor,EBLUP) 等。估计标准的判别方面，通常使用均

方误差来衡量估计的参数的性质。在标准的 FH 模型中，EBLUP 是 MSE 最小

的线性无偏估计，受到学者的广泛引用。

混合效应模型很好地捕获了小域估计的基本特性，自然也成为了小域估计

的最常用模型之一。然而，在混合效应模型中，需要假设区域随机效应和随机误

差都是服从正态分布的。在模型的假设条件下可以得到观测数据 yi 也应该服从

正态分布。但是很难保证抽样得到的数据是服从正态分布的，尤其是在商业调查

数据中这一点尤为突出。当观测数据中存在异常观测时，模型的正态性假定就很

难得到满足，这些问题将直接影响估计量的准确性。Ronchetti et al. [4] 指出这样
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的问题可能发生在统计的每个学科领域，因此，研究这种背景下稳健小域估计是

必然选择。

结合上述背景发现，小域估计问题在今天的应用中依旧存在 [5–26]。政府、企

业的决策者需要根据掌握的有限信息进行小域上的估计并做出相应的决策，而

提供精确的估计是关键。目前的小域估计方法中，EBLUP 应用较多且比较完善，

但是该方法针对具有离群观测的数据时估计不准确，且估计量的 MSE 较大，必

须采用稳健估计方法。关于稳健估计方法的讨论，Ghosh et al. [27], Sinha et al. [28]

基于 Huber’s函数构建稳健估计量,目前大量的稳健讨论均基于这两种方法，且

这两种方法的稳健估计容易出现过度收缩的情形、模型中的未知参数的估计易

受离群观测的影响，有必要改善目前的稳健估计方法。本研究重点讨论观测数据

存在异常值时小域估计问题，通过引入其他的统计估计方法来改进现有的稳健

估计。提出对异常值不敏感，不会出现过度收缩的稳健估计，同时还聚焦于稳健

估计的 MSE 的变化。另一方面，有时候参数的区间估计也是有必要的，因此在

此背景下目标参数的区间估计也是我们关注的一个方面。

1.1.2 研究意义

研究小域稳健估计，对具有异常观测的数据进行可靠的估计。正态分布假设

下的 EBLUP 估计量对于异常观测值较为敏感，而且估计量的 MSE 较大，因此

有必要考虑稳健估计量。目前关于小域稳健估计量在较大离群观测和较大抽样

误差时的稳健估计量存在两个方面的弊端，其一，当抽样误差较大时，通常会出

现过度收缩的现象；其二，目前的稳健估计量的偏差较大，其估计量的 MSE 较

大。由于这两个不足，研究更加稳健的小域估计量是本文的主要工作，通过本研

究，将大大改善上述两个弊端的发生。研究不同模型下小域稳健估计量，为存在

异常观测数据的小域估计提供更多的选择方法，改进现有估计方法。通过本文的

研究，弥补小域估计中稳健性不足的缺陷，使得小域估计量更加准确、稳定，从

而为决策者提供更加可靠、稳定的小域估计量。

研究不同模型下的小域估计问题，解决目标变量在不同水平下的估计问题。

在实际应用中，经常会遇到目标变量为单元水平变量、离散型变量的问题，同时

还会遇到目标变量中存在大量异常观测的情形，针对这一问题，本研究通过区域

水平模型、单元水平模型下的稳健小域估计方法，用来解决目标变量有异常观测

情形的小域估计问题。进一步丰富了小域估计的方法，为这类小域估计问题提供

了更加可靠的理论基础。
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构造基于稳健估计量的置信区间，为决策者提供可靠的区间估计。由于异常

观测的存在，对于置信区间的估计就显得很难，因此针对这类情形提供可靠的区

间估计能为决策者提供依据。本文构建基于稳健估计量的 Bootstrap 置信区间，

并推导置信区间的渐近误差。

应用小域估计方法分析住户调查数据，为政策制定和城市发展规划提供依

据。本研究将应用小域估计方法，分析中国家庭追踪调查数据。由于中国家庭调

查数据的样本量相比较于全国的居民数量就显得很少，如果采用调查数据进行

直接估计，那么得到的数据肯定具有很大的偏差，而且样本分布比较随机，有些

区域的样本量很小，甚至有些区域没有样本，要进行区域估计就变得很难。小域

估计方法能很好地解决这一问题，借助于其它辅助变量信息，来对关注的变量进

行区域估计，这不仅能改善原来估计方法的不足，还能得到区域上的估计值，便

于相互区域之间的比较，进一步为制定区域差异的政策提供参考依据。

1.2 研究现状

1.2.1 小域估计研究综述

关于区域估计的讨论, 最早可以追溯到 11 世纪的英国和 17 世纪的加拿大,

就已经有人口统计学家在人口普查和行政记录中用到区域数据。人口统计学家

一直在使用各种方法对人口进行小区域估计, 并对人口普查后的年份进行其它感

兴趣的特征估计。这些方法利用了来自行政登记的当前数据以及来自最近人口

普查的相关数据, 例如 Ghosh et al. [29,30], Rao et al. [31] 等工作就涉及这些方面。

随后一段时间, 关于区域估计的问研究一直集中在抽样设计的基础上, 这也促进

了抽样调查学科的发展, 直至上世纪 30 年代, 形成了较为完整的抽样调查体系

(Cochran [32])。

在抽样调查的基础上, 目标变量的直接估计是最有效的估计方法。在这方面

的研究中, Cochran [32] 讨论了在简单随机抽样下的 Horvitz–Thompson (H–T) 估

计量，Rao [33] 详细讨论了基于设计的无偏估计量及其估计量的方差。直接估计

量的研究是在不同的抽样设计下形如 Ŷ =
∑

swjyj 的估计量，其中 wj 为与抽

样设计有关的权重。Cochran [32], Deville et al. [34] 等研究了简单随机抽样、分层

多阶段抽样等抽样设计下的直接估计以及估计量的方差。在过去 60 年左右的时

间里，在较大区域使用样本对总量和平均值的“最优”直接估计受到了广泛的关

注。尤其是在调查设计领域中，涉及如何分层、层数的选取、样本的分配以及抽

样概率等，这些理论在 Cochran [32] 的专著中得到系统描述。由于操作上的限制
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等因素，这样的“最优”估计在实践中很难实现。在实际应用中，调查得到的样

本可能没有覆盖所有的区域，有时样本数据能够支撑较大区域上的直接估计，但

不能得到每个小域上的直接估计。在基于设计的直接估计中，关于总和的直接估

计为 Ŷ =
∑

swjyj ，其中 wj(s) 表示第 j 个区域在抽样设计 s 中的权重，如果

ωi = 1/πi ，其中 πi 表示第 i 个区域的样本在抽样设计 s 中的入样概率，此时的

直接估计量就成了著名的 Horvitz–Thompson (H–T) 估计量。从直接估计量的表

达形式可以看出，基于设计的直接估计仅仅包含了样本 yi 的信息，对于样本量

较少，乃至无样本的区域得到的估计不可靠，或者得不到估计。由于这些不足，

借助于辅助信息的小域间接估计得到广泛应用。

由于直接估计受限于样本的数量，借助于其它辅助信息的间接估计量受到

了大量的关注。间接估计的核心思想就是借助于辅助信息来“增加”样本量的方

式，降低直接估计的误差。常见的间接估计量有综合估计量、复合估计量、以及

James-Stein(JS) 收缩估计量。Hansen et al. [35] 描述了综合回归估计器在无线电

监听调查中的首次应用。Levy [36] 提出了一种回归调整的综合估计量，试图通过

结合特定区域的协变量来解释局部变化。Gonzalez et al. [37] 给出了综合估计量的

定义。复合估计量为了平衡综合估计量的潜在偏差和直接估计量的不稳定性，将

二者进行了加权平均。Schaible [38] 讨论了最优权重的选取，Purcell et al. [39] 提出

复合估计的另一种方法，对所有区域使用一个共同的权重，然后最小化总 MSE，

这确保了一些小域的整体效率，其中关于最小化 MSE 的过程中用到了 JS 方法。

这些传统的间接估计方法是基于隐式模型的，通过补充数据的方式和小域估计

相联系。为了反映区域之间的随机效应，基于模型的方法受到了学者的欢迎。

基于模型的小域估计成为了当下最受欢迎的小域估计方法 [1,3,11,24,29–31,40,41,41–50]。

这主要是依赖于模型估计的几大优点：一、模型诊断可以用来找到与数据很吻合

的适当模型。模型诊断包括残差分析，以检测偏离假设模型，为模型选择辅助变

量，以及病例删除诊断，以检测有影响的观察。二、特定区域精度测量可与每个

小域估计相联系，而不同于综合估计经常使用的平均测量。三、基于模型的估计

可以建立线性混合模型以及非线性模型，如 logistic 回归模型和具有随机面积效

应的广义线性模型。对于复杂的数据结构，如空间依赖和时间序列，也可以基于

模型的方法处理。四、随机效应模型可以用来实现精确的小域推断。基于以上优

点，目前小域估计的研究主要集中于模型的估计。

近 20年来，基于模型的小域估计方法成为了该领域研究的主流，在理论和应

用中均涌现了大量的研究成果，Ghosh , Rao, Jiang , Lahiri, Datta, Pfeffermann
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等人 [29–31,40–44] 在小域理论发展中做了大量的工作。Rao et al. [1] 的专著《小域估

计》系统介绍了小域研究的基础理论和方法，成为该领域较为全面系统的研究文

献。在小域估计中，根据观测数据的不同形式，主要包含两类模型的研究，即区

域水平模型和单元水平模型。

在区域水平模型的研究方面。Fay III et al. [2] 在根据调查数据研究美国人

口少于 1000 的区域上平均收入时，引入了基本的区域水平 Fay-Herriot(FH) 模

型，在此后关于区域水平变量的小域估计中，FH 模型成了标准的区域水平模

型。Ericksen et al. [51] 利用了 FH 模型估计美国十年一次的人口普查的不足数。

Dick [52] 等研究了 FH 模型在人口统计中的应用。当所研究的区域变量不止一个

时，Fay [46], Ghosh [53] 提出了多元 FH 模型，并证明它可以得到对小域平均的更

有效的估计，因为它利用了区域估计值之间的相关性，而不是单变量模型。Ghosh

et al. [30] 采用多元模型估计了美国各州 (小域) 四人家庭的当前收入中位数。Rao

et al. [31] 推广了基本 FH 模型用来处理时间序列和截面数据，Ghosh et al. [30] 提

出了一种用于小面积估算的不同时间序列横截面模型。众多的学者将 FH模型应

用于收入估计、失业率估计等方面 ( [2,54–56])，Burgard et al. [57] 建立了双变量的

FH 模型，用于估计西班牙居住条件调查中的贫困率。

在单元水平模型研究方面。Battese et al. [3] 利用样本调查数据结合卫星信息

估计县农作物面积时，提出了误差嵌套模型 (Nested Error Regression, NER)。作

为基本的单元水平模型成为研究单元数据可用时小域估计的有力工具。当关注

变量大于 1 个时，多元情形的 NER 模型被广泛使用，在上述估计农作物面积的

应用中，考虑大豆和玉米的种植面积的估计即为二元 NER模型。Stukel et al. [58]

通过双嵌套误差回归模型 (Two-Fold NER) 分析了人口结构。Datta et al. [41] 推

广了 NER模型，提出了广义线性混合模型。在广义线性混合模型中，不仅 NER

模型作为其中的一种特殊情形，还包含了逻辑混合模型，Possion 混合模型等。

并将这些模型应用于死亡率估计、劳动力调查分析。Ghosh et al. [59] 提出了关

注变量来自于指数分布族时的，具有随机面积效应的广义线性模型。Esteban

et al. [7], Arias-Salazar et al. [8] 提出了针对组合数据的单元水平估计模型，并利

用该模型估计了消费结构、贫困率指标的小域估计问题。

经典的区域水平模型由 Fay III et al. [2] 提出, FH 模型表述为:

yi = x⊤i β + vi + ei, i = 1, · · · ,m

其中 m 为小域的个数, yi 为第 i 个小域上目标变量的直接调查估计量, xi 为协变

量构成的向量, β 为末知的回归系数, vi 为不能由预测因子解释的区域随机效应,
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ei 为抽样误差。一般假设 vi 与 ei 相互独立, 且 vi ∼ N(0, A), ei ∼ N (0, Di), 其

中 A 是末知的方差, Di, i = 1, · · · ,m 是已知的抽样方差, 若其末知, 一般可通过

抽样获取较为精确的估计。区域模型一般用于表述区域整体水平的变量估计中,

若是估计的区域水平变量不止一个, 还可以建立多维情形的区域水平模型、对于

具有空间相关结构的区域水平变量, 可以考虑空间结构的区域水平模型、对于时

间序列的区域水平变量, 还可以建立时空相关的区域水平模型。

经典的单元水平模型是由 Battese et al. [3] 提出的误差嵌套模型 (Nested Er-

ror Regression,NER)。单元水平的 NER 模型为:

yij = x⊤ijβ + vi + eij, i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , ni

其中 m 为小域的个数, ni 为第 i 个小域上样本量, yij 为第 i 个小域上第 j 个单

元的直接调查估计量, xij 为相应协变量构成的向量, β 为末知的回归系数, vi 为

不能由预测因子解释的区域随机效应, eij 为随机误差。且 vi ∼ N (0, σ2
v) , eij ∼

N (0, σ2
e), 方差 σ2

v , σ
2
e 末知。根据单元水平变量的形式, 同样可以建立多维单元

水平模型 Esteban et al. [7], Arias-Salazar et al. [8] 以及单元水平的广义可加模型

Mori et al. [60]。

小域估计中最核心的方法就是如何估计目标参数，并给出估计参数的分布

等性质。估计方法方面，最优线性无偏估计量 (EBLUP) 是线性无偏估计中的

均方误差最小，并且不依赖于随机效应的正态性，但是它们依赖于随机效应的

方差。针对于一般的线性混合模型 y = Xβ + Zv + e, 其中 y 是 n × 1 的观测

向量, X,Z 是辅助信息, v, e 是独立的均值为 0, 方差为 G,R 的随机效应, 由

此可得 y 的 µ̃H = t(δ,y) = lT β̃ + mT ṽ = lT β̃ + mTGZTV−1(y − Xβ̃), 其中

β̃ = β̃(δ) =
(
XTV−1X

)−1 XTV−1y, ṽ = ṽ(δ) = GZTV−1(y−Xβ̃)。由于 BLUP

估计量依赖于实际应用中末知的方差参数 δ 。考虑用 δ 的估计量替换 δ, 则就是

经验最优线性无偏估计量 (Empirical Best Linear Unbiased Prediction, EBLUP)。

在 EBLUP 的表达式中，包含有未知的参数 β,A ，如果利用参数的 ML 或者

REML估计量替换 EBLUP表达式中的参数，则可以得到经验贝叶斯 (Empirical

Bayes, EB)估计量。EBLUP估计量主要是针对连续型观测变量采用的方法，当观

测变量为计数型或逻辑型变量时，经验贝叶斯和分层贝叶斯 (Hierarchical Bayes,

HB)方法能够很好地应用于这类数据 [61,62]。EB方法可以通过广义线性混合模型

处理二值数据和计数数据，也可以通过单元级模型处理一般小面积参数。EB 和

HB 方法的主要区别就在于是否对每个超参数都有一个先验分布。
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学者们在基于正则性条件下关于 EBLUP 的研究已经取得了相对成熟的理

论 [1,3,46,63]。针对标准 FH 模型的 EBLUP 估计量为: θ̂i = (1− ρ̂i) yi + ρ̂ix
⊤
i β̂, 其

中 ρ̂i = Di/
(
Â+Di

)
, β̂, Â 是 β,A 的估计值。从 EBLUP 估计量的表达式可以

看出, EBLUP 估计量为直接估计量 yi 和回归估计量 x⊤i β̂ 的加权平均。换句话

说, EBLUP 可以看作是用收缩因子 ρ̂i 将直接估计量向回归估计量收缩。如果 A

相对于 Di 较大, 即区域间差异较大，此时收缩因子 ρ̂i 较小，则直接估计量通过

回归估计量从其他区域借鉴的强度不大, 极端情形下，收缩系数将接近于零, 意

味着没有收缩。反之, 若 A 相对于 Di 较小, 则区域间差异较小，此时收缩影子

ρ̂i 变大，估计量向回归估计收缩。然而, 当观测数据存在离群观测值时, EBLUP

估计量易受极端 yi 的影响, 而达不到收缩的效果, 同时会导致 MSE较大, 估计的

准确性受到影响。同时由于异常观测值在很多情形下都会出现, 这导致了有必要

更进一步研究稳健估计量。当 yi 可以用辅助信息 xi 很好地解释时, 经验贝叶斯

估计是有用的。然而,在实际应用中，xi 并不一定是 yi 在所有领域的良好辅助信

息; 换句话说, yi 在某些区域可能离 x⊤i β̂
′ 很远, 我们称之为离群观测。对于这些

观测, 相应的 θi 可以由不同于假设的正态分布中产生; 也就是说, θi 的假设分布

可能被错误指定。这将导致过度收缩, 以及估计量容易受离群观测的影响。

标准模型下的 EB 估计量是小域估计的理想选择，但是，在传统的小域估计

模型中，区域随机效应和模型随机效应部分的误差均假定服从正态分布，但在实

际应用中，观测数据中离群值很常见，使用传统的 EBLUP 方法会产生较大的估

计偏差。在研究中，我们重点关注随机效应分布非正态及模型观测存在离群值的

基本模型，并提出针对这些模型的稳健估计方法。

离群观测是任何调查中都不可避免的事实 Chambers et al. [64]，因离群值普

遍存在，且会对估计量产生较大影响，因此众多研究专门探讨减小离群观测对调

查估计影响的方法。常见的有三种：第一种，删除离群观测值，用剩余观测值进

行估计和预测。很显然，这一方法当样本量非常大时，删除少数的离群观测可能

是可行的。但当样本量本来就比较小时，这种方法不仅会带来信息的丢失，同时

还会导致估计量偏离真实值。第二种，用非离群观测值替代离群观测值进行估

计，并在非抽样总体中采用稳健投影的方式进行稳健预测。然正如 Chambers [65]

所言，若观测值是准确获取的，不能认为每个观测值是唯一的，且没有理由说明

在未抽样总体中不包含离群观测值。Hosseini et al. [9] 等用半参数的模型研究了

保险的小域估计问题。第三种方法，通过构建对于离群观测值不敏感的稳健估计

量，来减小离群值对估计结果影响, 这类方法也是学者们关注的主要方法，本文
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也采用了这类稳健估计方法。

1.2.2 稳健小域估计研究综述

关于稳健估计量的研究方面，早期对 SAE稳健估计的研究可以追溯到Ghosh

et al. [66]提出的层次均值稳健估计中将小域均值作为一种特殊情况。Datta et al. [43]

讨论了异常值是如何影响收缩估计的，即使是一个单一的异常值也可能导致所有

小域估计都收缩成相应的直接估计。Datta et al. [43] 使用了一个分层贝叶斯 (HB)

框架研究 vi 中异常值的影响，vi 的分布被假定为正态分布和一般混合分布的比

例混合。这种混合族诱导长尾分布，特别是 t 分布和柯西分布。基于假设分布族

的 HB 估计比基于正态分布的估计对离群 yi 更有稳健性。Bell et al. [67] 对 θi 的

HB 估计量如何变化进行了实证研究，当使用区域效应 vi 上自由度为 k (较小)

的 t 分布来代替正态分布, 他们的结果表明，使用 k 值较小的 t 分布可以减少离

群值的影响。因为与 vi 在正态性假定下相比较，利用混合分布时, 对正常点直接

估计量 θi 给与了更大的权重，若 yi 是异常值，那么假定抽样误差 ei 服从 t分布，

导致对 yi 给予更小的权重。Ghosh et al. [68] 研究了区域水平模型下 θi 的稳健估

计，使用 Huber’s ϕ函数对 EBLUP估计量进行稳健化,同时在 Molina et al. [69]

中提出了稳健小域估计的 R 包 sae。然而，当正态性假定不满足的时候，其经

验贝叶斯估计量表现并不好。Sinha et al. [28] 考虑了在正态假设下使用 Huber’s

ϕ 函数改变似然方差，通过给异常点相关的项更小的权重的方式来获得稳健估计

量。目前，在小域估计稳健估计中，这两种方法是应用较为普遍的两种方法。但

是，当异常值过大时，估计量的渐近性表现一般。另外关于小域稳健估计的方法

还有 Chambers et al. [70], Bianchi et al. [71], Fabrizi et al. [72] 提出的基于分位数的

小域估计方法，Opsomer et al. [73] 利用 P 样条的非参数模型讨论了目标变量的

稳健估计。[74–76] 等人利用混合效应模型，探究了稳健小域估计问题。

综合当前关于小域稳健估计的研究不难发现，虽然已有不少的文献用于研究

稳健小域估计，但是大多都是考虑在特殊情形下的稳健估计，在估计的效果上，

现有的稳健估计方法仍会出现对异常值敏感以及过度收缩等问题，导致估计量

的方差增大和估计量的 MSE 有偏。为了研究非正态总体以及离群观测存在时的

小域估计问题，探究普适的稳健小域估计变得极为重要。Sugasawa [77] 首次提出

了利用密度幂发散研究 FH 模型的稳健估计方法，并给出了稳健估计量。通过引

入密度幂散度，借助于调整参数，得到了依赖于调整参数的稳健估计量，可以根

据数据的分布特征，选取适当的调整参数，得到估计量及其估计量的 MSE。基
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于这一优点，本研究在此基础上，探索基于 γ 散度的小域稳健估计和单元水平下

的稳健估计方法。Jiang et al. [63] 对小域稳健估计的发展以及可能的研究方向进

行了综述，并指出测量误差是影响模型假设的主要原因，且稳健估计方法对模型

错误假定时是非常重要的，因为对于大多不习惯使用复杂模型的人员更加适用。

庞智强 等 [78] 利用 γ 散度研究了单元水平模型的稳健小域估计问题，给出了对

异常值不敏感的稳健估计方法。

我国对小域估计方法的研究相比国外来说起步较晚，理论文献也不多。金勇

进等 [79] 最早详细介绍了抽样调查中常出现的域估计问题，也算是小域相关的问

题；李莉莉等 (2003) 研究了采用样本追加策略与事后分层技术下域估计的理论

与方法；冯士雍 [80] 强调小域估计是我国抽样调查领域需要研究的重点问题，并

对经验贝叶斯和分层贝叶斯估计方法进行了简单介绍；吕萍 [81] 将分位数回归模

型引入小域估计中，处理了实际中存在异常值或是重尾现象的小域估计问题；刘

乐平等 [26] 对小域估计中的经验贝叶斯方法和分层贝叶斯方法进行了介绍，并结

合实际数据验证了分层贝叶斯方法的稳健性。周巍 等 [19] 利用遥感辅助信息，构

建了单元层次的多响应变量的多元回归形式的小域模型，研究了黑龙江省县域

水平的农作物小域估计问题。贺建风等 [82] 分层贝叶斯的广义线性模型的小域估

计问题；李腾 等 [83] 讨论了基于混合地理加权 Fay-Herriot 模型的小域估计。巩

红禹 等 [20] 将小域估计方法应用到了贫困测度中。刘小惠 等 [84] 探究了模型存在

偏误时小域估计的评价问题，并给出了相应的评价方法。上述国内研究大多数是

基于小域估计的应用研究，很少有人关注小域稳健估计。

基于密度的最小距离推断是参数统计推断的重要组成部分。在最小距离推断

中，通过最小化数据与假设参数模型之间的偏差的适当度量来估计目标参数，而

差异是由两个密度函数之间的散度来度量。常见的方法有 KL 散度、密度幂散度

(Density Power Divergence,DPD) 方法、γ 散度等。对于 KL 散度对假设分布的

敏感性，Basu et al. [85] 等引入了密度幂发散族作为两个概率密度函数之间差异

的度量，并使用该族在通常的独立同分布数据设置下估计模型参数。在 DPD 的

定义中，通过调整参数 γ 来平衡估计效率和稳健性。并证明了当调整参数 γ = 0

时，DPD 散度退化成 KL 散度。同时，由最小化 DPD 方法构建的似然函数在

γ = 0 时就会变成正态假设下的似然函数。因此，学者们将 DPD 方法作为一种

推广应用到稳健估计中，并取得了不错的估计效果，如 Ghosh et al. [42,86], Riani

et al. [87] 等讨论了 DPD 在稳健回归中的应用。

Jones et al. [88] 引入了另一个具有类似性质的 γ 散度，Fujisawa et al. [89] 利

13



兰州财经大学博士学位论文 基于密度幂散度族的稳健小域估计

用 γ 散度研究了重尾情形下参数的稳健估计，Nakagawa et al. [90] 利用 γ 散度提

出了稳健 Bayes 估计方法。γ 散度作为另一种统计距离，在稳健估计中发挥着

重要的作用，在某些情形下能够得到比 DPD 更加稳健的估计效果。Kawashima

et al. [91] 将 γ 散度应用于稳健回归模型，讨论了一般回归模型的稳健性和稀疏性

问题。本研究中，将讨论 γ 散度在稳健小域估计中的应用，探讨小域估计模型不

满足正态性假设条件下的估计问题。

这两种密度幂散度的主要思想是对与离群值相关的项给予较小的权重，使

得参数估计对离群值变得稳健。在这两种情况下，调整参数控制稳健性性和效率

之间的权衡。调整参数的值越小，模型的效率越高，调整参数的值越高，离群值

的稳定性越好。在这两种情况下，对应于调整参数为 0的最小散度估计量就是最

大似然估计量。有关 DPD 散度和 γ 散度的定义及其比较研究，将在第三章进行

详细的讨论。

在基于散度的稳健估计方法中，由一个单一的调优参数控制对异常值的稳

健性。如果调优参数被设置为比必要值更小的值，得到的估计量仍可能受到异

常值的影响。另一方面，若选取调优参数的值选择过大，则会导致统计效率的

损失 Basu et al. [85]。尽管基于散度的稳健统计方法的性质及其理论分析已得

到证明，但根据观测数据选取调整参数经常被忽视，只有少数文献 (Warwick

et al. [92], Basak et al. [93]) 提出了频率论方法，通过渐近均方误差选择最优调整

参数值。Sugasawa et al. [94] 提出了最小化 Hyvarinen得分的参数选择标准。在本

研究中，密度幂散度方法将应用于小域估计模型，并在调整参数的选择中使用上

述两种估计方法，探索基于数据的自适应调整参数选择方法。详细的算法将在第

三章呈现。

1.3 研究思路和研究内容

1.3.1 研究思路

结合研究背景和目前的研究现状，本研究仍然着眼于小域估计问题，只是

本研究的侧重点在于离群观测下的稳健小域估计方法。详细的研究技术线路图

如1.2所示。

1.3.2 研究内容

根据小域估计的研究现状和稳健估计的必要性，本文主要研究内容为小域

稳健估计和混合模型中的小域估计的研究。即在标准的小域模型中，由于较大的
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小域上目标变量的估计问题

1. 小域估计模型中要求目标变量服从正态分布，在小域数据中很

难满足；

2. 当观测数据中存在离群观测值时，BLUP估计量方差较大，估

计不准确；

3. 现有的稳健估计方法对异常值较为敏感，容易出现过度收缩的

问题，而密度幂散度具有较强的稳健性。

研究背景

研究动机

研究目的借助于密度幂散度族的性质，构建稳健小域估计方法

研究内容

小域估计方法的比较、稳健小域

估计方法的分析与比较

研
究
一

区域水平模型的

稳健小域估计

研究二 研究三

单元水平模型的稳
健小域估计

研究四

稳健小域估计的应用研究

理论
基础

将密度幂散度族应用于
小域估计模型

理论
创新

应用
研究

图 1.2 技术线路图
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抽样误差、异常观测的出现，导致模型的正态性假设条件不能满足。在这种背景

下，研究小域估计的稳健估计量，一方面提高模型对离群观测点的稳健性，另外

讨论稳健估计量的渐近性质。主要的研究内容分为如下几个方面：

1) 小域估计理论方法的比较研究。本部分的研究内容主要从两个方面展开，

第一，小域估计基本理论方法的比较研究。区域水平模型和单元水平模型作为小

域估计的两个基本模型，在正态性假设条件下的估计理论已经比较完善。为探索

基本假设条件不满足时的小域估计量，比较 EBLUP估计在不同的模型条件下的

表现，探究其 MSE 的变化情况。第二，总结现有的稳健小域估计量，比较现有

稳健估计量和 EBLUP 估计的区别，并总结现有稳健小域估计量的不足。

2) 区域水平模型的稳健估计量研究。在区域水平的 FH 模型中, 由于传

统的 EB 估计量 θ̂i = (1− ρ̂i) yi + ρ̂ix
⊤
i β̂ 的收缩因子 ρ̂i = Di/

(
Â+Di

)
只和

A 有关, 对异常观测值较为敏感。如果用 η̂ 表示估计量, 则当
∣∣yi − x⊤i β∣∣ → ∞

时,
∣∣η̂i − x⊤i β∣∣ 的表现直接反映了估计量对于异常观测的影响。而 EB 估计量∣∣η̂i − x⊤i β∣∣→∞, 由此可见, EB 估计量对离群观测比较敏感。因此，研究区域水

平模型的稳健估计量是本研究的重点内容之一。本研究将考虑基于 DPD 散度和

γ 散度的稳健小域估计方法，给出基于两种散度的稳健估计量和估计量的 MSE。

3) 单元水平模型的稳健估计研究。本研究的另一重点是考虑基于 DPD 方

法和 γ 散度的单元水平模型稳健性研究，进一步改善传统稳健估计中过度收缩

和估计量方差较大的情形。通过散度族的方式构建似然函数，并在此基础上提出

稳健估计量，推导估计量的 MSE。通过实验模拟来说明我们提出统计量的性质，

并和现有估计量进行比较。推广基于密度的稳健估计方法，研究在广义线性模型

下的稳健估计量。由于受观测数据分布的影响，广义线性模型在小域估计中也较

为普遍。异常值同样会影响 EB 估计量，广义线性模型下估计量的稳健估计显得

尤为重要.

4) 研究基于稳健估计量的置信区间。由前面的分析可知，在离群观测数据

中，传统的置信区间的渐近误差收敛速度较慢，同时由于异常观测值的存在往往

会出现置信区间较长的情形。如果用传统的正态方法构造区间估计，可能会导致

区间长度太长的情况的发生，因此，在稳健估计量的基础上构建 Bootstrap 置信

区间是本研究的重点任务。因此研究存在异常观测时小域目标变量的稳健置信

区间的构造也是内容之一。

5) 探究基于观测数据的参数选择算法。本研究将密度幂散度族应用于小域

估计，得到对模型假设不敏感以及对异常观测具有稳健性的估计量。为了达到对
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观测数据的稳健性，该类方法中引入了一个平衡稳健性和模型效率的调整参数。

选择不同的调整参数会导致不同的稳健效果，因此选择最优的调整参数是本研

究的关键环节。本研究中将探索基于观测数据的自适应选择算法，根据数据特点

选择出最优的调整参数，并将其应用于稳健小域估计。

6) 基于中国家庭追踪调查的应用研究。本研究将在前述理论研究的基础上，

探究中国家庭追踪调查中平均收入的小域估计。基于北京大学完成的中国家庭

追踪调查数据，分析中国家庭平均收入的小域估计问题。无论是家庭调查还是通

常的住户调查，都会涉及到小域估计的问题，同时这类数据中经常会遇到异常观

测的问题，因此本文将结合理论研究的结果，分析小域上家庭平均收入的变化情

况。

本研究的主要内容和框架可见图1.3。

基于密度幂散度族的稳健小域估计

稳

健

小

域

估

计

方

法

比

较

小域估计模型

估计方法比较

估计量的评价

1. 区域水平模型
2. 单元水平模型

均方误差

模型假设有误

情形下的均方

误差

经验最佳线性无

偏估计方法比较

小

域

估

计

基

本

理

论

方

法

比

较

稳健估计的

思想

小域中的稳

健估计

密度幂散度

的稳健估计

1. 模型假设不
成立

2. 异常值的存
在

区域水平模型的稳健估计

基于γ散度的区域
水平模型稳健估计

基于密度幂散度的区域

水平模型稳健估计

单元水平模型的稳健估计

基于γ散度的单元水
平模型稳健估计

基于密度幂散度的单

元水平模型稳健估计

密度幂散

度方法在

小域估计

中的应用

理论研究

应用研究 基于中国家庭追踪调查的应用研究 中国家庭平均收入的小域估计

图 1.3 主要研究内容与结构安排
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1.3.3 研究目的

本研究主要研究稳健小域估计问题，即观测数据存在离群点时小域估计问

题。通过结合最小化密度幂散度的方法，改进传统估计方法中估计误差以及估计

的均方误差较大的情况，得到在给定精度下的稳健估计。本研究的主要目的分为

如下几个方面：

1) 总结小域估计研究的基本理论，探究现有稳健估计方法的不足。虽然小

域估计理论具有久远的研究历史，且已经发展的相对成熟，但是在区域随机效应

不服从正态分布时，传统的估计理论得到的结果表现不好。通过比较现有的估计

理论、稳健估计方法，探索估计量变化的规律，以及估计结果不佳的原因。进一

步尝试密度幂散度族的稳健估计方法，并尝试将该类方法应用于小域估计。

2) 改进观测数据中有离群观测时 FH 模型的稳健估计。作为标准的区域水

平模型，在实践应用中有非常多的情景会涉及到区域水平的研究，然而，标准的

区域水平模型的假设条件在很多情形下难以满足，尤其是在具有离群观测和较

大的抽样误差时，EBLUP 估计量难以得到准确的估计。目前的涉及区域水平的

稳健方法相对较少，而且容易出现过度收缩，或者导致估计的 MSE很大等缺陷。

本研究借助于密度幂散度族的性质，构建似然函数的方式得到参数的稳健估计

量，进而得出小域稳健估计量。

3) 研究小域单元水平模型的稳健估计问题。对于单元级别的数据而言，离

群观测存在时同样会影响其 EBLUP估计量，而且目前关于单元水平模型稳健估

计方法的研究较少。在求单元水平模型的小域参数时，似然函数的高维积分问题

是制约其稳健估计的因素之一。本文主要借助于密度幂散度、条件分布以及拉普

拉斯近似等方式，研究单元水平下稳健小域估计。

4) 研究基于稳健估计量的置信区间。区间估计作为统计推断中一种估计方

式，在参数变化范围的估计中引用非常广泛，也是参数估计中不可或缺的一类方

法。而小域中目标变量的区间估计对决策者提供变量可靠的变化范围显得至关

重要。目前关于小域置信区间的研究相对较少，普遍引用的是基于正态分布构造

的置信区间，而这种置信区间的近似误差为。另一种是利用 Bootstrap 方法构建

的置信区间，这种区间的渐近误差为 O(n−3/2)，相比传统的置信区间 O(n−1) 有

了很大的改进。很少有学者关注观测数据在异常情况下的置信区间的构造，本研

究将在前述稳健估计量的基础上，考虑置信区间的构造，并推导其渐近误差。

5) 住户调查数据的应用研究。统计部门关于住户调查是每个季度都跟踪统

计的调查，然而住户调查的样本量却非常有限。如果用直接估计的方式分析收入
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和消费水平，经常会出现估计不准确、偏差较大的情况。本研究将结合小域估计

的特点，利用北京大学实施的关于中国家庭追踪调查数据，分析小区域上家庭消

费和收入水平，分析区域之间的差别，对政策的制定和区域发展规划提供可行的

建议。

1.4 创新点

本研究旨在利用密度幂散度族构建稳健小域估计量，提出稳健小域估计方

法。结合前述有关文献梳理和本文研究思路，本文的主要特色和创新之处在于：

1) 针对区域水平模型，提出了基于密度幂散度和 γ 散度的稳健小域估计方

法。在区域水平模型中，利用 ML 方法得到的 BLUP 对异常值较为敏感，本研

究中通过比较 BLUP 的基本形式，构建基于密度幂散度和 γ 散度的稳健估计量。

并给出估计参数的性质和渐近分布，给出估计量的置信区间的构造方法和估计

量 MSE 的估计形式。

2) 提出了密度幂散度族在单元水平模型下的稳健小域估计方法。不同于区

域水平模型，单元水平模型中需要估计区域中每个目标单元的值，但是小域估计

问题中难免会有未抽样单元，本研究中给出了借助于密度幂散度族的稳健小域

估计方法，通过条件分布的方式给出了估计量的蒙特卡洛估计值，同时给出了对

于有限总体中目标变量的估计和区域均值的估计。

3) 本研究中给出了密度幂散度族中的调节参数的选择算法。不同于经验选

择方法，本研究给出的调整参数的选择算法能够结合数据的分布特征点选择调

整参数，使得估计量具有最小的 MSE。

4) 给出了小域目标估计量 MSE 的 Bootstrap 估计程序，并在此基础上构建

小域估计量的置信区间。相比于现有的有关小域估计的研究结论，本研究中给出

的小域估计量的置信区间具有更准确的覆盖率和更小的区间长度。

1.5 文章结构

本文主要研究基本的小域模型中基本假设不满足以及观测数据中存在异常

观测情形下的小域稳健估计问题。围绕这一背景，分别研究了区域水平模型和单

元水平模型下的稳健小域估计问题，提出了稳健估计量，给出了估计量的渐近性

质，MSE 的估计等。论文全文共有六章，具体的行文安排如下。

第一章为引言部分，首先介绍了本文的研究背景，回顾了小域估计问题的提

出和发展背景。研究范围上，从最初的主要区域估计问题到精细化的小域估计问

19



兰州财经大学博士学位论文 基于密度幂散度族的稳健小域估计

题；估计方法上，从基于抽样的直接估计到基于模型的小域估计；在模型的研究

中，从标准的小域估计模型到模型基本假定不满足情形下的稳健估计。在此背景

下，本研究梳理了小域估计方法、小域估计模型应用、稳健小域估计等方面的文

献。在总结梳理现有文献的基础上，提出了当前研究中的不足，提出了本文的研

究问题和内容，指出了研究的意义和目的。

第二章为小域估计理论方法的比较研究。在前述文献综述的基础上，整理了

目前小域估计的基本理论和方法，并对现有小域估计方法的研究做了比较，指出

了现有小域估计方法的不足。尽管有大量的文献用于研究基本的小域估计模型，

以及结合基本的小域模型的应用。但是模型中假定区域随机效应和模型误差均

服从正态分布，这一假设条件在很多小域估计问题中难以满足，本文指出了在模

型不满足基本假定条件下传统小域估计方法的弊端，以及该情形下小域估计结

果的 MSE 的变化情况。

第三章为稳健估计方法的比较研究。首先指出了稳健估计研究的必要性，比

较了常用的稳健估计方法。通过梳理比较发现，近年来关于密度幂散度的稳健估

计方法的研究受到了众多学者的推崇，并指出在特定条件下具有良好的稳健性，

且其参数估计具有显式表达。在稳健小域估计领域，虽然稳健小域估计已经引起

了部分学者的关注，并提出了相应的稳健估计方法，然而目前的稳健小域估计方

法对离群观测仍然较为敏感，容易受随机误差项的方差的影响。考虑到密度幂散

度在稳健统计中的优良性质，本文引入了基于密度幂散度的稳健估计方法，并将

密度幂稳健估计方法应用于基本的小域模型。

第四章为区域水平模型的稳健估计研究。本章给出了密度幂散度、γ 散度在

区域水平模型中的应用研究。通过将这两类散度应用于区域水平模型，得到了带

有调整参数的稳健估计量，从估计量的表达式中不难发现，基于散度的稳健估计

方法依赖于随机误差方差的变化，且具有较强的稳健性。本章中给出了区域水平

模型稳健估计量的性质，同时给出了调整参数的选择算法，通过选取最优调整算

法，使得该模型的 MSE 最小。最后通过模拟比较发现，在随机效应是混合正态

分布等有偏分布的假设条件下，基于散度的稳健小域估计方法比现有的稳健估

计方法具有更小的 MSE，表现出更好的稳健性。

第五章为单元水平模型的稳健估计研究。本章节将密度幂散度、γ 散度应用

于单元水平模型，提出了基于这两类散度的稳健小域估计方法。给出了目标变量

在单元水平上的稳健估计量，给出了稳健估计量的表达式，研究了估计参数的渐

近性质。本章研究了在有限总体情形下的稳健估计量，指出了区域均值的稳健估
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计形式。在调整参数的选取中，提出了依赖于观测数据的调整参数选择算法，以

及在选定调整参数的情形下的 MSE 的估计。由于单元水平模型中数据的多元特

性，很难得到 MSE 的显式表达，本章中给出了稳健估计量 MSE 的 Bootstrap

估计算法。最后通过模拟数据比较了基于散度的稳健估计方法、ML 估计和现有

稳健估计方法，通过模拟发现，在模型不满足正态分布时，本章中提出的稳健估

计方法无论是参数的估计还是目标变量的估计中，均具有较小的 MSE。说明提

出的稳健小域估计方法是有效的，并在实际数据中进行了验证。

第六章是应用研究以及未来研究展望。本章节中，将应用前述章节中有关稳

健小域估计的理论方法，研究中国家庭平均收入的小域估计。通过小域估计模

型，探究家庭收入的小域分布情况，并探索研究影响区域家庭收入的主要因素。

最后，结合本研究的主要结论，指出本研究的不足指出以及需要改善的地方。另

外分析说明未来可能研究的方向和内容。
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第 2 章 小域估计的基本方法及理论

本章主要介绍小域估计的主要发展理论，常用的小域估计模型，小域估计的

常用方法及其比较研究。基于模型的小域估计中，最常用的两类模型就是区域水

平模型和单元水平模型。本章主要介绍这两类模型的基本形式，估计理论，以及

这两类模型存在的不足，这些将为的研究奠定相关的理论基础。

不同于基于抽样数据的直接估计，基于模型的估计可以针对数据提供更加可

靠和适合的模型。另外，特定区域的精确度量可以与每个小域的估计相关联，而

不像传统综合估计一样的全局度量。同时针对一些复杂的数据，可以模拟线性混

合模型、非线性混合模型、广义线性混合模型等。

在小域估计的框架下，可从直接估计量的表达形式看出, 基于设计的直接估

计仅仅包含了样本 yi 的信息, 对于样本量较少, 乃至无样本的区域得到的估计不

可靠, 或者得不到估计。而基于模型的小域估计，作为感兴趣变量的间接估计，

较好地解决了这一问题。因此需要重点关注基于模型的小域估计方法。

2.1 小域估计的模型

2.1.1 区域水平模型

为了对区域上目标变量进行估计，小域模型成了最有力的工具。其中区域水

平模型是最先应用于小域估计问题的模型之一，而且应用范围也非常广泛。经典

的区域水平模型由 Fay III et al. [2] 提出, 假设 µi 为第 i 个区域上观测变量的均

值 (或总面积)，设 yi 为 θ 的直接估计量。FH 模型定义为:

yi = µi + ei µi = xTi β + vi, i = 1, · · · , n. (2.1)

其中 n 为小域的个数, yi 为第 i 个小域上感兴趣变量的直接估计量, xi 为协变量

构成的向量, β 为末知的回归系数, vi 为不能由预测因子解释的区域随机效应, ei
为抽样误差。一般假设 vi 与 ei 相互独立, 且 vi ∼ N(0, A), ei ∼ N (0, Di), 其中 A

是末知的方差, Di, i = 1, · · · , n是已知的抽样方差。一般将模型 (2.1)的未知参数

记作 θ = (β, A)T . 因此，在模型 (2.1) 的假设条件下有，yi|xi ∼ N(xiβ, A+Di).

FH 模型作为最基本的区域水平模型，广泛应用于经济统计和人口统计的

领域。如 Fay III et al. [2] 在研究美国的那些人口总数不超过 1000 的区域的人

均收入时引入了 FH 模型，并被应用于其他统计估计的领域。美国统计局利用
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区域水平模型用来估计每个县区、州每年的贫困率和贫困学龄儿童的数量 (Rao

et al. [1])。

当需要研究每个区域上多个特征的估计问题时，多维 FH模型给提供了可用

的框架。该模型是由 Fay [46] 通过推广 FH 模型提出。一般地，假设要估计 r× 1

维的特征构成的向量 µi = (µi1, · · · , µir)T , 其中 θij = gj
(
Ȳij
)
和 Ȳij 分别是第 i

个区域的第 j 个特征的目标值和平均值, j = 1, · · · , r, µ̂i = (µ̂i1, · · · , µ̂ir)T 是估

计向量。则多元 Fay–Herriot 模型为

µ̂i = Xiβ + vi + ei, i = 1, · · · , n, (2.2)

其中抽样误差 ei = (ei1, · · · , eir)T ∼ Nr (0,Ψi)，其中 Ψi 是 ei 在 µi 的条件下的

条件协方差矩阵。域随机效应 vi ∼ Nr (0,Σv) ,Xi 是一个 r × rp 的辅助信息构

成的矩阵，其第 j 行为
(
0T , · · · ,0T , zTij,0T , · · · ,0T

)
, β 是 rp 维回归系数向量。

2.1.2 单元水平模型

作为小域估计的基础模型之一，单元水平模型能够处理小域中每个单元级

别的目标变量的估计，并且能通过单元数据计算相应的区域水平值。相比较于区

域水平模型，单元水平模型能够得到更加小的估计区域上的估计、以及个体的估

计。因其能够获取更加精细的估计值，因而与区域水平模型相比，在区域水平上

的估计具有更小的偏差。受数据的收集、辅助变量的获取、以及模型计算等方面

的限制，单元水平模型并不像区域水平那样受学者的关注。如能够获取单元级别

的观测数据和辅助信息，建立单元水平模型则是小域估计中更好的选择。

误差嵌套模型 (Nested Error Regression model,NER) 是最基本的单元水平

模型，由 Battese et al. [3] 提出。其具体模型如下：

yij = xTijβ + vi + eij, j = 1, · · · , Ni, i = 1, · · ·m, (2.3)

其中 yij表示目标变量在第 i个区域上的第 j个单元的取值，xij = (xij1, · · · , xijp)T

是其对应的单元级别的辅助变量。β 是未知的 p维回归系数向量，vi 是区域随机

效应，eij是模型随机误差。一般假设 vi
iid∼ N(0, σ2

v)，单元随机误差满足 eij = kij ẽij，

其中 kij 是已知的常数，且 ẽij
iid∼ N(0, σ2

e)，vi 与 eij 也是相互独立的。

Battese et al. [3] 利用 NER 模型根据抽样数据和卫星数据估计县级水平农

作物面积。Datta et al. [41] 推广了 NER 模型，利用分层贝叶斯方法讨论了广

义线性混合模型下的估计量。有关单元水平模型的相关研究可参见文献 Rao

et al. [1], Battese et al. [3], Datta et al. [41], Chakraborty et al. [48].
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一般地，对于包含 Ni 个单元的区域 i, i = 1, 2, · · · ,m，假设从中抽取容量为

ni 的样本 si，且抽取的样本同样服从模型 (2.3)。用 yPi 记作目标变量在区域 i

中所有单元构成的向量，假设它是随机的，具有给定的联合概率分布。用 yi 记

作由抽样单元构成的 yPi 的子向量，yir 为未抽样单元构成的子向量，而且不失

一般性地假设 yPi 的前 ni 个单元为抽样单元。则结合抽样数据的单元水平模型

可写成

yi = xiβ + vi1i + ei, i = 1, · · · ,m, (2.4)

其中 xi 是一个 ni × p 维的辅助信息矩阵，yi, ei 均为 ni × 1 维的向量，1i 是

ni × 1 维的所有元素为 1 的向量。设 θ =
(
βT , σ2

v , σ
2
e

)T 是模型的未知参数向量。
在正态性假定下，yi | xi 服从正态分布，其密度函数为

fθ (yi | xi) = (2π)−
ni
2 |Vi|−

1
2 exp

{
−1

2
(yi − xiβ)

T V −1
i (yi − xiβ)

}
, (2.5)

其中

Vi = σ2
e diag1≤j≤ni

(
k2ij
)
+ σ2

v1ni
1Tni

.

利用下述的 Sherman-Morrison 公式，可以计算 Vi 的逆矩阵。(
A+ uvT

)−1
= A−1 −A−1uvTA−1/

(
1 + vTA−1u

)
,

为了简化公式记 aij = k−2
ij , ai· =

∑ni

j=1 aij, ai = (ai1, · · · , aini
)T , 则有

V −1
i =

1

σ2
e

[
diag1≤j≤ni

(aij)−
ρi
ai·

aia
T
i

]
, |Vi| = (σ2

e + ai·σ
2
v)σ

2(ni−1)
e

ni∏
j=1

k2ij. (2.6)

其中 ρi = σ2
v/ (σ

2
v + σ2

e/ai·)。

同样地，区域 i 上的全部 Ni 个单元满足模型 (2.3) 的假设，由全部单元构

成的模型可写成

yPi = xPi β + vi1
P
i + ePi , i = 1, · · · ,m, (2.7)

其中 xPi 是一个 Ni× p 维的辅助信息矩阵，yPi , e
P
i 均为 Ni× 1 维的向量，1Pi 是

Ni × 1 维的所有元素为 1 的向量。将模型 (2.7) 按照抽样单元和非抽样单元进行

划分，

yPi =

 yis

yir

 =

 Xis

Xir

β + vi

 1is

1ir

+

 eis

eir


其中带有下标为 r 的均表示由非抽样单元构成的向量。在对未知参数 θ 的估计

中，利用样本数据的条件密度进行估计。
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2.1.3 线性混合模型

在线性模型中，假设样本观测是相互独立的，因此其不能反映数据之间的

相关结构。在实际应用中，线性模型的观测数据通常来源于同一总体，为了刻

画具有更复杂数据结构，以及来源于不同总体 (群类) 的观测之间的关系，Datta

et al. [41] 线性混合模型。混合模型可以描述多水平或者分层结构。针对于来源于

同一类 (组) 的观测，要求其是组内相关的，而来源于不同类的观测，又是组间

相互独立的。混合模型能够很好地捕捉这种数据间的相互关系，并具有很高的灵

活性和适用性。一般的线性混合模型表述为

y = Xβ +Zv + e, (2.8)

其中 yn×1 是观测值构成的向量，βp×1 是固定效应向量，uq×1 是随机效应向

量，Xn×p 和 Zn×q 是已知设计矩阵，en×1 是模型的误差向量。假设抽样误差

和随机误差是相互独立的具有零均值和已知方差矩阵的正态分布随机向量，即

v ∼ N(0,Vv), e ∼ N(0,Ve)。其中

var(v) = E
[
vvT

]
= Vv 和 var(e) = E

[
eeT

]
= Ve

均为依赖于未知参数 σ 的正定矩阵。结合 (2.8)可知 V = var(y) = ZVvZ
T +Ve，

且 V 是非奇异的矩阵。在上述模型中，如果取 Z = I，同时，对应的 y,x 均为

区域水平的观测值时，该模型就变成了基本的区域水平模型。当 Z = 1，同时，

对应的 y,x 均为单元水平的观测时，该模型就变成了基本的单元水平模型。因

此可以认为线性混合模型是上述基本模型的一般化。

线性混合模型建立了目标变量与解释变量之间的线性关系。同时，线性混合

模型可以处理观测数据不独立的情形，且线性混合模型可以对误差有相关关系

的情形建模。线性混合模型作为线性模型的推广，可以更好地用于对因变量的分

析。混合模型可以包含随机效应、层次效应、重复测量、空间和时间相关性等。

线性混合模型在小域估计中具有广泛的适用性，其中结合不同信息来源和解释

不同误差来源的灵活性为小域估计提供了应用背景。混合模型通过连接样本的

所有观测值，增加了估计过程中的有效信息，同时它们可以反映区域间的变化。

2.1.4 广义线性混合模型

广义线性混合模型是针对目标变量 y 是分类变量或计数型变量时的建模。更

一般地，假设在随机效应 vi 的条件下，目标变量 yi = (yi1, · · · , yini
)T 来自于指
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数分布族，其密度函数为

fyij |vi(yij|vi,β, ϕ) = exp
{
yijηij − b(ηij)

a(ϕ)
+ c(yij, ϕ)

}
,

其中 a(·), b(·), c(·, ·)为已知的实值函数。设随机效应 v1, · · · ,vm 服从均值为 0协

方差矩阵为Σ(θ)的多元正态分布，其中Σ(θ)依赖于未知参数 θ = (θ1, · · · , θq)T。

一般地，假设随机效应在区域之间是相互独立的，在区域之内是相关的，因此，

协方差矩阵 Σ(θ)是一个块对角矩阵的形式。广义线性模型通过一个连接函数将

观测变量的条件均值和辅助变量联系起来，其一般形式为：

µij = E(yij|vi),

g(µij) = xTijβ + zTijvi.
(2.9)

其中 xij, zij 分别是与固定效应和随机效应相关的设计矩阵。

常见的广义线性混合模型中，当 y 服从伯努利分布时，其对应的模型就成为

逻辑混合模型，当 y 服从二项分布时，可以建立二项混合模型。当然，根据观测

数据的形式，可以建立区域水平的广义线性混合模型和单元水平的广义线性混

合模型。上述模型 (2.9) 可以认为是单元水平的广义线性混合模型的一般形式。

2.2 经验最佳线性无偏估计

在本节中，重点介绍小域模型的参数估计方法和相关的经验最佳线性无偏

预测 (Empirical Best Linear Unbiased Prediction,EBLUP)。由上一节关于小域模

型的介绍可知，基本的单元水平模型和区域水平模型可以作为混合模型的特殊

情形，因此，在这里只讨论关于更一般情形的混合模型的参数估计和 EBLUP。

2.2.1 小域模型的参数估计

在小域模型中，未知参数包含模型的回归系数 β 和与随机效应协方差矩阵

相关的未知参数 σ。针对小域模型的参数估计的常用方法有最小二乘法 (Least

Squares,LS) 和极大似然 (Maximum Likelihood,ML) 估计方法，下面针对两种方

法进行详细的阐述。

在模型 (2.8) 中，观测变量 y ∼ N(0, V )。首先对其进行标准化，令 y∗ =

V −1/2y, e∗ = V −1/2(Zv + e), 和 X∗ = V −1/2X，则模型 (2.8) 可以写成

y∗ = X∗β + e∗,

27



兰州财经大学博士学位论文 基于密度幂散度族的稳健小域估计

且 var (e∗) = V −1/2 var(Zv + e)V −1/2 = V −1/2V V −1/2 = In。因此可以使用 LS

方法，即

β̂ = argminβ

{
e∗Te∗} .

因为

e∗Te∗ =
(
V −1/2y − V −1/2Xβ

)T (
V −1/2y − V −1/2Xβ

)
= (y −Xβ)TV −1(y −Xβ) = yTV −1y − 2βTXTV −1y + βTXTV −1Xβ

对上式关于 β 求偏导，可得

∂e∗Te∗

∂β
= −2XTV −1y + 2XTV −1Xβ

因此，当 XTV −1X 和 V 可逆时，可得参数 β 的估计

β̂ =
(
XTV −1X

)−1
XTV −1y

下面讨论用极大似然估计方法求解未知参数。

Henderson等 [95] 利用 v, e的正态性假设，通过最大化 y 和 v 的联合密度求

未知参数，即最大化

ϕ = −1

2
(y −Xβ −Zv)TV −1

e (y −Xβ −Zv)− 1

2
vTV −1

v v

在上式中，关于 β,v 求偏导数，并令其为零。可得估计方程 XTV −1
e X XTV −1

e Z

ZTV −1
e X ZTV −1

e Z + V −1
v

 β∗

v∗

 =

 XTV −1
e y

ZTV −1
e y


在解上述估计方程中，结合公式

V −1
e − V −1

e Z
(
ZTV −1

e Z + V −1
v

)−1
ZTV −1

e = V −1

和 (
ZTV −1

e Z + V −1
v

)−1
ZTV −1

e = VvZ
TV −1

可得 β,V 的 BLUP 估计

β̃ =
(
XTV −1X

)−1
XTV −1y, (2.10)

和

ṽ = ṽ(σ) = VvZ
TV −1(y −Xβ̃). (2.11)

结合上述参数 β,v 的估计，针对感兴趣的小域上的变量 µ = 1Tβ+mTv 的

估计为

µ̃ = 1T β̃ +mT ṽ = 1T β̃ +mTVvZ
TV −1(y −Xβ̃). (2.12)
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2.2.2 区域水平模型的 EBLUP

对满足 (2.1) 的模型，和线性混合模型进行对比，相当于在线性混合模型中

Zi = 1，协方差矩阵 Vvi = A,Vei = Di,Vi = A+Di。则结合上述关于混合模型的

BLUP估计量。在区域水平模型中，重点关注 µi的估计值 µ̂i。因为 µi = xTi β+vi，

这相当于在混合模型的估计中取 1Ti = xTi ,mi = 1，因此，基本的 FH 模型的区

域均值的 BLUP 估计量为

µ̂i = 1Ti β̂ +mT
i v̂i = xTi β̂ + v̂i

= xTi β̂ +
A

A+Di

(yi − xiβ̂)

= ρiyi + (1− ρi)xiβ̂. (2.13)

其中 ρi =
A

A+Di
，β 的估计量

β̂ =
(
XTV −1X

)−1
XTV −1y =

[
m∑
i=1

xix
T
i

A+Di

]−1 [ m∑
i=1

xTi yi
A+Di

]
. (2.14)

公式 (2.13) 中给出了区域水平模型中区域均值 µi 的最佳线性无偏估计，可

以理解为区域均值的估计为直接估计和回归估计的加权平均，对应的权重分别

为 ρi, 1 − ρi。但是，在实际应用中，可以结合抽样设计获得抽样方差 Di 的值，

但是模型随机误差的方差 A 是未知的，因此需要对 A 进行估计。

目前关于方差 A 的估计方法主要有两种，一种是矩估计方法，包括 Fay III

et al. [2] 给出的基于最小二乘的矩估计和 Prasad et al. [96] 给出的基于加权最小二

乘的矩估计方法；另一种是迭代估计方法，通过结合参数 β 的 ML 估计给出 A

的迭代估计。

在正态分布的假定下，满足 FH 模型的变量 yi−xTi β ∼ N(0, A+Di)，因此

有
∑m

i=1
(yi−xT

i β̂)
2

A+Di
∼ χ2(m− p)，其中 p 为辅助变量的维数，β̂ = β̂(A) 为系数的

估计量。根据 E
(∑m

i=1
(yi−xT

i β̂)2

A+Di

)
= m− p，那么 A 的估计可以通过解

m∑
i=1

(yi − xTi β̂)
2

A+Di

= m− p

得到。Fay 和 Herriot [2] 提出利用迭代算法求解 A:

Ak+1 = Ak +
1

f ′(Ak)
(m− p− f(Ak))

其中，f(A) =
∑m

i=1
(yi−xT

i β̂)2

A+Di
, f ′ 表示 f(·) 关于 A 的导数。
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还有一种思路求 A的估计，利用 ML估计方法，结合似然函数，利用 Fisher

得分算法，迭代求解得到 Â。

在得到 β 和 A 的估计后，代入公式 (2.13)，便可得到区域均值的 EBLUP

估计。

2.2.3 单元水平模型的 EBLUP

将满足模型 (2.3) 的单元水平模型和模型 (2.8) 的线性混合模型进行对比，

相当于在线性混合模型中，取 Zi = 1ni
，对应的方差矩阵为 Vvi = σ2

v , Vei =

σ2
e diag1≤j≤ni

(
k2ij
)
, 所以

Vi = σ2
e diag1≤j≤ni

(
k2ij
)
+ σ2

v1ni
1Tni

.

其中矩阵 Vi 的逆在公式 (2.6) 所示。

对于目标参数 µi = X̄T
i β + vi，相当于在公式 (2.12) 中取 1 = X̄,m = 1。

则可以得到 µi 的 BLUP 估计量为：

µ̂i = X̄i
T
β̂ + v̂i (2.15)

其中，̄xTi 是辅助信息在每个区域上的均值构成的矩阵，即 X̄T
i = (X̄i1, · · · , X̄ip)

T，

v̂i = γi(ȳia − x̄Tiaβ̂)，表达式中的 ȳia 和 x̄Tia 本别表示抽样数据的加权平均，通过

下式给出：

ȳia =

ni∑
j=1

aijyij/ai·, x̄ia =

ni∑
j=1

aijxij/ai·

.

不难发现，公式 (2.15)中的公式可以理解为“调查回归”估计量 ȳia+(X̄i−

x̄ia)
T β̂ 和回归综合估计量 X̄T

i β̂ 的加权平均：

µ̂i = ρi[ȳia + (X̄i − x̄ia)
T β̂] + (1− ρi)X̄T

i β̂, (2.16)

其中权重 ρi = σ2
v/(σ

2
v + σ2

e/ai·) ∈ (0, 1) 为区域之间不可解释的波动 σ2
v 与总变动

σ2
v + σ2

e/ai· 之间的比例。如果区域间不可解释变动 σ2
v 相对较小，则 ρi 比较小，

这时综合估计部分具有更大的权重。相反，当 ai· 变大时，调查回归估计部分具

有更大的权重。由于 ai· 是与 ni 同阶的，即 O(ni)，并且当 kij = 1 时 ai· 等于

ni，因此，当 ni 越大，调查回归部分的权重越大。

当 kij = 1 时，调查回归估计量趋近于 ni 较大时简单随机抽样下 µi 的设计

无偏估计量。在 kij 的一般情形下，当区域随机效应 v̂i 和 β̂ 是无偏估计的条件

下，µi 也是关于模型条件无偏估计。因此，由公式 (2.16) 得到的 BLUP 估计量

是渐近无偏的估计量。
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2.2.4 线性混合模型的 BLUP

针对形如 (2.8) 的线性混合模型，一般假设目标变量为 µ = lTβ +mTv，则

µ 的 BLUP 估计为

µ̂ = t(δ,y) = lT β̂ +mT v̂ = lT β̂ +mTVvZ
TV −1(y −X

ˆ̂
β), (2.17)

其中

β̂ = β̂(δ) =
(
XTV −1X

)−1
XTV −1y

是 β 的 BLUE, 且

v̂ = v̂(δ) = VvZ
TV −1(y −Xβ̂),

其中 V = v(δ) = Ve +ZVvZ
T .

在一般线性混合模型 (2.8) 的条件下，将模型写成分块对角矩阵结构，具体

形式如下：

y = col1≤i≤m (yi) =
(
yT1 , · · · ,yTm

)T
, X = col1≤i≤m (Xi)

Z = diag1≤i≤m (Zi) , v = col1≤i≤m (vi) , e = col1≤i≤m (ei) ,

其中Xi 是 ni×p的矩阵，Zi 是 ni×hi 的矩阵，yi 是 ni×1的向量，
∑m

i=1 ni = n

和
∑m

i=1 hi = h 成立，另外有

R = Ve = diag1≤i≤m (Ri) , G = Vv = diag1≤i≤m (Gi) ,

因而 V 同样具有块对角结构，V = diag1≤i≤m (Vi), 其中 Vi = Ri+ ZiGiZ
T
i , i =

1, · · · ,m. 至此模型 (2.8) 可以写成如下的形式

yi = Xiβ +Zivi + ei, i = 1, · · · ,m (2.18)

模型 (2.18)作为一般的线性混合模型，包含了很多小域估计的模型。一般感

兴趣的是形如 µi = lTi β+mT
i vi, i = 1, · · · ,m 的估计。结合 (2.17) 中的结论，µi

的 BLUP 估计量为

µ̂i = ti(δ,y) = lTi β̂ +mT
i v̂i,

其中

v̂i = v̂i(δ) = GiZ
T
i V

−1
i

(
yi −Xiβ̃

)
,

和

β̂ = β̂(δ) =

(
m∑
i=1

XT
i V

−1
i Xi

)−1 m∑
i=1

XT
i V

−1
i yi
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下面给出针对有限总体的一般预测性结论，同样将总体划分为抽样单元和非

抽样单元。特别地，若估计的目标参数为目标变量的线性组合形式，即 µ = γTy，

其中 γ 是 N × 1 的向量。将其进行分解可以写成

µ = γTy = (γTs ,γ
T
r )(y

T
s ,y

T
r )

T = γTs ys + γTr yr.

在上述分解条件下，假设 µ̂ = gTs ys 是 µ 的无偏估计，则 µ 的最优线性无偏

估计具有如下的结论。

用样本 ys 估计的 µ 的最优线性无偏估计的一般形式为

µ̂opt = γTs ys + γTr

[
Xrβ̂ + VrsV

−1
s

(
ys −Xsβ̂

)]
, (2.19)

其中 β̂ =
(
XT

s V
−1
s Xs

)−1
XT

s V
−1
s ys. 且估计量 µ̂opt 的方差为

varM (µ̂opt − µ) = γTr
(
Vr − VrsV

−1
s Vsr

)
γr

+ γTr
(
Xr − VrsV

−1
s Xs

) (
XT

s V
−1
s Xs

)−1 (
Xr − VrsV

−1
s Xs

)T
γr

2.3 估计量的均方误差

为了评价估计量的表现，需要进一步探究估计量的 MSE 用于衡量估计量的

波动程度。前面内容中出了总体线性参数的 BLUP 估计量，由于 BLUP 依赖于

一些未知参数，通常情况下估计量的方差是未知的。因此，需要对这些未知的参

数用适当的估计量进行替代，结果估计量就是 EBLUP。然而，EBLUP 的精确

均方误差并没有得到解析的推导。研究者提出了众多的研究方法用来研究 MSE

的近似估计。

关于小域估计量的 MSE 的估计的研究大致可以分为两类方法。第一类方法

在正态性假定的基础上，在正则性假设条件下，利用 ML 方法或 REML 方法

得到参数的估计，在此基础上利用正则性条件得到 MSE 的近似估计。在模型的

误差和随机效应满足正态性的条件下，Kackar et al. [97] 得到了 MSE 的简化表

达式。在此基础之上，Kackar et al. [98] 提出了 MSE 的近似表达，并提出了估

计量。Prasad et al. [96] 给出了块对角协方差矩阵模型的一种新的近似。在对模

型和方差分量的正则性假设条件下，研究表明当块的个数 m 趋于无穷时，它们

的近似是 o(m−1) 阶的。他们提出了 MSE 的一个估计量，并给出了 F-H 模型、

NER模型和随机系数模型的估计量的具体表达式。Datta et al. [99] 提供了具有块

对角协方差矩阵的一般模型的模拟 MSE 估计，其中方差分量由 ML 或 REML
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方法估计得到。Das et al. [100] 研究了一类更广泛模型的 MSE 近似，包括方差

分析和纵向随机效应模型，同样 ML 或 REML 估计用于其方差部分的估计。另

一类估计 MSE 的方法是当传统的估计方法无法得到估计量时，利用重抽样技

术估计 MSE 的方法。当然，即便有时传统估计方法可用，通过使用 Bootstrap

或刀切法 (jackknife) 方法仍可以得到更准确的估计。Jiang et al. [40] 提出了利用

刀切法得到一般线性混合模型的最佳预测。Pfeffermann et al. [101] 提出了利用参

数或非参数 Bootstrap 方法求状态空间模型下 MSE 的估计。Hall et al. [102,103]

介绍了参数和非参数的 Bootstrap 算法，双重 Bootstrap 算法用于估计 MSE。

González-Manteiga et al. [104] 利用参数 Bootstrap 方法估计量线性混合模型的

MSE。

综述现有小域估计 MSE 的研究发现，当模型满足正态性假设条件时，能够

得到小域估计量的 MSE 的显式表达，并有 MSE 的估计方法。然而，当模型正

态性假定不能满足时，小域估计量的 MSE 很难得到显式表达，对其估计也具有

一定的挑战。对于本研究中提到的模型不满足正态分布和存在异常观测情形下

的小域估计问题，目前鲜有文献讨论其稳健小域估计量及其 MSE，而且仅有的

关于 MSE 估计的文献也仅仅是使用 Bootstrap 方式给出特殊条件下 MSE 的估

计。在本文的后续研究中，将提出依赖于密度幂散度族的稳健小域估计方法，该

类方法不仅能够得到小域目标变量的估计，还能借助于密度幂散度的优点给出

区域水平模型中 MSE 的显式表达。对于单元水平模型，由于涉及未知的高维积

分问题，本研究中也给出了其估计量的 MSE 的 Bootstrap 估计方法。下面先讨

论基本模型 MSE 的估计方法的比较。

2.3.1 基本模型的均方误差

FH 模型的 BLUP 估计量为公式 (2.13) 所示，文献 Rao et al. [1], Kackar

et al. [97] 给出了 BLUP 估计量的 MSE

MSE (µ̂i) = E (µ̂i − µi)2 = g1i (A) + g2i (A) , (2.20)

其中

g1i (A) = ADi/ (A+Di) = ρiDi,

以及

g2i (A) = (1− ρi)2 xTi

[
m∑
i=1

xix
T
i / (A+Di)

]−1

xi,
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且在正则性假设条件下，公式 (2.20)中的第一项 g1i(A)是 O(1)的，第二项 g2i(A)

是 O (m−1) 的对于较大的 m。

由于 BLUP 估计量中的参数 A 是未知的，因此需要对 A 进行估计，并将其

代入 BLUP 估计从而得到目标参数的 EBLUP 为 µ̂Ei = ρ̂iyi + (1− ρ̂i)xiβ̂，此时

其 MSE 为

MSE
(
µ̂Ei
)
= g1i(A) + g2i(A) + g3i(A), (2.21)

其中 g1i(A), g2i(A) 和公式 (2.20) 中的一样，且

g3i(A) = D2
i (A+Di)

−3V̄ (A),

其中 V̄ (A)是估计量 Â的渐近方差。有关 EBLUP估计量的 MSE的推导可参见

文献 Rao et al. [1], Rao [105]。

对于形如公式 (2.16)的单元水平模型的 BLUP，若设未知参数为 δ = (σ2
v , σ

2
e)
T，

则其 MSE 为

MSE (µ̂i) = E (µ̂i − µi)2 = g1i
(
σ2
v , σ

2
e

)
+ g2i

(
σ2
v , σ

2
e

)
, (2.22)

其中

g1i
(
σ2
v , σ

2
e

)
= ρi

(
σ2
e/ai

)
,

和

g2i
(
σ2
v , σ

2
e

)
=
(
X i − ρixia

)T ( m∑
i=1

XT
i V

−1
i Xi

)−1 (
X i − ρixia

)
,

上式中，第一项用于预测区域随机效应 vi，且其是 O(1)的，第二项 g2i (σ
2
v , σ

2
e)

在正则性条件和较大的 m 下是 O (m−1) 的。

由于单元水平模型 BLUP 估计量中的参数 δ 是未知的，因此需要对 δ 进

行估计，并将其代入 BLUP 估计从而得到目标参数的 EBLUP 为 µ̂Ei = ρ̂i[ȳia +

(X̄i − x̄ia)
T β̂] + (1− ρ̂i)X̄T

i β̂,，此时其 MSE 为

MSE
(
µ̂Ei
)
≈ g1i

(
σ2
v , σ

2
e

)
+ g2i

(
σ2
v , σ

2
e

)
+ g3i

(
σ2
v , σ

2
e

)
, (2.23)

其中 g1i (σ
2
v , σ

2
e) and g2i (σ2

v , σ
2
e) 和公式 (2.22) 相同，且

g3i
(
σ2
v , σ

2
e

)
= a−2

i.

(
σ2
v + σ2

e/ai.
)−3

h
(
σ2
v , σ

2
e

)
,

有

h
(
σ2
v , σ

2
e

)
= σ4

e V̄vv(δ) + σ4
v V̄ee(δ)− 2σ2

eσ
2
v V̄ve(δ),
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这里 δ = (σ2
v , σ

2
e)
T
, V̄ee(δ), 和 V̄vv(δ) 分别为 σ̂2

e 和 σ̂2
v 的渐近方差估计量，V̄ve(δ)

是 σ̂2
v 和 σ̂2

e 的渐近协方差估计量。有关详细的证明和推导过程可参见文献 Rao

et al. [1], Morales et al. [106]。

针对单元水平模型的 EBLUP 估计量的 MSE 的估计中，由于涉及到未知方

差以及未抽样样本的数据，有关上述渐近方差的估计比较困难，另外当目标变量

是 yi 的非线性函数时，对 MSE 的估计同样造成了不小的挑战。因而提出基于

重抽样技术的 MSE 估计程序。下面分别介绍 Bootstrap 算法和刀切法的一般步

骤。

参数 Bootstrap 被用于估计 EBLUP 估计量的 MSE，这里给出基本的 NER

单元水平模型的 Bootstrap 步骤，其它模型的步骤与此类似。其具体步骤如下：

1. 首先用 ML 或 REML 方法估计模型中的未知参数 β̂, σ̂2
v 和 σ̂2

e ;

2. 生成 Bootstrap 区域随机效应 v∗i
iid∼ N (0, σ̂2

v) , i = 1, · · · ,m；生成独立于

v∗1, · · · , v∗m 的误差 e∗ij
ind∼ N

(
0, σ̂2

ek
2
ij

)
, j = 1, · · · , Ni, i = 1, · · · ,m.

3. 根据模型生成 Bootstrap 总体

y∗ij = xTijβ̂ + v∗i + e∗ij, j = 1, · · · , Ni, i = 1, · · · ,m.

4. 令 yP∗
i =

(
y∗i1, · · · , y∗iNi

)T 记作区域 i 上生成的 Bootstrap 响应变量，并计

算该区域上的关于目标变量的函数值 τ ∗i = h
(
yP∗
i

)
, i = 1, · · · ,m. 其中 τ(·)

是关于目标变量的函数。

5. 从 Bootstrap 总体 yP∗
i 中随机抽取样本，在区域 i 上的容量为 ni 的样本{(

y∗ij,xij
)
; j = 1, · · · , ni, i = 1, · · · ,m

}
。并用参数估计方法 (ML,REML)

估计模型参数，记作 σ̂2∗
v , σ̂

2∗
e , β̂∗.

6. 利用估计的参数得到目标函数值 τi 的 EBLUP 值并记作 τ̂E∗
i , i = 1, · · · ,m.

7. 重复步骤 (2)-(6) B 次。对于 b = 1, · · · , B，令 τ ∗i (b) 是第 b 次通过步骤 4

得到的真实值，τ̂E∗
i (b) 为利用步骤 5 得到的估计值。

8. τ̂Ei 的 Bootstrap MSE 估计为

MSEB

(
τ̂Ei
)
= B−1

B∑
b=1

[
τ̂E∗
i (b)− τ ∗i (b)

]2
.
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2.3.2 混合模型的均方误差

对于形如 (2.17) 的线性混合模型的 BLUP，将其分解为

t(δ,y) = t∗(δ,β,y) + dT (β̃ − β),

上式中，t∗(δ,β,y) 是假设 β 已知时的 BLUP 估计量，即

t∗(δ,β,y) = lTβ + bT (y −Xβ),

其中 bT = mTGZTV −1 和 dT = lT − bTX。根据

E
[(
bT (Zv + e)−mTv

) (
vTZT + eT

)
V −1

]
= 0,

针对 [t(δ,y)− µ]2 求期望, 可得线性混合模型 BLUP 的 MSE 为

MSE[t(δ,y)] = MSE [t∗(δ,β,y)] + V
[
dT (β̃ − β)

]
= g1(δ) + g2(δ), (2.24)

其中

g1(δ) = V [t∗(δ,β,y)− µ] = mT
(
G−GZTV −1ZG

)
m

和

g2(δ) = dT
(
XTV −1X

)−1
d.

公式 (2.24) 中的第二项 g2(δ) 反映了 β 的估计量 β̂ 的波动程度。

由于 BLUP 估计中包含未知参数，需要进一步对参数进行估计，并从中得

到 EBLUP 估计量，接下来讨论关于 EBLUP 的 MSE。EBLUP 估计量 t(δ̂) 的

误差可以分解为

t(δ̂)− µ = [t(δ)− µ] + [t(δ̂)− t(δ)].

对上述误差平方后取期望，可得

MSE[t(δ̂)] = MSE[t(δ)] + E[t(δ̂)− t(δ)]2 + 2E[t(δ)− µ][t(δ̂)− t(δ)]. (2.25)

在随机效应 v 和误差 e 服从正态分布的条件下，根据 Kackar et al. [98] 的结论，

公式 (2.25) 中的交叉项为 0，因此

MSE[t(δ̂)] = MSE[t(δ)] + E[t(δ̂)− t(δ)]2. (2.26)

从公式 (2.26) 中容易得知在正态性假定条件下，EBLUP 的 MSE 总是大于

BLUP 的 MSE。因此通过 MSE[t(δ)] 去近似 MSE[t(δ̂)] 的做法可能会导致较大
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偏差，使得 MSE[t(δ̂)] 被低估，尤其是在 t(δ) 随 δ 有较大的变化以及 δ̂ 的变动

性较大时。

通常情况下，公式 (2.26)中最后一项的计算是很困难的。因此需要得到该项

的近似表达。Das et al. [100] 得到了一般线性混合模型中 E[t(δ̂)− t(δ)]2 的二阶近

似，详细内容可参见文献 Rao et al. [1], Kackar et al. [98], Das et al. [100]。对公式

(2.26) 中最后一项进行一阶泰勒展开，若记 d(δ) = ∂t(δ)/∂δ, 则有

t(δ̂)− t(δ) ≈ d(δ)T (δ̂ − δ),

其中 ≈ 用来表示近似值中的剩余项为低阶 (二阶近似值)，且假定包含有 δ̂ − δ

的高次幂项比 d(δ)T (δ̂ − δ) 的阶更低。此外，在正态性假设下，包含 β̃ − β 关

于 δ 的导数的项具有更低的阶数，所以

d(δ) ≈ ∂t∗(δ,β)/∂δ =
(
∂bT/∂δ

)
(y −Xβ) =: d∗(δ), (2.27)

进而

E
[
d(δ)T (δ̂ − δ)

]2
≈ E

[
d∗(δ)T (δ̂ − δ)

]2
. (2.28)

此外,

E
[
d∗(δ)T (δ̂ − δ)

]2
≈ tr

[
E
(
d∗(δ)d∗(δ)T

)
V̄ (δ̂)

]
= tr

[(
∂bT/∂δ

)
V
(
∂bT/∂δ

)T
V̄ (δ̂)

]
=: g3(δ). (2.29)

其中 V̄ (δ̂) 是 δ̂ 的渐近方差矩阵。结合公式 (2.27), (2.28), 和 (2.29有

E[t(δ̂)− t(δ)]2 ≈ g3(δ). (2.30)

将 (2.30) 式代入 (2.26) ，可以得到 t(δ̂) 的 MSE 的一个二阶近似为

MSE[t(δ̂)] ≈ g1(δ) + g2(δ) + g3(δ). (2.31)

上述表达式中，由于要估计 β 和 δ，比起主要部分 g1(δ)，项 g2(δ)和 g3(δ),

的阶相对较低。

2.4 稳健小域估计方法

在统计推断和预测中，大量的统计方法都会依赖于若干假设条件。通过这些

假设条件，可以将所面临的待解决实际问题具体化，同时能够给出显式的表达形

37



兰州财经大学博士学位论文 基于密度幂散度族的稳健小域估计

式且便于计算和处理。然而，所得到的形式模型是对现实的简化，其有效性至多

是近似接近现实的。例如，正态性假设条件成了许多模型和方法中的最基本假设

条件。由于中心极限定理的存在，这个假设在统计学中被广泛应用，并且已经成

为回归、方差分析和多元分析中所有经典方法的框架。

在经典统计方法中，通过正态分布的假设，能够给出许多真实数据集的近似

表示，同时在理论上可以导出最佳统计方法的显式公式，如最大似然和似然比检

验。然而，理论和计算的便利性并不是统计实践的目的，更多的时候是在能达到

统计实践目的的条件下再考虑理论和计算的便利。在实践中，通过正态分布模型

可以近似地描述大多数观测结果，例如具有正态误差的线性回归模型。当模型的

随机性分配给观测误差时，虽然许多数据集的行为看起来相当正常，但这只是大

致如此，有可能一小部分观察结果由于与大部分数据相距甚远而是非典型的。这

种类型的行为在整个数据分析和统计建模应用过程中都很常见。这种非典型数

据被称为异常值或离群值，即使是一个离群值也会对经典统计方法产生很大的

扭曲影响。而经典统计方法在正态性或线性假设下是最优的，这显然与现实情况

有所区别。当观测数据的分布中心区域呈正态分布，但尾部较重或比正态分布的

“胖”时，有时可以用正态分布去近似这种分布。然而，即使这种近似正态性成

立，使用正态分布理论的结果却不会近似成立。如果假设数据是正态分布，但实

际分布有重尾，那么，基于最大似然原则的估计不仅不再是“最好的”，而且如

果尾部是对称的，可能会有较低的统计效率 (不必要的大方差)，如果尾部是不对

称的，可能会有很大的偏差。

统计建模和数据分析的稳健方法旨在推导出可靠参数估计、相关检验和置信

区间。这类方法不仅适应于数据完全遵循给定分布的情况，而且适用于数据仅在

上述意义上近似地遵循给定分布的情况。稳健方法以数据为导向的特征是它很

好地拟合了大量数据：如果数据中不包含异常值，稳健方法得到的结果与经典方

法大致相同，而如果有少量异常值，稳健方法得到的结果与经典方法应用于“典

型”数据的结果大致相同。由于能够很好地拟合大量数据，稳健方法提供了一种

非常可靠的检测异常值的方法，即使在高维多元情况下也是如此。

Tukey [107] 关于混合正态分布的研究标志着现代稳健方法的开始，产生了

处理稳健问题的数学方法。随后，有较多的统计学家开始关注稳健性统计问题，

Huber [108] 和 Hampel [109] 提出了早期稳健性研究理论。Huber [108] 包含了一种新

的稳健估计理论，它详细讨论了受污染正态分布位置参数估计的渐近理论，并展

示了在所有平移不变估计中渐近稳健的估计量。Cressie et al. [110] 讨论了在中心

38



兰州财经大学博士学位论文 第 2 章 小域估计的基本方法及理论

区域为正态分布而尾部大于正态分布时变异函数的稳健估计。Scott [111] 研究了

综合平方误差，并以 L2 距离为工具估计多参数统计模型。近几十年来，越来越

多的学者开始关注稳健性问题，形成了大量有关稳健统计的专著和文章，同时受

益于现代计算机技术的发展和计算能力的提升，使得稳健估计变得极为普遍且高

效，相关的研究如 Hampel [112,113], Maronna et al. [114], Huber [115], Fellner [116], 金

蛟 等 [117]。

在本节中，主要研究稳健小域估的研究现状，小域估计的基本思想，系统阐

述稳健小域估计的基本理论和不足。介绍基于密度幂的稳健估计方法方法。

2.4.1 小域中的稳健估计

小域估计的目的是获取小域上尽可能准确可靠的目标变量的统计量，如均

值、分位数、总和等。基于设计的直接估计和基于模型的小域估计是应用最为广

泛的方法，尤其是小域估计方法因其能够处理小样本情形乃至无样本情形而倍

受关注。作为基于模型的估计，这两类方法都严重依赖于模型假设，即对模型基

层分布假设有较强的要求。面对复杂多样的现实问题和数据，我们很难保证抽样

得到的数据是服从指定分布的，即使有时可以通过数据去拟合分布，当也难免会

出现离群观测导致模型假设不成立的情形发生。因此探究稳健小域估计是获取

更加可靠估计的必然选择。

传统的小域估计模型中，假设模型的随机误差和区域随机效应均服从正态

分布。在这一假设条件下，观测变量也是服从正态分布的。然而在实际应用数据

中，抽样得到的数据可能是非正态分布的，或者观测数据中存在离群值，这些问

题都会导致小域模型基本假设的失效，这种情形下模型就是有误的，需要对模型

进行修正或者研究其他的参数估计方法。而这些问题正好是稳健统计中所关注

的问题，需要利用稳健统计的方法解决这些问题。

针对上述问题带来的挑战，目前在小域估计中的解决方案可以分为如下几

类。第一类方法为放宽模型假设的条件，增加模型的适用范围。这类方法中，对

于不满足模型假设以及传统模型失效的情形，通过提出更加弱的假设条件使得

模型更加切合实际数据，同时增加模型的应用范围。第二类方法为非参数或半参

数方法，这类方法中，绕开了极大似然估计等类似方法中有关正态性假定的要

求，从而实现稳健估计。第三类方法统称为稳健小域估计方法。这类方法通过应

用稳健统计中的估计方法，针对上述问题，提出改进策略和方法以达到稳健性的

目的。下面将分别讨论每个方面的方法。
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在第一类方法的研究中，放宽假设条件来实现估计的目的。Ghosh et al. [66]

最早讨论了稳健小域估计问题，提出了分层均值的稳健估计量。他们在后验线性

假设条件下推导了经验贝叶斯估计量，并指出在贝叶斯框架下小域均值的后验估

计 µi 是抽样观测 yi 的线性函数。Rao et al. [1] 的 9.9.2 节中也提到了这种估计方

法，并指出这种假设条件下，区域均值 µi 具有更加广泛的分布。也指出这种方法

相当于没有指定观测值 yij 的分布假设。意味着这种方法放宽了原来关于正态性

假设的条件。Matloff [118] 提出了一种具有更弱假设条件的回归平均 (Regression

Average,RA) 的方法用于稳健小域估计。众所周知，t 分布相比较于正态分布具

有厚尾的特征，这种假设可以视为比正态分布更弱的假设，Bell et al. [67] 在 t 分

布的假设条件下研究了具有离群观测的区域水平模型的贝叶斯稳健估计。当模

型中存在离群观测值时，正态性假定显得有些苛刻，而混合分布可以作为正态分

布的一种拓展。为了更好地拟合这种情形，Gershunskaya et al. [75] 利用混合分布

来模拟离群过程的单元水平模型的小域估计问题，针对离群区域进行离群值检

验，并根据结果进行稳健估计。通过放宽模型误差同方差的假设条件，考虑模型

误差为异方差下小域估计的研究也受到了广泛的推崇。除了放宽 NER 模型中的

常数方差假设外，Jiang et al. [119] 考虑了区域内方差完全未知的异方差嵌套误差

回归 (HNER) 模型。该文章中提到 HNER 模型比 NER 模型有更弱的假设条件，

通过模拟研究，作者表明，一方面，即使 NER 模型确实成立，只要样本量 ni 不

是太小，基于 HNER 的 EBLUP 与基于 NER 的 EBLUP 的性能没有太大差异；

另一方面，如果 NER模型不成立，而 HNER模型成立，则两者之间存在显著差

异，基于 HNER 的 EBLUP 表现更优。关于模型误差为异方差的详细的讨论可

参见文献 Rao et al. [1] 中 7.6.1 节的内容。

实现稳健性的另一种方法是降低底层模型的限制性。最直接的方法就是建立

非线性的模型，可以包括高阶项，如协变量的二次或三次函数。高阶模型将线性

模型作为一种特殊情况 (高阶项系数为零)，因此比线性模型的限制性要小，即使

线性模型失效，高阶模型仍然可能有效。更一般地，可以用非参数或半参数的方

法来模拟平均函数。针对非线性的小域估计模型，Opsomer et al. [73] 通过使用惩

罚样条作为非参数趋势的表示，将非参数小域估计问题表示为混合效应模型的回

归。通过使用现有的模型拟合方法，如限制最大似然，得到模型参数的估计。Rao

et al. [120] 考虑了半参数混合模型下的小域估计问题，通过使用惩罚样条函数逼

近半参数混合模型，得到了小域均值的 EBLUP 和 MSPE 的 Bootstraptstrap 估

计，扩展了 Sinha et al. [28] 的工作。Lombardía et al. [121] 研究了线性部分包含随
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机效应的广义部分线性模型，提出了一个将混合效应模型的似然方法与核方法

相结合的估计量，并将其应用到了小域估计领域。Datta et al. [122] 考虑了结构测

量误差模型和基于 Fay-Herriot 模型的半参数方法，为感兴趣的小区域特征产生

可靠的预测区间。

除了上述两种方法用于稳健小域估计之外，另外一种方法就是借助于小域估

计模型，应用稳健统计中用到的估计方法，来实现估计量的稳健性。Jiang et al. [63]

中提到，小域估计方法在某种程度上更稳健。通过前面的论述我们已经了解了如

下的事实：首先，在统计调查中，离群观测是不可避免的，且根据调查数据，并

不能判定已有的离群值是唯一的，即不能确定未抽样数据中是否包含有离群值。

其次，统计模型只能根据观测数据的特点，尽可能的去拟合真实数据。通过改善

假设条件使统计模型更加贴合真实数据，有可能出现模型错误的情况。针对这两

个问题，在小域估计中，已有相关的文献关注到这两方面的研究。当模型中存在

离群值时，最直观的方法当然就是选取对离群值不敏感的估计方法。Chambers

et al. [70] 提出了基于 M 分位数回归的小域估计方法，利用分位数的优点来消除

异常值带来的影响。在高斯混合模型下，EBLUP 估计是有效的，而且具有更好

的统计性质，但是该方法对离群值异常敏感，而离群值的不可避免就可能导致高

斯混合分布的假设不可能完全成立。在利用稳健统计方法解决小域估计稳健性的

研究中，Sinha et al. [28] 为代表性的工作，其利用 Huberϕ 函数来改变似然估计

方程中的具有异常值的项的权重，使具有异常值的项具有更小的权重，以减少异

常值带来的影响。该论文中还提出了稳健估计量的渐近正态性，利用 Bootstrap

方法得到了 MSE 的估计。Sugasawa [77] 将密度幂散度引入小域估计中，给出区

域水平均值的稳健估计。当模型失效时，基于模型的估计方法就不太可靠，而基

于设计的方法不受模型假设的影响，但是基于设计的方法是建立在大样本基础

之上的，因此，产生了将基于模型的方法和基于设计的方法相结合的思想。Jiang

et al. [123] 提出了一种模型辅助的 EBP 方法，使用假设的混合效应模型 (可能是

线性或非线性的)来推导 EBP。同时证明了无论假设模型是否正确，提出的 EBP

方法在大样本时是接近基于设计的估计，这说明了至少在大样本区域上提出的

EBP 方法是有效的。

结合目前稳健小域估计研究的现状，尽管有大量的文献在关注稳健小域估

计，但是大多数方法只能解决特定条件下的稳健性，同时对于估计量的性质和估

计参数的性质的研究有待进一步完善。因此，我们尝试给出稳健小域估计的新的

方法，能够尽可能完善目前的研究。在本研究中，主要聚焦于基于密度幂散度的

41



兰州财经大学博士学位论文 基于密度幂散度族的稳健小域估计

稳健小域估计方法。详细内容将会在后续的章节中进行阐述说明。

2.4.1.1 稳健估计的主要思想

通过前面的论述我们已经知道，当模型中存在离群观测或者模型假设存在

错误时，传统的估计方法产生的估计量不太可靠，需要探索更加稳健的估计量。

这里所说的模型假设错误可能更容易理解，主要包含两个方面。其一，假设的模

型和数据真实的结构相差甚远。例如数据变量之间本来是指数函数的关系，而我

们假设成了线性关系，这就会导致模型假设错误的发生。其二，模型的基本形式

准确，但是模型的误差或变量的提取不准确。例如，当选取的解释变量和被解释

变量之间并没有关系时，将其纳入模型，就会导致模型的错误，另外模型的误差

分布通常假设是正态分布，这一假设也未必成立，这也会导致模型假设错误。因

此，我们为了保证模型假设正确，在建立模型之前就要做大量的基础分析工作，

才能保证模型的准确性。

离群观测作为抽样中不可避免的情况，对估计结果造成不可估量的影响。关

于离群值的界定，主要形成了这样的几个观点。Hawkins [124] 中提到了关于离群

值的定义：“异常值是一种观测结果，它与其他观测结果相差甚远，以至于人们

怀疑它是由不同的机制产生的”。离群值是与其它数据显著不同的数据，一般来

说，一个离群值主要表现有：偏离数据的正常行为（已知）、观测值与期望值相差

甚远、与其它任何数据不相连或相似等。在有些文献上，将离群值 (Outlier) 称

为异常值。在本文中，因为我不去能确定这种观测是否正确，为了更加直观和分

析需求，故而将其称为离群值。有关离群值的判别方面，常见的做法有如下几类：

和常用的标准进行比较判别，若观测值与标准值相差很大，则判定为离群值；利

用 3σ 原则，超出 3σ 范围的观察认为是离群值。通常可以通过基本的描述统计、

箱线图、散点图等工具来判定观测值是否为离群值。有关离群值的详细定义，诊

断以及相关研究可以参见文献 Hawkins [124], Aggarwal [125]。

根据以上论述，需要建立针对模型假设和离群值稳健的估计方法。那么，怎

样的统计方法才能算是稳健的统计方法？关于稳健方法的描述，Huber [126] 提出

了两个原则，

1. 定性的稳健性。基础分布的微小变化只会导致统计方法性能的微小变化。

2. 定量的稳健性。稍微偏离核心模型不会导致灾难。

上述原则中，定性的稳健性要求说明一个稳健的估计方法应该不会因基础分布

的微小变化改变估计的效率。定量的稳健性强调数量上的变化，当模型潜在的分
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布发生变化时，估计量的分布发生变化的多少。Huber [126] 中针对上述两条原则

给出了详细的说明，并给出了数学推导。

小域估计中，目标变量的 EBLUP 可以表示成“直接估计量”和“回归估计

量”的加权平均的形式，例如 (2.12)、(2.13)、(2.16)均是这种形式。这里以 (2.13)

为例，说明稳健估计的主要思想。在 (2.13) 中，Di 为已知的抽样方差，A 为未

知的模型误差。若 yi 为离群观测，则 A 的估计会变大，这导致 ρi 的估计变大，

通过 (2.13)不难发现，BLUP估计量给予离群观测更大的权重，因此会导致估计

量向离群值靠近，与真实情况相悖，因为我们希望离群值尽可能小的影响估计结

果。而稳健的估计量则通过给离群值赋予更小的权重，来减小其对估计结果的影

响。这一点在后面的讨论中会详细阐述。

2.4.1.2 常见的几种稳健小域估计方法

目前关于小域稳健估计方法中，大量的研究方法主要集中于针对特殊问题

的小域估计问题，通过前述论述可知，通过不同的途径来达到稳健估计的目的。

应用广泛的理论方法有 Ghosh et al. [27] 中提到的针对区域水平模型的稳健估计

方法，Sinha et al. [28] 提出的针对单元水平模型的小域稳健估计方法，本小节将

针对这两种方法进行简单的回顾。

众所周知，当区域观测中出现离群值时，传统的小域估计量具有较大的偏差

和均方误差，其 EBLUP 估计表现易受离群观测影响。为了探究区域水平模型的

小域稳健估计，Ghosh et al. [27] 通过测量有离群观测和没有这种观测的回归系数

的后验密度函数之间的散度，找到对应于每个区域级观测的影响函数。然后，在

对这些影响函数进行适当标准化的基础上，提出了一些新的稳健经验贝叶斯小

域估计。针对形如 (2.1) 的 FH 模型，Ghosh et al. [27] 通过比较两中估计参数的

散度，结合其影响函数，给出了区域目标变量 θi 的经验贝叶斯分层估计量：

θ̃G
i = yi −

Divi(A)
1/2

A+Di

ψK

{
yi − xT

i β̂(A)

vi(A)1/2

}
, (2.32)

其中

β̂(A) =

(
m∑
i=1

xix
T
i

A+Di

)−1( m∑
i=1

xiyi
A+Di

)
, vi(A) = A+Di−xT

i

(
m∑
i=1

xix
T
i

A+Di

)−1

xi,

ψK(u) = umin(1, K/|u|) 是调整参数为 K > 0 的 Huber ψ 函数。

在第2章介绍了线性混合模型的基本理论，包括参数的估计和 EBLUP。针对
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形如 (2.8) 的线性混合模型，利用极大似然估计方法的混合模型方程为

XTV −1
e (y −Xβ −Zv) = 0,

ZTV −1
e (y −Xβ −Zv)− V −1

v v = 0,
(2.33)

上述方程组的解为 (2.10) 和（2.11）中所示的估计参数，同时目标变量的 BLUP

和 EBLUP 均是根据上述参数的估计而得到，具体表达式可见第2章。

Fellner [116] 通过调整估计方程 (2.33)来限制离群观测的影响，得到了线性混

合模型参数 β 和 u 的估计。该文献中提出使用影响函数来限制（2.33）中残差

的影响，其具体公式为:

X⊤V
− 1

2
e ψ

(
V

− 1
2

e (y −Xβ −Zu)
)
= 0, (2.34)

和

Z⊤V
− 1

2
e ψ

(
V

− 1
2

e (y −Xβ −Zu)
)
− V

− 1
2

u ψ
(
V

− 1
2

u u
)
= 0. (2.35)

其中 ψ(·)是有界单调函数，Fellner [116] 建议可以利用 Huber [108] 中提到的 Huber

影响函数 ψb(x) = xmin
(
1, b

|x|

)
，这里 b 是一个调整参数，通常选取 b = 1.345。

基于这一结果，Sinha et al. [28] 提出了一种类似的方法用于估计单元水平模型的

稳健估计。与 Fellner [116] 的方法不同，其估计方程是由 (2.8)的边际模型导出的，

即对 y 的边际对数似然函数对 β 和 δ 求一阶导数，结果为:

X⊤V −1(y −Xβ) = 0,

和

(y −Xβ)⊤V −1∂V

∂δl
V −1(y −Xβ)− tr

(
V −1∂V

∂δl

)
= 0,

对 l = 1, · · · , Q 其中 Q 表示方差参数 δ 中未知参数的个数。利用类似于 (2.35)

的方法修正上述估计方程，以限制离群观测的影响，因为残差具有有界的影响，

使用的影响函数为 ψ(·) :

X⊤V −1U
1
2ψ(r) = 0,

ψ(r)⊤U
1
2V −1 ∂V

∂δl
V −1U

1
2ψ(r)− tr

(
KV −1 ∂V

∂δl

)
= 0,

(2.36)

其中 K = E (ψ2
b(z)) In 为与 V 具有相同结构的对角矩阵，另 r = r(β) =

U− 1
2 (y−Xβ) 表示标准化残差的向量，U = U(δ) 是包含 V 的对角线元素的矩

阵。
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有了混合模型估计方程，需要对上述方程求解，从而得到参数 β 和 δ 的估

计。Sinha et al. [28] 建议使用牛顿拉夫逊（Newton-Raphson）算法得到参数 β

和 δ 的稳健估计。Rao et al. [1] 中 7.4.1 节中指出，当参数 β 和 δ 的初始值与

其真实值相差较大时，该算法不稳定。作为补充，Chatrchi [127] 提出利用不动点

算法求解上述方程组得到参数 β 和 δ 的估计。Schoch [128] 提出利用迭代重加

权最小二乘 (IRWLS) 求解上述方程。有关算法的详细推导可参见参考文献 Rao

et al. [1], Sinha et al. [28], Chatrchi [127], Schoch [128]。

在给定参数 β 和 v 的条件下，Sinha et al. [28] 提出直接将参数估计值代入

(2.12) 的 EBLUP 估计式，得到稳健 EBLUP（REBLUP）。从而得到区域均值的

REBLUP，

ˆ̄yψi = N−1
i

{∑
j∈si

yij +
∑
j∈ri

(
xTijβ̂

ψ + v̂ψi

)}
, (2.37)

其中，上标 ψ 表示估计 β̂ψ 和 v̂ψ 依赖于影响函数 ψ。

2.4.2 密度幂散度族及其比较

参数最小距离推断中最重要的思想是通过适当的类距离测度，将样本数据

和参数模型之间的接近程度量化为一组未知参数的函数。因此，参数的估计是

通过最小化参数空间上的这个“距离”来获得的。需要说明的是这类距离并不

是严格意义上的数学距离，它们的参数可能不对称，也可能不满足三角形不等

式。对这些度量要求的唯一性质是非负性，当且仅当参数完全相等时，距离应

该等于零。在统计推断中将这类距离称为“散度（divergence）”，在相关的文

献研究中将这种方法称为“最小距离”或“最小散度”。基于密度的散度形成

一类特殊的统计距离，其中几个最小距离估计量具有很高的模型效率。特别地，

最大似然估计量 (MLE) 也属于基于密度的最小距离估计量，是似然函数的最

小值，这是 KL(Kullback-Leibler) 散度下的最小距离估计量。但是 MLE 的主要

缺点之一是它不具有稳健性，即使是很小比例的离群观测也会导致毫无意义的

推断。事实上，正是经典方法的失效，如最大似然处理异常值和模型的轻微偏

差，导致了稳健性领域的出现, 更详细的表述可参见 Ronchetti et al. [4], Maronna

et al. [114], Rousseeuw et al. [129], Pardo [130]。

由于最小化统计距离方法能够兼顾较强的稳健性和较高的模型估计效率，基

于不同散度族的最小距离推断开始不断地涌现。如Rousseeuw et al. [129], Pardo [130],

Bregman [131]等文献中提到了基于 ϕ散度族的最小距离测度、基于 Bregman散度

族的最小距离估计量。其中 Bregman 散度 Bregman [131] 是一种点间距离的度量，
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已经在数学和信息论有广泛的应用。当点用概率分布表示时，对应的 Bregman散

度是一个统计距离，详见 Pardo [130], Stummer et al. [132] 等关于 Bregman 散度的

一些理论和相关应用示例。目前统计文献中 Bregman 散度估计的主要代表是基

于 Basu et al. [85] 的密度幂散度 (DPD) 类的最小密度幂散度估计量 (MDPDE)。

在过去的二十年中，这类散度提供了便于应用的方法来平衡参数估计、假设检验

和相关推断中的稳健性和效率。基于 DPD 的最小散度估计量已被证明在模型不

规范的情况下提供了高度的稳定性，且在模型效率方面损失最小。

统计距离推断作为统计推断的重要内容，受到了众多学者的关注，如 Pardo [130,
130], Basu et al. [133] 系统描述了距离推断的定义和重要的应用。在统计推断的基

础方法中，似然方法作为应用较多的方法之一，其本身就属于最小距离推断方法。

Lindsay [134] 就指出，最大似然估计方法是最小化 Kullback-Leibler(KL)散度的情

形。在不同的最小散度方法中，基于密度的散度最小化方法尤为重要，由于在稳

健性和有效性等方面的优点，广泛应用于稳健估计领域。基于密度函数的最小距

离估计值具有很强的稳健性，这使得它在模型假设错误或数据集包含与模型假设

不一致的离群值的情况下特别有用。密度幂散度 (Density power divergence,DPD)

作为统计距离中的一类，主要用于度量两个概率密度函数之间的差异。该方法被

Basu et al. [85] 提出以来，被广泛应用与稳健估计领域。Basu et al. [85] 将 DPD方

法应用于独立同分布的数据得到了稳健估计量。Ghosh et al. [135] 将 DPD方法推

广到了独立但非同分布的数据的稳健估计。使用 DPD 方法能够很好地达到稳健

估计的目的，其主要原理是通过与观测数据的密度有关的权重来降低离群值对

估计量的影响，对离群观测值赋予更小的权重达到稳健估计的目的。这种估计方

法的一个特别吸引人的特点是可以在不使用任何非参数密度估计技术 (如核密度

估计或基于样条的方法) 的情况下构造要最小化的目标函数。Basu et al. [133] 指

出，该方法在理论和实践上都比最小 Hellinger 距离估计及相关方法简单。而且

该方法应用广泛，不仅在统计领域，而且在机器学习、数学信息理论和许多其他

科学分支中都有重要的应用。

关于 DPD 方法的研究中，Ghosh et al. [86] 将 DPD 方法引入贝叶斯分析框

架，提出了以 Rα 为后验密度的贝叶斯估计方法。Ghosh et al. [42] 研究了 DPD

方法在广义线性模型中的应用，提出了针对计数变量的 Poisson 回归和针对分

类变量的逻辑回归模型的稳健估计方法。Patra et al. [136] 研究了 ϕ 散度族和密

度幂散度族之间的数学关系。Basu et al. [137] 考虑了基于 DPD 的参数假设检

验问题，并给出了检验统计量的渐近零分布，探讨了检验统计量的渐近幂函数。
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Roy et al. [138] 在密度幂的基础上提出了一类包含 DPD 的新的 Bregman 散度。

Saraceno et al. [139] 讨论了基于最小化 DPD方法的混合线性模型的稳健估计，并

讨论了估计量的渐近性质。

在密度类散度中，Jones et al. [88] 将 DPD 方法中的函数替换成对数函数之

后，提出了一种新的密度幂散度，并将这种散度和 DPD 进行了比较。Fujisawa

et al. [140] 将这种散度称为 γ 散度，并表明相应的估计量在某些条件下对严重污

染数据具有较小的潜在偏差。密度幂发散等其他稳健方法不能达到上述性质，且

估计量会受到离群值比率的影响。Kawashima et al. [91] 将 γ 散度扩展到回归问

题，研究了基于 γ 散度的稳健稀疏回归，并表明它在严重污染下具有较强的稳

健性，即使离群点是异质的。Nakagawa et al. [90] 将 γ 散度应用于贝叶斯估计中，

基于 γ 散度提出了针对离群值稳健的后验分布，并展示了所提估计的渐近性质。

从上面的综述不难发现，DPD 和 γ 散度已经广泛应用于统计推断的各个领

域，足以表明这两个散度在稳健估计中具有很好的性质。但在小域估计领域，鲜

有学者将其应用于小域稳健估计，本文中，将这两类散度距离应用于小域估计

中，研究小域稳健估计问题，着重解决传统的小域估计模型中模型正态性假定不

满足以及观测数据中存在离群值的问题，通过引入 DPD和 γ 散度来得到小域稳

健估计量。本文重点研究区域水平模型、单元水平模型以及线性混合模型的小域

稳健估计问题。相关的研究内容将在本文后续的章节展开研究分析。

2.4.2.1 密度幂散度族的定义

在统计推断中，我们假设样本 X1, X2, · · · , Xn 是独立同分布的，是来自于真

实分布为 G（密度函数为 g ）的样本。考虑模型的一个参数族 F = {fθ}，其下

标 θ ∈ Θ ⊂ Rp 表示参数空间中不同的参数, 密度函数为 fθ。我们的目标是用参

数类密度 F 来模拟未知的真密度 g。

根据 Basu et al. [85] 的结论，定义密度函数 g 和 f 之间的 DPD 散度为

dα(g, f) =

∫ {
f 1+α(z)−

(
1 +

1

α

)
g(z)fα(z) +

1

α
g1+α(z)

}
dz, (α > 0) (2.38)

当 α = 0时,式 (2.38)的被积表达式是没有定义的，定义此时的散度 d0(g, f)

为

d0(g, f) = lim
α→0

dα(g, f) =

∫
g(z) log{g(z)/f(z)}dz

其中 α 是用来控制密度幂估计量的效率和稳健性的平衡参数。特别地，当调整

参数 α = 0 时，上述 DPD 测度退化成 Kullback-Leibler (KL) 散度，且有极限形

式，当 α→ 0+ 时，d0(g, f) 为 KL 散度。
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在基于 DPD 建模的方法中，式（2.38）中的 g 为估计总体未知的真实密度

函数，f 为模型参数族中的 fθ。解决上述模型的思想就是通过最小化（2.38）给

出的 DPD 函数 dα (g, fθ) 来获得参数空间 Θ 上的最优参数 θD，把这种方法称为

最小化密度幂散度（MDPD）方法。因而有 dα (g, fθD) = minθ∈Θ dα (g, fθ)，并称

利用 MDPD 方法得到的估计量 θD 为最小化密度幂估计量（MDPDE）。由于在

传统的统计估计中，最小化 KL 散度等价于最大化对数似然函数，及最小化 KL

散度得到的估计量为最大似然估计量（MLE）。因此，此处的 MDPD方法可以认

为是最大似然估计的推广，当调整参数 α = 0 时，MDPDE 就退化成 MLE。或

者可以将 MLE 认为时 MDPDE 在 α = 0 时的特殊情况。

在公式（2.38）的基础上利用 MDPD 方法时，将 dα (g, fθ) 写成如下的表达

式，

dα (g, fθ) =

∫
f 1+α
θ (x)dx−

(
1 +

1

α

)∫
fαθ (x)dG(x) +K, (2.39)

其中最后一项 K 与估计参数 θ 无关。

Basu et al. [85]给出了当观测数据为独立同分布时的MDPD估计。设X1, · · · , Xn

来自于真实分布 G 的独立同分布的观测值，G 的密度函数为 g。在（2.39）的计

算中忽略与 θ 无关的项 K，用经验分布 Gn(x) 替代未知分布 G(x)，通过最小化

如下的目标函数获得 MDPDE θ̂

Hn(θ) =

∫
f 1+α
θ (x)dx−

(
1 +

1

α

)
n−1

n∑
i=1

fαθ (Xi)

= n−1

n∑
i=1

Vθ (Xi) , (2.40)

关于 θ ∈ Θ, 其中

Vθ (Xi) =

∫
f 1+α
θ (x)dx− (1 + 1/α)fαθ (Xi)

Basu et al. [133] 指出在此处应用经验分布函数能够避免对未知密度的估计和

使用一些非参数的光滑方法。因为对于大多数基于密度的最小距离方法，默认需

要在创建距离时对数据进行平滑处理。这也是估计过程中大量额外复杂性的来

源，而且这种处理方式是不可避免的。密度幂散度是一种特殊的散度，它可以基

于经验分布函数求其估计，不需要数据平滑。

在模型可微的条件下，参数 θ 的 MDPDE 通过解下述的估计方程获得

1

n

n∑
i=1

uθ (Yi) fθ (Yi)
α −

∫
uθ(y)fθ(y)

1+αdy = 0, (2.41)
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其中 uθ(y) = ∇ ln fθ(y) 是似然得分函数，∇ 是关于 θ 的梯度算子。从式 (2.41)

的第一项可以看出，每个似然得分值都是由模型的密度幂的形式来加权的，因此

模型中离群观测值具有较小的密度函数值，从而离群观测值被自动降低权重，这

也是称之为密度幂的原因，且这种方法的稳健性是比较直观的。权重降低的程度

取决于参数 α 的大小，随着 α 的增加，降权的幅度随之增大。当 α = 0 时，表

明没有降权，此时的 MDPDE 就是 θ 的 MLE。式 (2.41) 中的第二项就是使估计

方程在模型下无偏所需要的调整项。由于其高稳健性和最小的效率损失，以及即

使在连续模型下也不使用非参数核平滑等性质，使得 MDPDE 受到了广泛的关

注。同时，MDPDE 也可以看作是属于 Huber [108] 中 M 估计类。

当观测数据不是独立同分布时，使用 DPD 方法进行稳健估计时，需要对上

述方法适当的扩展，Ghosh et al. [135] 给出了非齐次的观测数据的 MDPDE。假

设观测数据 Y1, · · · , Yn 是相互独立的，但是对任意的 i, Yi ∼ gi，其中 g1, · · · , gn
可能是具有一些共同控制参数的不同的密度函数。例如 gi 是具有不同均值 µi

和共同方差 σ2 的正态分布的密度序列, 或者是具有不同的形状参数 αi 和共同

的尺度参数 β 的 γ 分布的密度序列。在逻辑回归中，g1, · · · , gn 可以是具有不

同的成功概率 pi 的伯努利分布概率序列，其中 pi 可能通过一个共同的参数 β

与解释变量相关联。根据这一特点，我们利用利用具有共同参数 θ 的密度族

Fi,θ = {fi(·; θ) | θ ∈ Θ}i = 1, 2, · · · 对 gi 建模。Ghosh et al. [135] 提出最小化数据

点和模型之间的平均散度的方法来估计未知参数 θ,

1

n

n∑
i=1

dα (ĝi, fi(·; θ)) , (2.42)

其中 ĝi 是密度函数 g 的估计，若忽略散度表达式中的常数项，上述表达式（2.42）

可以表示为：

Hn(θ) =
1

n

n∑
i=1

[∫
fi(x; θ)

1+αdx−
(
1 +

1

α

)
fi (Yi; θ)

α

]
=

1

n

n∑
i=1

Vi (Yi; θ) ,

(2.43)

其中 Vi(·; θ) 上述表达式中方括号内的项。同样地，对上述方程关于 θ 求偏导数，

可得参数估计方程，通过求解参数估计方程可获得 MDPDE。

下面将给出 γ 散度的定义。正如 DPD 的定义一样，γ 散度也用于度量两个

概率密度函数之间的差异，针对来自于真实密度函数为 g 的独立同分布的观测

样本 X1, X2, · · · , Xn 。考虑用参数模型 fθ(x) = f(x; θ)(θ ∈ Θ) 作为备选模型用

于估计真实的分布，其中 Θ ⊂ Rp 是对应的参数空间。Jones et al. [88] 首次提出
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了一类新的密度幂散度，Fujisawa et al. [140] 将这种散度称之为 γ 散度，主要用

于解决模型中存在离群观测，或者模型分布被污染时的稳健估计问题，其具体的

定义如下。对于两个密度函数定义

dγ(g, f) = −
1

γ
log
∫
g(x)f(x)γdx+ 1

1 + γ
log
∫
f(x)1+γdx (γ > 0)

= − log
[{∫

g(x)f(x)γdx
}1/γ

/

{∫
f(x)1+γdx

}1/(1+γ)
]
, (2.44)

称为 γ 交叉熵，其中 γ 是调整参数。结合观测数据的经验分布，γ 交叉熵 dγ (g, fθ)

可以经验地表述为

dγ (ḡ, fθ) = −
1

γ
log
{
1

n

n∑
i=1

f (xi; θ)
γ

}
+

1

1 + γ
log
∫
f(x; θ)1+γdx. (2.45)

其中 ḡ 是经验概率密度函数。由交叉熵定义的 γ 散度为

Dγ(g, f) = −dγ(g, g) + dγ(g, f)

=
1

γ(1 + γ)
log
∫
g1+γdx− 1

γ
log
∫
gfγdx+ 1

1 + γ
log
∫
f 1+γdx

= log
[{∫

g1+γdx
}1/γ(1+γ){∫

f 1+γdx
}1/(1+γ)

/

{∫
gfγdx

}1/γ
]
.

(2.46)

根据最小化距离散度的思想，需要对上述 γ 散度关于 θ 求最小化。因此最

小化 γ 散度的目标函数为

min
θ∈Θ

dγ (g, fθ) = min
θ∈Θ

{
−1

γ
log
∫
gfγθ dx+

1

γ + 1
log
∫
f 1+γ
θ dx

}
. (2.47)

在上述目标函数中，g 用其经验分布函数 ḡ 替代即可。

Nakagawa et al. [90] 对上述 γ 散度做了变换，考虑如下形式的 γ 交叉熵

d̃γ (g, fθ) = −
1

γ
{exp (−γdγ (g, fθ))− 1} = −

1
γ

∫
gfγθ dx{∫

f 1+γ
θ dx

}
γ/(1 + γ)

+
1

γ
. (2.48)

由于式（2.48）中的函数 − exp (−x− 1} 是单调递增的，因此最小化 (2.47) 和

（2.48）具有相同的结果。

2.4.2.2 密度幂散度族的性质

为了方便后续内容的推导计算，在本小节讨论两种散度的基本性质。Basu

et al. [85] 中研究了 DPD 散度的基本性质和 MDPDE 的渐近性质。其主要性质如

下:
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性质 2.1 (Basu et al. [85]) dα(g, f) 对任意的 f, g 均有 dα(g, f) ̸= 0，且

dα(g, f) = 0 当且仅当 f = g 几乎处处成立。

性质 2.2 (Basu et al. [85]) 在正则性条件下，存在 θ̂，当 n→∞ 时使得 θ̂

一致收敛于 θ，且 n
1
1 (θ̂− θ) 趋于均值 0，协方差矩阵为 J−1KJ−1 的渐近正态分

布，其中 J = J(θ) ，K = K(θ) 满足

J =

∫
uθ(z)u

T
θ (z)f

1+α
θ (z)dz +

∫ {
iθ(z)− αuθ(z)uT

θ (z)
}
{g(z)− fθ(z)} fαθ (z)dz,

K =

∫
uθ(z)u

T
θ (z)f

2α
θ (z)g(z)dz − ξξT,

其中 ξ =
∫
uθ(z)f

α
θ (z)g(z)dz.

当观测数据是独立非同分布情形下，根据前述的公式（2.43）可以求解其参数估

计方程，获得参数的稳健估计。其估计量具有如下的性质，

性质 2.3 (Basu et al. [133]) 假设由最小化公式（2.43）得到的 MDPDE 为

θ̂n，则在正则性条件下，有 Ω
−1/2
n Ψn

[
n1/2

(
θ̂n − θα

)]
渐近服从均值为 0，协方

差矩阵为 Ip 的正态分布, 其中 θα 是最小化 (1/n)
∑n

i=1 dα (gi, fi(.; θ)) 得到的理

论估计值，ui(y; θ) = ∇ ln fi(y; θ),

Ψn =
1

n

n∑
i=1

J (i) =
1

n

n∑
i=1

1

1 + α
Egi [∇klVi (Yi; θα)]

=
1

n

n∑
i=1

[∫
ui (y; θα)u

T
i (y; θα) f

1+α
i (y; θα) dy

−
∫ {
∇ui (y; θα) + αui (y; θα)u

T
i (y; θα)

}
{gi(y)− fi (y; θα)} fi (y; θα)α dy

]
,

和

Ωn =
1

n

n∑
i=1

Vargi [∇Vi (Yi; θα)]

=
1

n

n∑
i=1

[∫
ui (y; θα)u

T
i (y; θα) fi (y; θα)

2α gi(y)dy − ξiξT
i

]
,

其中

ξi =

∫
ui (y; θα) fi (y; θα)

α gi(y)dy.

结合 Fujisawa et al. [89], Jones et al. [141], Nakagawa et al. [142] 中有关 γ 散度

的定义，给出有关 γ 散度的性质。
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性质 2.4 (Fujisawa et al. [89]) 设 g 和 f 是两个正的函数，k1, k2, 和 k 是

正的常数，则 γ 交叉熵 dγ(g, f) 和散度 Dγ(g, f) 具有如下的性质:

1. dγ (k1g, k2f) = dγ(g, f)− (1/γ) log k1.

2. Dγ (k1g, k2f) = Dγ(g, f).

3. Dγ(g, f) ≥ 0. 该等号成立当且仅当 g = kf ; 特别地, g = f 当 g 和 f 是概

率密度函数时.

4. limγ→0Dγ(g, f) = KL(g̃, f̃) =
∫
g̃ log(g̃/f̃)dx, 其中 g̃ = g/

∫
g dx 和 f̃ =

f/
∫
f dx.

在利用 γ 散度进行稳健估计时，假设 f(x) 未知的真实密度函数，δ(x) 是与

离群观测相关的污染概率密度函数。而观测数据是来源于被污染的分布，假设

其密度函数 g(x) 为 g(x) = (1 − ε)f(x) + εδ(x)，其中 ε 是污染比例。设 fθ(x)

(或 f(x; θ) ) 是含有未知参数的概率密度函数 θ̂ 是基于来自于分布 g 的观测

x1, · · · , xn 得到的参数 θ 的估计值。相比于一般的参数估计方法，直观的目的就

是使选取参数使得 fθ̂ 尽可能的接近样本来源分布 g，然而 g 并非是真实的分布

密度，f 才是真实的密度函数。而基于 γ 散度的稳健方法就是选取适当的参数分

布 fθ̂，使其充分靠近密度 f，即使在 ε > 0 也要成立。

在使用密度幂类型的稳健估计方法中，假设 x∗ 是离群值，则假设密度值

f (x∗) 是充分小的。并假设：

vf =

{∫
δ(x)f(x)γ0 dx

}1/γ0

是充分小的，对适当的γ0 > 0. (2.49)

这个假设意味着污染密度 δ(x) 主要影响真实密度 f(x) 的尾部。通常，假设

γ0 = 1。如果 δ(x) 是离群值 x∗ 处的狄拉克函数，则公式 (2.49) 与传统的假设相

同，因为 vf = f(x∗)。在基于密度幂的稳健方法中，从不假设 ε 足够小，换句话

说，关注的是严重污染的情况。

性质 2.5 (Fujisawa et al. [89]) 假设正的函数 h 满足形如 (2.49) 的条件，

即将（2.49）中的函数 f 换成 h 时成立。设 v = max {vf , vh}，那么 g, f , 和 h

之间有近似的勾股定理关系式：

∆(g, f, h) = Dγ(g, h)−Dγ(g, f)−Dγ(f, h) = O (εvγ) .
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Fujisawa et al. [89] 指出上述勾股定理关系暗示了一个投影结构 (如图2.1 )。

假设函数 h 与原始密度 f 具有相同的性质 (函数 h 满足相同的假设 (2.49))。那

么，h 与污染密度 g 的散度的最小值近似等于 h 与原始密度 f 的散度。如果我

们把 h 看成 fθ，那么我们就会明白为什么提出的稳健参数估计方法是有效的。

图 2.1 g, f, h 之间的勾股定理关系

上述关系式中的误差项是 O (εvγ)，那么当 γ 相比 v 较小时，vγ 不会太小，

此时的稳健效果较差，应该选取较大的 γ 使上述关系近似成立。当污染分布距

离真实的分布较远时，此时 v 会变得较小，此时只需要较小的 γ 值也能达到稳

健估计的目的。

假设 θ∗ 和 θ∗γ 是最小化 dγ (f, fθ) 和 dγ (g, fθ) 得到的估计参数。同时在正则

性条件下，假设对于足够小的 vω 限制其参数空间为

Ωvω = {θ : vfθ ≤ vω} ∋ θ∗, θ∗γ.

接下来，假设 θ ∈ Ωvω 中，这意味着参数密度 fθ 与潜在密度 f 具有相同的性质，

即污染密度 δ 也位于 fθ 的尾部。dθγ 是 dγ(ḡ, fθ) 的最小值的新定义，也就是说，

dγ(ḡ, fθ) 的一个合适的局部最小值。在这些假设条件下，

θ∗γ = arg min
θ
dγ (g, fθ)

= arg min
θ

{
dγ (f, fθ)− (1/γ) log(1− ε) +O

(
εvγfθ

)}
= arg min

θ
{dγ (f, fθ)− (1/γ) log(1− ε) +O (εvγω)}

= θ∗ +O (εvγω) .

这一结果说明了基于 γ 交叉熵的方法的有效性。此外，g�f 和 fθ 之间的毕达哥

拉斯关系近似成立。

性质 2.6 假设 θ ∈ Ωvω，那么 θ∗γ = θ∗ +O (εvγω) 和 ∆(g, f, fθ) = O (εvγ) 成

立，其中 v = max {vf , vω}.
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不同于 KL 散度，γ 散度具有关于变量的平移不变性。设 Dx
γ(g, h) 是关于随

机变量 x 的两个密度之间的 γ 散度。对随机变量 x 进行平移变换 y = Ax + b，

记 Dy
γ(g, h) 是关于随机变量 y 的两个密度之间的 γ 散度，则这两个散度是相同

的。

性质 2.7 (平移不变性) 假设 Dx
γ(g(x), h(x)) 和 Dy

γ(g(y), h(y)) 分别表示关

于随机变量 x 和平移后随机变量 y 的密度函数之间的 γ 散度，则

Dx
γ(g(x), h(x)) = Dy

γ(g(y), h(y)).

54



兰州财经大学博士学位论文 第 3 章 密度幂散度在区域水平模型下的稳健估计

第 3 章 密度幂散度在区域水平模型下的稳健估计

在第2章介绍了 FH 模型及其相关的估计方法，详细介绍了两类密度幂散度

(DPD)，及其相关的性质。本章主要介绍利用最小化密度发散方法（MDPD）对

区域水平模型进行稳健估计。提出经验贝叶斯估计量，推导估计量的 MSE，并

给出 MSE 的估计。并通过模拟实验和实际数据检验提出估计量的稳健性，和常

用的几类稳健估计方法进行比较。

设 θi 和 yi 是目标变量在区域 i(i = 1, · · · ,m) 的真实值和观测值，其中 m

是区域个数，一个基础的两阶段 FH 模型为

yi = θi + ei; θi = xT
i β + vi (i = 1, · · · ,m),

vi ∼ N(0, A); ei ∼ N (0, Di) .
(3.1)

其中 xi 是辅助信息矩阵，β 是未知的回归系数，ei 为估计量 yi 的抽样误差，vi

为模型误差。假设 ei ∼ N (0, Di) 是相互独立并且服从正态分布 ei ∼ N (0, Di)，

并且 v1, · · · , vm 与 ei ∼ N (0, Di) 相互独立，服从正态分布 N(0, A)。一般假定

抽样方差 Di 是已知的，而 A,β 均是未知的。在实践中，抽样方差 Di 未必能够

精确获得，但是可以通过抽样设计方法估计得到并具有较高的准确性 [63]。

在参数估计过程中，令 ϕ =
(
βT, A

)T 表示 (3.1) 中未知的参数向量。由于

在上述模型的假定下 yi ∼ N
(
xT
i β, A+Di

)
, 那么对数似然函数可以表示为

log f(y;ϕ) = −m
2

log(2π)− 1

2

m∑
i=1

log (A+Di)−
1

2

m∑
i=1

(
yi − xT

i β
)2

A+Di

. (3.2)

在样本观测数据 y = (y1, · · · , ym)T 的基础上，未知参数 ϕ 可以通过最大化

(3.2)式获取其估计值。在平方损失函数的条件下 θi 的贝叶斯预测量可以表示为：

θ̃i (yi;ϕ) = yi −
Di

A+Di

(
yi − xT

i β
)
= (1− ρi)yi + ρix

T
i β, (3.3)

其中 ρi =
Di

A+Di
，θi 的经验贝叶斯预测量为 θ̂i = θ̃

(
yi; ϕ̂α

)
.

表达式 (3.3) 表明，EB 估计量是直接估计量 yi 和间接回归估计量 xTi β 的

加权平均值，权重分别为 1− ρi 和 ρi。另外，EB 估计量可以被看作是用收缩因

子 ρi 将直接估计量缩小到回归估计量。然而，当在一些小范围内存在离群观测

时，EB 估计量有两个缺点。第一，由于 A 的不确定性，ρi 的值可能趋向于 0
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或 1，这意味着出现了过度收缩或收缩不足；其次，离群观测会导致模型正态性

假设不满足，使参数 ϕ̂ 的估计会有较大的标准误差。有关更详细的讨论，请参

阅 [63]。本章重点考虑观测数据中存在离群观测的时，传统的 EB 估计量表现不

佳时，如何利用密度幂散度来改善估计效果，并提出 θi 的稳健估计。

3.1 基于密度幂散度的 FH 模型的稳健估计方法

Sugasawa [77] 在研究形如 (2.1)的区域水平模型的过程中，结合 Efron [143] 发

现针对区域水平模型的 BLUP 估计量 (2.13) 可以表示为:

θ̃i (yi;ϕ) = yi +Di
∂

∂yi
log f (yi;ϕ) , (3.4)

其中 ỹi 表示区域 i 上目标变量的均值估计，ϕ 为未知的模型参数，log f (yi;ϕ)

表示目标变量的对数似然函数。

在第2.4章讨论过，极大似然估计方法可以看成是最小化 KL 散度得到，而

KL 散度又是密度幂散度的特殊情形。因此，一个自然的想法就是将 KL 散度进

行推广，即考虑最小化密度幂散度的方法。基于公式（3.4），Sugasawa [77] 考虑

了结合密度幂散度提出的似然函数:

Lα(y;ϕ) =
1

α

m∑
i=1

fi (yi;ϕ)
α − 1

1 + α

m∑
i=1

∫
fi(t;ϕ)

1+αdt, α ∈ (0, 1) (3.5)

Lα(y;ϕ) 作为 log f (yi;ϕ) 的推广，直接将（3.4）中的 log f (yi;ϕ) 进行推广，从

而得到了基于 DPD 的区域水平模型的小域稳健估计。

本研究中，我们考虑从 DPD 的定义出发，给出基于 DPD 的似然函数，结

合 MDPD 方法先给出模型参数的稳健估计量，再进一步推导区域均值的稳健估

计量。

3.2 FH 模型的参数与区域均值的稳健估计

根据（2.40）关于 MDPD 方法的定义，其对应的目标函数为

H(ϕ) =
1

m

m∑
i=1

∫
f 1+α
θ (yi)dyi −

(
1 +

1

α

)
m−1

m∑
i=1

fαθ (yi) . (3.6)

在上述目标函数中，fθ(yi) 表示观测变量 yi 的密度函数。在单元水平模型

中，根据（3.1）中关于模型的描述，yi ∼ N
(
xT
i β, A+Di

)
，则其密度函数为

f(yi) = (2π)−
1
2 (A+Di)

− 1
2 exp

(
−(yi − xTi β)

2

2(A+Di)

)
. (3.7)
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将密度函数 (3.7) 代入目标函数 (3.6) 可以将目标函数化简成为：

H(ϕ) =
1

m

m∑
i=1

(
V

−α
2

i (1 + α)−
1
2 − 1 + α

α
V

−α
2

i exp
(
−α(yi − xTi β)

2

2(A+Di)

))
. (3.8)

其中 Vi = 2π(A+Di)。在上述目标函数中，当 α→ 0 时，有如下结论：

lim
α→0

H(ϕ) = log f(y;ϕ), (3.9)

其中 log f(y;ϕ) 为目标变量的对数似然函数，该公式说明这里的目标函数可以

作为对数似然函数的推广，进一步表明基于密度幂散度的方法是最大似然方法

的推广，且通过调整参数 α 来控制稳健性和有效性之间的平衡，当取 α 充分接

近于 0 时，其估计效果与极大似然估计的结果相同。同时，上述模型中的未知参

数可以通过最小化上述目标函数迭代求得。

模型中未知参数的估计通过 (3.8)求得，对其关于 A,β 求偏导数，令其为零

可得参数估计方程。

∂H(ϕ)

∂β
=

m∑
i=1

(1 + α)si(yi,ϕ)
xi
(
yi − xTi β

)
A+Di

= 0,

2
∂H(ϕ)

∂A
=

m∑
i=1

{(
yi − xT

i β
)2
si (yi;ϕ)

(A+Di)
2 − si (yi;ϕ)

A+Di

+
αV

−α/2
i

(α + 1)3/2 (A+Di)

}
= 0.

(3.10)

其中 Vi = 2π(A+Di), si(yi,ϕ) = V
−α

2
i exp

(
−α(yi−xT

i β)2

2(A+Di)

)
。利用牛顿拉夫逊（New-

ton–Raphson）算法可求解上述估计方程的解，从而得到未知参数的估计值。在

利用 N-R 算法的过程中，可以将最大似然估计的结果作为初始值进行迭代。

结合公式 (3.4) 和 (3.9)，用 H(ϕ) 替代目标变量的对数似然函数，构建基于

DPD 方法的稳健小域估计量：

θ̂i (yi;ϕ) = yi +Di
∂

∂yi
H (ϕ) . (3.11)

因

∂

∂yi
H(ϕ) =

∂

∂yi

(1 + α)si(y;ϕ)

α
=

1 + α

A+Di

(
yi − xT

i β
)
si (yi;ϕ) ,

将其代入 (3.11) 中可得 MDPD 估计量

θ̂i = yi −
Di

A+Di

(
yi − xT

i β
)
(1 + α)si (yi;ϕ) . (3.12)

根据表达式，(3.12)中估计量的收缩因子为 (1+α)si (yi;ϕ)Di/ (A+Di)。与

（3.3）中的经验贝叶斯估计量相比较，不难发现，（3.3）中的收缩因子与观测变
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量 yi 是无关的，而 (3.12) 中的收缩因子中包含观测变量 yi。当 yi 为离群观测

时，经验贝叶斯估计量容易受其影响，而基于 MDPD 方法的估计量收缩因子会

减小，当 yi 异常时，会控制其向回归估计部分靠近而减小异常值带来的影响。另

外，当 α→ 0 时，(1 + α)si(yi,ϕ)→ 0 , 这说明 ŷi 退化为 θ̃i 当 α→ 0 时。此外，

当 Di → 0 时，稳健贝叶斯预测量 ŷi 退化成传统的直接估计量。

在运用公式（3.12）进行小域稳健估计时，由于表达式中含有未知参数 ϕ =

(A,β)，因此需要先考虑未知参数的估计。根据参数估计方程 (3.10) 求得参数的

估计值为 ϕ̂ =
(
β̂T, A

)T
，则利用 MDPD 方法得到的小域稳健估计量为：

θ̂i = yi −
Di

Â+Di

(
yi − xT

i β̂
)
(1 + α)si

(
yi; ϕ̂

)
. (3.13)

3.3 调整参数的选取

稳健估计量 (3.13) 中包含未知的调整参数 α，而 α 的选取又与估计量的稳

健性相关，因此选取适当的调整参数也至关重要。结合文献 [27, 77] 中的思想，

选取使得稳健贝叶斯估计量 (3.12)的均方误差最小的参数 α，这样选取的目的是

在保证稳健性的基础上，尽可能使估计量具有更小的均方误差，提高估计效率。

稳健估计量的均方误差公式由下定理给出。

定理 3.1 在模型 (3.1) 的假设条件下，稳健估计量的 MSE 为

E

{(
θ̂i − θi

)2}
= g1i(A) + g2i(A),

其中

g1i(A) =
ADi

A+Di

, g2i(A) =
D2
i

A+Di

{
V 2α
i

(2α + 1)3/2
− 2V α

i

(α + 1)3/2
+ 1

}
, (3.14)

且 g2i(A) 关于 α 单调递增。

定理的证明可参见本章附录。从 Rao et al. [1] 中的结论可知，使用最大似然

估计方法得到的经验贝叶斯估计量 (3.3) 的 MSE 为 g1i(A)。结合上述定理，基

于 MDPD 方法提出的估计量 θ̂i 的 MSE(3.14) 比极大似然估计量的 MSE 大了

g2i(A)。这里的 g2i(A) 关于 α 单调递增，且当 α→ 0 时 g2i(A)→ 0。当 α 增大

时，小域稳健估计量 θ̂i 具有更强的稳健性，但其估计量的 MSE 也随之增加，即

调整参数 α 决定着稳健性和估计效率之间的平衡。

借助与 Sugasawa [77] 的思想，定义相对超量 MSE 的百分比为 Exc(α) =

100 ×
∑m

i=1 g2i

(
Âα

)
/
∑m

i=1 g1i

(
Âα

)
，其中 Âα 是在固定 α 时根据 (3.10) 得到
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的 A 的估计值。在选取调整参数 α 时，根据需求，先确定最大的相对百分比 c%

使得 Exc(α) 不超过这一界限。根据定理3.1的结论，Exc(α) 关于 α 是单调递增

的，因此这样的 α 是唯一存在的。最优调整参数 α 的选取通过如下的算法实现。

算法 1 参数 α 的选择算法
输入: 给定调整参数、模型参数的初值 α(0)，ϕ(0) = (β(0)T , A(0))，并给出误差相

对百分比的上限 c。

重复:

1: 根据公式（3.14）和 Exc(α) 的定义，利用二分法计算 Exc(α) = c 的根，并

对 α 进行迭代，即

α = α(i+1)使得 Exc(α(i+1)) = c.

2: 固定 α，根据估计方程 (3.10)，利用 Newton-Raphson 算法估计得到参数

ϕ(i+1) 。

3: 重复上述步骤1和2, 直至 α 收敛。即对于充分小的临界值 ϵ 满足 |α(i+1) −

α(i)| < ϵ。

输出: α(i+1)

3.4 稳健估计量的性质

为了考虑模型 (3.1) 下稳健估计的渐近性质，给出以下的正则性假设条件：

1. 假设 0 < D∗ ⩽ min1⩽i⩽mDi ⩽ max1⩽i⩽mDi ⩽ D∗ < ∞ 成立，其中 D∗ 和

D∗ 与 m 无关。

2. 设 max1⩽i⩽m xT
i

(
XTX

)−1
xi = O (m−1)，其中 X = (x1, · · · , xm)T。

3. 当 m→∞ 时，XTX/m 收敛于一个正定矩阵。

上述正则条件中，第一条为关于区域随机误差的约束，这里 Di 是区域随机

效应的方差，在小域估计中，这一方差可通过抽样设计方法获得其直接估计，因

此在这里假定其是有界的。第二条和第三条是关于辅助信息矩阵的约束，这两条

保证获取的辅助信息之间是不重复的，即获得的辅助信息矩阵是非奇异矩阵，进

一步保证模型系数估计的准确性。上述正则假设是小域估计中的最基本假设，在

通常的小域估计中均能够满足，不会因这些假设而影响小域估计方法的应用。

在上述假设条件下，先给出由（3.10）得到的估计参数的性质，如下述定理。
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定理 3.2 在上述假设条件下，由（3.10）得到的估计参数 β̂α 和 Âα 是相互

独立的且渐近服从正态分布 N
(
β,m−1J−1

β KβJ
−1
β

)
和 N (A,KA/mJ

2
A)，其中

Jβ =
1

m(α + 1)3/2

m∑
i=1

V α
i xix

T
i

A+Di

, JA =
1

2m

m∑
i=1

V α
i (α2 + 2)

(A+Di)
2 (α + 1)5/2

,

Kβ =
1

m(2α + 1)3/2

m∑
i=1

V 2α
i xix

T
i

A+Di

, KA =
1

m

m∑
i=1

V 2α
i

(A+Di)
2

{
2 (2α2 + 1)

(2α + 1)5/2
− α2

(α + 1)3

}
.

定理的详细证明可参见本章的附录。

注 3.1 根据 (3.9) 式，当 α → 0 时，H(ϕ) 收敛于对数似然函数。因而当

α = 0 时，β̂α 的渐近协方差矩阵和 Âα 的渐近方差与在极大似然估计方法下的

渐近方差相同 [99]。

为了研究小域稳健估计量 θ̂i 的估计效果，接下来考虑估计量的 MSE Mi =

E

{(
θ̂R
i − θi

)2}
。Rao et al. [1] 指出 MSE 可以看作是综合贝叶斯风险，是小域

估计中风险的标准度量。

由于 θ̂i 依赖于估计值 ϕ̂α，因此在考虑 θ̂i 的 MSE 时，不仅包含（3.14）中

的 MSE，Mi 还要考虑由于 ϕ̂α 而产生的额外变化。用解析方法求解 Mi 是很困

难的，因此我们采用了 Mi 的二阶近似。其近似表达如下述定理所示。

定理 3.3 在假设条件 1-3 下，稳健估计量 θ̂i 的 MSE 为

Mi = g1i(A) + g2i(A) +
g3i(A)

m
+
g4i(A)

m
+

2g5i(A)

m
+ o

(
m−1

)
, (3.15)

其中 g1i(A) 和 g2i(A) 如定理3.1所示，另

g3i(A) =
D2
i V

2α
i

B2
i (2α + 1)3/2

xT
i J

−1
β KβJ

−1
β xi, g4i(A) =

D2
i V

2α
i KA

B3
i (2α + 1)7/2J2

A

(
α4 − 1

2
α2 + 1

)
,

g5i(A) =
αD2

ix
T
i J

−1
β KβJ

−1
β xi

2B4
i

(3BiC11 − αC21)

+
D2
iKA

24B6
i J

2
A

{
3αB2

iC21 + (α− 2)(3α + 8)C11

}
+
D2
ix

T
i J

−1
β xi

B4
i

(BiC12 − αC22) +
D2
i

2B6
i JA

{
αC32 − 2BiC22 + (2− α)B2

iC12

}
+

D2
i

2B4
i

{
bA −

αV α
i

(α + 1)3/2BiJA

}
{(2− α)BiC11 − αC21} ,

这里, Bi = A+Di, bA = limm→∞mE
(
Âα − A

)
是 Âα 的一阶偏差，且

Cjk = (2j − 1)!!Bj
i

{
V kα
i (kα + 1)−j−1/2 − V kα+α

i (kα + α + 1)−j−1/2
}
,

其中 (2j − 1)!! = (2j − 1)(2j − 3) · · · (1).
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定理的证明步骤将在本章的附录中给出。这里需要说明，(3.15) 中的近似表达式

是基于已知的调整参数 α而得到的，因需要对 α进行估计，因此可能会和 (3.15)

有所不同。同时，当 α = 0 时，Cjk = 0 和 g5i(A) = 0 成立，此时的 MSE 等同

于 [99] 中的经典贝叶斯估计的 MSE。

由于定理 3 中给出的均方误差的近似值依赖于未知参数 A，因此无法在实

际中使用。这里同样使用 Sugasawa [77] 中提到的利用二阶无偏近似上述定理中的

MSE，且用 Bootstrap 方法对其 MSE 进行估计。其具体估计形式为

M̂i = 2g12i

(
Âα

)
− 1

B

B∑
b=1

g12i

(
Â(b)
α

)
+
g3i

(
Âα

)
m

+
g4i

(
Âα

)
m

+
2g5i

(
Âα

)
m

. (3.16)

其中 g12i(A) = g1i(A) + gi2(A) ，Â
(b)
α 是基于 Bootstrap 样本的 Bootstrap 估计

量，Bootstrap 样本 y
(b)
1 , · · · , y(b)m 根据模型的定义由下述表达式生成。

y
(b)
i = xT

i β̂α + v
(b)
i + ε

(b)
i , v

(b)
i ∼ N

(
0, Âα

)
, ε

(b)
i ∼ N (0, Di)

3.5 数值模拟

为了更好地拟合观测数据中出现离群值这一特征，根据文献 [1, 27, 28] 中关

于具有离群观测数据模拟的方法，介绍如下的定义，并在后续的章节中我们将已

知沿用这种定义。

一般地，对于正态分布而言，称形如 (1− η)N (µ1, σ
2) + ηN (µ2, σ

2
1) 的分布

为混合正态分布，该分布用于刻画具有厚尾分布特征的数据。在本文中，用混合

正态分布 (1− η)N (0, σ2) + ηN (0, σ2
1) 来模拟正态性假定不满足、具有离群观测

的情况，其中 N (0, σ2) 为真实分布，N (0, σ2
1) 称为污染分布，η 称为污染比例。

一般情况下 σ2
1 > σ2，当污染比例 η = 0 时，表示真实分布未被污染。在本节中，

讨论模型误差和随机误差均是混合正态分布时的小域估计问题。

在数据模拟部分，考虑如下的区域水平模型，并在其基础上讨论几类稳健估

计方法的效果。设生成数据的 FH 模型如下：

yi = θi + εi, θi = β0 + β1xi + A1/2ui (i = 1, · · · ,m),

其中 m = 50, β0 = 0, β1 = 2, A = 0.5 ，抽样误差 εi ∼ N (0, Di) 。辅助变量 xi 由

(0, 1) 上的均匀分布生成。并将 m 个区域平均划分成 5 个组，每个组内的抽样

误差具有相同的方差 Di, 且 5 个组抽样误差的方差分别为 (0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0)。
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模型随机误差 ui 由混合正态分布 ui ∼ (1− ξ)N(0, 1) + ξN (0, 102) 生成，其中 ξ

是污染比例，用于确定假设分布的污染程度。

考虑三种情形下的小域估计效果：

情形 (I): ξ = 0;

情形 (II): ξ = 0.15 ;

情形 (III): ξ = 0.30.

这三种情形中，情形 (I) 表示观测数据完全服从标准 FH 模型假设的正态分

布，不存在离群观测，在情形 (II) 和 (III) 中，表明观测数据收到一定程度的污

染，会出现离群观测，且情形 (III)更为突出。本文将重点比较在这几类情形下常

见的稳健估计方法和提出的稳健估计方法之间的效率，观察几类方法的优劣性。

在估计小域目标参数 θi 时，分别采用了提出的 MDPD 稳健估计量 θDi 、传

统的经验贝叶斯估计量（EBLUP），Ghosh et al. [27] 提出的稳健估计量，Sinha

et al. [28] 提出的稳健估计量。在基于密度幂的方法中，选取调整参数 α 时，设定

相对误差占比的上限 c = 5, 10两种情形。[28]中的稳健方法都涉及到了 Huber ϕ

函数，设定其调整参数 K = 1.345。[27] 中稳健调整参数的选取同样根据相对误

差比例来选取适当的调整参数 K，此处同样选取相对误差比例为 c = 5, 10 两种

情形。

首先比较上述几种估计方法对模型参数的估计效果，重复 1000 次上述模拟

实验，计算估计系数 β 和模型误差方差 A 的平均估计偏差和 MSE。这里重点

比较提出的基于密度幂的估计方法（DEB)、传统的经验贝叶斯估计方法（EB）、

Sinha et al. [28] 提出的稳健估计方法（REB）和 Ghosh et al. [27] 提出的稳健估计

方法（GEB）之间的估计效果。估计结果参见表3.1所示，表中给出了三种污染

情形下模型参数的平均估计偏差，括号内的数是估计的 MSE。表3.1中 DEB1 和

DEB2 分别表示 c = 5, 10 时的 MDPD 方法。

从表3.1中的结果可得出如下的结论。在情形 I中，观测数据没有被污染，此

时不存在离群观测值，FH 模型的基本假定成立。因此 EB 估计方法应该是最优

的，这一点从表中数据得到了进一步的验证。从表中还可以得出，由于 GEB 方

法在参数估计中应用了最大似然估计的方法，因此 GEB 方法的结果和 EB 估计

的结果接近。另外，相比于 REB 估计方法，提出的 DEB 估计具有更小的 MSE，

且 DEB1 与 EB 估计的 MSE 也较为接近，表明即使在无离群值时，DEB 方法

也可以得出较为理想的估计结果。在情形 II 中，模型中存在一定比例的离群值，

在对三个参数的估计中，EB 方法和 GEB 方法的估计效果较差，尤其对 A 的估
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表 3.1 FH 模型参数估计的偏差和 MSE

情形 参数 误差 DEB 1 DEB 2 EB REB GEB

I

β0
Bias -0.0034 -0.0039 -0.0025 -0.0060 -0.0026

MSE 0.0865 0.0875 0.0852 0.0904 0.0853

β1
Bias -0.0036 -0.0033 -0.0040 -0.0003 -0.0042

MSE 0.2599 0.2629 0.2561 0.2723 0.2560

A
Bias -0.0380 -0.0373 0.0006 -0.0386 0.0011

MSE 0.0408 0.0414 0.0422 0.0601 0.0418

II

β0
Bias 0.0018 0.0017 0.0148 0.0048 0.0148

MSE 0.1585 0.1363 0.7132 0.1606 0.7132

β1
Bias -0.0121 -0.0084 -0.0594 -0.0194 -0.0594

MSE 0.4831 0.4189 2.1554 0.4979 2.1554

A
Bias 1.0767 0.5865 7.4438 0.4991 7.4438

MSE 1.7490 0.5622 78.5515 0.4977 78.5515

III

β0
Bias 0.0157 0.0108 0.0059 0.0104 0.0059

MSE 0.2979 0.2245 1.4476 0.3583 1.4476

β1
Bias -0.0064 0.0031 -0.0257 -0.0081 -0.0257

MSE 0.9027 0.6848 4.2630 1.0730 4.2630

A
Bias 3.2924 1.8056 15.0654 2.0388 15.0654

MSE 14.0173 5.8441 268.2934 7.0164 268.2934

计中，MSE 变得非常大，可见估计及其不稳定，其偏差也较大。REB 方法能够

很好地改善离群值带来的影响，估计较为理想。与之相比，DEB 方法的估计效

果显得更加明显，尤其是取得较大调整参数的 DEB2，其参数估计的 MSE 均相

对较小。进一步，在情形 III中，当污染比例变大时，此时有更多的离群观测，结

合表中数据发现，EB 方法和 GEB 方法表现及其糟糕，REB 方法表现较好，能

够得到较为稳健的估计，而与提出的 DEB2 相比，DEB 方法会表现更好。综合

上述三种情形下模型参数估计的比较可知，提出的 DEB 方法不仅在没有离群观

测时表现较为稳定，而且在离群观测存在时，估计效果显著，比现有的几类稳健

估计方法都好。

为进一步验证提出方法的估计效果，下面我们检验在三种情形下，稳健估计
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表 3.2 目标变量 θ 估计的 MSE

情形 分组 DEB1 DEB2 EB REB1 REB2 GEB1 GEB2

I

1 0.1505 0.1516 0.1490 0.4751 0.179 0.1506 0.1527

2 0.2432 0.2478 0.2388 0.5073 0.2714 0.2441 0.2510

3 0.3068 0.3164 0.2974 0.5135 0.3443 0.3040 0.3228

4 0.3457 0.3605 0.3324 0.5259 0.3885 0.3501 0.3689

5 0.3937 0.4179 0.3697 0.5327 0.4476 0.3998 0.4283

II

1 0.1763 0.1727 0.1927 8.3419 0.2148 0.1911 0.1924

2 0.3277 0.3168 0.3851 8.4285 0.3472 0.3795 0.3848

3 0.4369 0.4187 0.5371 7.9312 0.4503 0.5255 0.5392

4 0.5669 0.5435 0.7143 7.4896 0.5579 0.7038 0.7212

5 0.6492 0.6217 0.8541 8.0940 0.6237 0.8474 0.8669

III

1 0.1957 0.1920 0.2024 14.0467 0.2484 0.2020 0.2024

2 0.3734 0.3618 0.3969 15.4921 0.4218 0.3977 0.3972

3 0.5290 0.5092 0.5725 15.8427 0.5712 0.5733 0.5718

4 0.6901 0.6621 0.7563 15.1586 0.6994 0.7567 0.7552

5 0.8513 0.8147 0.9537 15.4203 0.8232 0.9551 0.9510

θ̂ 的估计效果，其估计结果见表3.2。表3.2中，DEB1、DEB2 分别表示在相对误

差比例不超过 0.05 和 0.1 时，对应的稳健估计量。EB 估计为传统的经验贝叶斯

估计方法，REB1、REB2 分别表示 Sinha et al. [28] 提出的 EBLUP 方法和基于

极大似然估计的方法，GEB1、GEB2 分别表示由 Ghosh et al. [27] 给出的方法中

选取不同调整参数 K 时的稳健估计结果。

结合表中数据观察几类稳健估计的效果。总体而言，每种情形下，无论采用

那种估计方法，随着抽样误差 Di 的增加，组内平均 MSE都在增加，另外，随着

污染比例的增加，模型中的离群观测值增加时，估计的 MSE 也会随之增加。首

先在无污染数据中，根据估计结果的 MSE 可以看出，EB 估计的效果最好。因

为在这种情形下，模型的正态假设完全满足，因此 EB 估计方法最优。另外几类

方法的 MSE 均较大，但提出的 DEB 方法中，DEB1 估计的 MSE 与 EB 估计

的 MSE 最为接近，若在该方法中选取更小的调整参数 α，则能够获得更加小的

MSE，足以说明在这种情形下提出的 DEB方法仍具有适用性。在情形 II中，存

64



兰州财经大学博士学位论文 第 3 章 密度幂散度在区域水平模型下的稳健估计

在一定比例的离群观测值，此时模型的正态性假定不满足，结合几类估计方法的

表现可知 DEB2 方法具有更小的 MSE，比其它几类稳健估计方法表现更好。在

情形 III 中，提出的 DEB2 方法仍然表现最佳，且 DEB1 的估计效果会比其它

两种稳健估计方法更好，进一步说明，在观测数据污染较为严重的情形下，提出

的 DEB 仍然具有较好的稳健效果，且明显好于其它两类稳健估计方法。

为了直观反映上述几类方法的区别，根据上述模拟数据绘制各种方法估计

MSE 的箱线图。图3.1,3.2,3.3分别展示了三种情形下各组 MSE 的变化线型图。

图 3.1 情形 1 中各方法估计 MSE 的箱线图

图 3.2 情形 2 中各方法估计 MSE 的箱线图

图 3.3 情形 3 中各方法估计 MSE 的箱线图
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从上述图形可以直观得到和表3.2中相同的结论，在情形 I 中，EB 方法估

计效果最好，但与 DEB1、GEB1 等方法的表现较为相近，差别不大。图形3.2、

3.3反映了有污染的情形下几种估计方法的估计得到的每组 MSE的箱线图。从图

中不难发现，所有的箱线图中，DEB2 是每组中均值线最低，箱体最短的一个，

说明 DEB2 方法的 MSE 估计均值最小，且方差不大，再次证明了 DEB 估计方

法在有离群观测值时可得得到较为稳健的估计，比其它稳健估计方法更好，这一

结论和上述表格中得到的结论一致。

表 3.3 DEB 方法的 MSE 与估计 MSE 的比较

情形 分组
真实 MSE 估计 MSE

DEB1 DEB2 DEB1 DEB2

I

1 0.1525 0.1537 0.1537 0.1547

2 0.2401 0.2450 0.2433 0.2486

3 0.3099 0.3206 0.3043 0.3162

4 0.3489 0.3651 0.3501 0.3703

5 0.3847 0.4067 0.3873 0.4171

II

1 0.1756 0.1716 0.1795 0.1741

2 0.3149 0.3043 0.3265 0.3097

3 0.4384 0.4203 0.4515 0.4230

4 0.5682 0.5417 0.5584 0.5181

5 0.6652 0.6350 0.6554 0.6064

II

1 0.1920 0.1886 0.1923 0.1882

2 0.3667 0.3554 0.3711 0.3575

3 0.5439 0.5235 0.5387 0.5127

4 0.6952 0.6664 0.6968 0.6571

5 0.8175 0.7816 0.8488 0.7959

上述模拟实验是利用模拟生成的总体数据的值和区域上利用稳健估计方法

得到的均值之间的比较，但在实际数据中，总体数据的均值是无法获取的，其

MSE 的计算只能利用 (3.16) 的公式进行估计。为了验证提出的 MSE 的估计式

(3.16) 的估计效果，同样利用上述估计模型估计真实的 MSE 和使用式 (3.16) 得

出的 MSE 之间的差别。重复上述试验 1000 次，计算估计量的 MSE 在每组内的
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均值，并用 (3.16) 的 Bootstrap 方法估计 MSE，每次 Bootstrap 中重复 2000 次

实验得到其 MSE 的估计值，其估计结果见表3.3。

表3.3中给出了三种情形下由两类 DPD 方法得出的真实 MSE 和 Bootstrap

方法得到的 MDE 的比较。从表中数据可知，两类方法的 Bootstrap 估计 MSE

和真实值均比较接近。进一步说明其 MSE 估计非常合理，能够充分接近与真实

的 MSE。
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第 4 章 基于 γ 散度的区域水平模型的稳健估计

4.1 基于 γ 散度的 FH 模型的稳健估计方法

在第三章中已经获知，γ 散度用于衡量两个概率密度之间的差异，且在稳

健估计方法具有广泛的应用。一个自然的想法就是在式 (3.4) 中，用 Nakagawa

et al. [90] 提出的 γ 似然函数替换对数似然函数，得到参数 θi 的稳健估计。

γ 似然函数定义为：

Lγ(y;ϕ) = −
1

γ

m∑
i=1

fi (yi;ϕ)
γ(∫

fi(t;ϕ)1+γdt
) γ

γ+1

− n

γ
, γ ∈ (0, 1) (4.1)

其中 fi (yi;ϕ) 是 yi ∼ N
(
xT
i β, A+Di

)
的密度函数，γ 同样是控制稳健性的调

整参数。根据性质2.4的第 4 条可知，有

lim
γ→0

Lγ(y;ϕ) =
m∑
i=1

log fi (yi;ϕ) = log f(y;ϕ). (4.2)

通过公式 (4.2) 可以看出，当调整参数 γ → 0 时，(4.1) 中的 γ 似然函数趋

于对数似然函数，足以说明，γ 似然函数可以作为对数似然函数的推广，对数似

然可以作为其特殊情形。

对于形如 (2.1)的 FH模型,其目标变量的观测值 yi满足 yi ∼ N
(
xT
i β, A+Di

)
，

因此结合密度函数的具体表达式，将其代入公式 (4.1) 可得 γ 似然函数的具体表

达式，

Lγ(y;ϕ) = −
1

γ

m∑
i=1

{
(1 + γ)

γ
2(1+γ) (2π(A+Di))

− γ
2(1+γ) exp(−γ(yi − xT

i β)
2

2(A+Di)
)

}
− n

γ
.

(4.3)

为了便于描述，记 Vi = {2π (A+Di)}−1/2 , πγ = (1 + γ)
γ

2(1+γ) , 以及

si (yi;ϕ) = V γ
i exp

{
−
γ
(
yi − xT

i β
)2

2 (A+Di)

}
;Viγ = V

− γ2

1+γ

i ,

那么 Lγ(y;ϕ) 可以写成

Lγ(y;ϕ) = −
1

γ

m∑
i=1

{πγViγsi(yi;ϕ)} −
n

γ
. (4.4)

因为 γ 散度在稳健估计方面的优良性质，在本节中，考虑基于 γ 散度的 FH

模型的小域稳健估计。用（4.4）替代式 (3.4) 中的对数似然函数 log f(y;ϕ) 构建

小域目标变量的稳健估计。
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4.2 稳健估计量

根据（4.4）中 Lγ(y;ϕ) 的定义，可得

∂

∂yi
Lγ(y;ϕ) = −

1

γ
πγViγ

∂

∂yi
si(y;ϕ) =

1

A+Di

(
yi − xT

i β
)
πγViγsi (yi;ϕ) ,

类似于 (3.4) 的形式，定义 FH 模型的目标变量 θi 的稳健贝叶斯估计量 θ̃Ri

为：

θ̃Ri = yi −
Di

A+Di

(
yi − xT

i β
)
πγViγsi (yi;ϕ) , (4.5)

这里 γ 是用于控制稳健性的调整参数，且满足 πγViγsi (yi;ϕ) = 1 当 γ → 0

时。即说明当 γ = 0 时稳健估计量 θ̃Ri 退化成经验贝叶斯估计量 (EB) θ̃i 。

在小域模型中，通过第2章的介绍可知，观测值中难免会出现离群值。一般

情况下，离群观测都会远离回归估计 xT
i β，在这种情况下，辅助信息 xi 不能有

效地通过模型 (2.1) 改善直接估计 yi。因此，对于这类观测点，收缩率应越小越

好，理想的收缩率应为 0。关于这些性质的讨论可参考文献 [63, 77, 99]。

从 (4.5)的表达式可以看出，在传统 EB估计量中的收缩因子为Di/ (A+Di),

其与观测值 yi 无关，那么当观测数据中存在异常值时，该估计不会因为异常值

的出现而发生任何改变，即表明传统的 EB 估计对离群观测没有稳健的作用。反

观式 (4.5) 中本文提出的稳健估计量，其收缩因子为 πγViγsi (yi;ϕ)Di/ (A+Di),

从表达式可知，该收缩因子与观测值 yi 有关，当观测值 yi 为离群观测时，这时

通过收缩影子将会增加增加在回归估计部分的权重，从而在表达式 (4.5) 中，估

计量较 EB 估计量而言，会向回归估计部分倾斜, 减小直接估计 yi 带来的影响，

从而达到稳健估计的目的。另外，当抽样方差 Di → 0 时, 稳健估计量 θ̃R
i 如同

EB 估计量一样，退化为直接估计量 yi。

下面让我们比较几种不同贝叶斯稳健估计量的收缩性质。根据参考文献 [99,

144, 145]和 [77]中的理论，假设记 ηi为贝叶斯估计量，则需重点关注 |yi−xT
i β| →

∞ 时 |ηi − yi| 的变化，这里 yi 为离群观测值。如果综合对比现有的几个小域稳

健估计方法就会发现，传统的经验贝叶斯（EB）方法、Ghosh et al. [27] 提出的稳

健估计方法 (GEB)、Sinha et al. [28] 提出的稳健贝叶斯方法（REB）等，这几类

方法中随着 |yi − xT
i β| → ∞ 有 |ηi − yi| → ∞, 这说明现有的这几类方法对离群

观测的稳健性较差，当出现极端的离群值时，上述几类稳健估计方法也会呈现发

散的情况，即没有稳健效果。而本文中涉及的两类稳健估计方法：基于密度幂的

稳健估计（DEB）和基于 γ 散度的稳健估计 (GREB) 均满足 |yi−xT
i β| → ∞ 时
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|ηi − yi| → 0 这一性质，这说明本文中用到的两类估计方法对于极端离群值仍然

具有较好的稳健性。

4.3 FH 模型的参数估计

根据上述讨论的关于模型 (2.1)的稳健贝叶斯估计量 (4.5)可知,其稳健估计

量中包含未知参数 ϕ = (βT , A)T，因此本节中考虑未知参数的估计问题。令 ϕ

的稳健估计为 ϕ̂γ ，则有 ϕ̂γ = argmaxLγ(y;ϕ), 其中 Lγ(y;ϕ) 是 (4.3) 给出的 γ

似然函数。因此，稳健参数估计 ϕ̂γ 满足如下估计方程：

∂Lγ
∂β

= πγ

m∑
i=1

Viγ
xisi(yi;ϕ)

(
yi − xT

i β
)

A+Di

= 0,

∂Lγ
∂A

= πγ

m∑
i=1

{
Viγ

(
yi − xT

i β
)2
si(yi;ϕ)

(A+Di)
2 − Viγ

1 + γ

si(yi;ϕ)

A+Di

}
= 0.

(4.6)

上述估计方程的解可通过牛顿拉夫逊算法求得，在初次迭代的过程中可利

用极大似然估计的结果作为参数 ϕ 的初始值进行迭代，通过迭代，直至估计参

数收敛则可得模型参数的估计值。

通过上述算法求得未知参数的估计 ϕ̂γ 之后，将其代入表达式 (4.5), 则可得

小域稳健经验贝叶斯估计量 θ̂R
i = θ̃R

i

(
yi, ϕ̂α

)
。

4.4 调整参数的选取

在目标变量 θ 的 GREB 估计 (4.5) 中，除了模型参数之外，还包含有调整

参数 γ，因而在实际应用中，需要估计调整参数 γ 的大小，同时，选取不同的

γ 值将会导致不同的稳健估计结果。这里同样使用估计量的均方误差来推导小域

估计调整参数的选取。接下来首先给出 GREB 估计量的 MSE 的推导及其相关

的引理。

引理 4.1 当 yi ∼ N
(
xT
i β, A+Di

)
时，有如下的结果

E
{(
yi − xT

i β
)2j−1

ski

}
= 0, j, k = 1, 2, · · · ,

E
{(
yi − xT

i β
)2j

ski

}
= V kα

i (kα + 1)−j−1/2(2j − 1)!! (A+Di)
j , j, k = 0, 1, 2, · · · ,

其中 (2j − 1)!! = (2j − 1)(2j − 3) · · · (1).

结合上述引理，关于 GREB 估计量的 MSE 有如下的定理。
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定理 4.1 在模型 (2.1) 的假设条下和正则性假设条件之下，基于 γ 散度的

稳健贝叶斯估计量 θ̃R
i 的均方误差如下：

E{
(
θ̃R
i − θi

)2
} = g1i(A) + g2i(A), (4.7)

其中，

g1i(A) =
ADi

A+Di

, g2i(A) =
D2
i

A+Di

 π2
γV

2γ
1+γ

i

(2γ + 1)3/2
− 2πγV

γ
1+γ

i

(γ + 1)3/2
+ 1

 .

无论是提出的稳健估计量 (4.5) 还是稳健估计量的 MSE(4.7) 中均含有未知

的调整参数 γ，在这里采用类似于 MDPD方法的参数选择程序。由定理4.1可知，

GREB 估计量 θ̃Ri 的 MSE 比 EB 估计量的 MSE 大 g2i(A)。为了平衡估计量的

稳健性和有效性，定义 Ex(γ) =
∑m

i=1 g2i

(
Âγ

)
/
∑m

i=1 g1i

(
Âγ

)
为 MSE 的相对

增量的百分比，其中 Âγ 是在给定 γ 的条件下，由式（4.6）得出的参数 A的估计

值。本文根据 Ex(γ) 选择调优参数 γ，使其不超过给定的阈值 c(如 0.05 和 0.1);

也就是说，选取调整参数 γ∗ 使其满足 Ex (γ∗) = c。根据定理4.1可知，Ex(γ) 随

着 γ 递增，因此可以获取唯一的 γ 使得上式成立。在实践中，我们首先给出一

个固定的 γ 作为初始值，然后用二分法计算出最优 γ。在后面的部分中，我们假

设 γ 已经是选择过程选择的最优参数。下面给出参数 γ 的选取算法。

算法 2 参数 γ 的选择算法
输入: 给定调整参数、模型参数的初值 γ(0)，ϕ(0) = (β(0)T , A(0))，并给出超量误

差相对百分比的上限 c。

重复:

1: 根据公式（4.7）和 Exc(γ) 的定义，利用二分法计算 Exc(γ) = c 的根，并对

γ 进行迭代，即

γ = γ(i+1)使得 Exc(γ(i+1)) = c.

2: 固定 γ，根据估计方程 (4.6)，利用 Newton-Raphson算法估计得到参数 ϕ(i+1)

。

3: 重复上述步骤1和2, 直至 γ 收敛。即对于充分小的临界值 ϵ 满足 |γ(i+1) −

γ(i)| < ϵ。

输出: γ(i+1)
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4.5 稳健估计量的性质

在3.4中提到的正则性条件下，本文研究了稳健估计参数的渐近性质，并给

出了其渐近分布，具体的渐近分布参见如下的定理：

定理 4.2 在正则性条件下，β̂γ 和 Âγ 是渐近独立的，并且服从的渐近分布

为 N
(
β,m−1J−1

β KβJ
−1
β

)
和 N (A,KA/mJ

2
A) , 其中

Jβ = − 1

m(γ + 1)3/2
πγ

m∑
i=1

V
γ

1+γ

i xix
T
i

A+Di

, JA =
1

m(γ + 1)5/2
πγ

m∑
i=1

V
γ

1+γ

i

(A+Di)
2 ,

Kβ =
π2
γ

m(2γ + 1)3/2

m∑
i=1

V
2γ
1+γ

i xix
T
i

A+Di

, KA =
π2
γ(3γ

2 + 4γ + 2)

m(1 + γ)2(1 + 2γ)5/2

m∑
i=1

V
2γ
1+γ

i

(A+Di)
2 .

当 γ = 0, β̂γ 的渐近协方差矩阵和 Âγ 的渐近协方差退化成 β 与 A 的极大

似然估计量的渐近协方差矩阵和渐近协方差。这一点和 γ = 0 时 (4.4) 退化成对

数似然函数相一致。

4.6 稳健估计量的 MSE

本节中，重点讨论 GREB估计量的 MSE。尽管定理4.1给出了贝叶斯估计量

的 MSE的表达式，但是表达式（4.7）中仍然包含有待估的参数，也就是其 MSE

可能由于模型参数的估计会变得更大。在实际应用中，用估计值 θ̂Ri 的均方误差

MSE(θ̂Ri ) 来作为估计的不确定性度量。θ̂Ri 的 MSE 定义为 MSE(θ̂Ri ) = Mi =

E

{(
θ̂Ri − θi

)2}
。由于 θ̂Ri 依赖于估计量 ϕ̂γ, 且 Mi 同样收到 ϕ̂γ 的影响，所以

直接估计 Mi 的解析表达式是很难办到的，因此有必要得到 Mi 的近似值。我们

借助于 Rao et al. [1] 中二阶无偏估计的方法估计 Mi, 可得如下的定理。

定理 4.3 在正则性假设条件之下，GREB 估计量的 MSE 的估计为

Mi = g1i(A) + g2i(A) +
g3i(A)

m
+
g4i(A)

m
+

2g5i(A)

m
+ o

(
m−1

)
, (4.8)
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其中 g1i(A) 和 g2i(A) 同定理4.2的定义，另有

g3i(A) =
D2
i V

2γ
1+γ

i π2
γ(7γ

2 + 4γ + 1)

(A+Di)2(2γ + 1)5/2
xT
i J

−1
β KβJ

−1
β xi,

g4i(A) =
D2
i V

2γ
1+γ

i π2
γ(15γ

4 + 36γ3 + 34γ2 + 16γ + 4)KA

4(A+Di)3(2γ + 1)5/2(1 + γ)2J2
A

,

g5i(A) =
3γD2

i V
γ

1+γ

i πγx
T
i J

−1
β KβJ

−1
β xi

2(A+Di)2

(
V

2γ
1+γ

i πγ
γ + 1

(2γ + 1)5/2
− 1

(γ + 1)5/2

)

+
D2
i V

2γ
1+γ

i πγKA

4(A+Di)3J2
A

{
V

2γ
1+γ

i πγ
15γ4 + 40γ3 + 48γ2 + 30γ + 8

2(2γ + 1)7/2(1 + γ)2
+

γ − 4

(1 + γ)7/2

}

+
D2
i π

2
γV

2
iγx

T
i J

−1
β xi

(A+Di)2

V 2γ
i (γ − 1)

(2γ + 1)5/2
+

πγV
2γ2+3γ

1+γ

i

(3γ + 1)5/2


+

πγV
2γ
1+γ

i D2
i

2(A+Di)3JA

{
1

(2γ + 1)3/2
− πγV

γ
1+γ

i

(3γ + 1)3/2

}{
9γ2 + 6γ − 1

(3γ + 1)(γ + 1)2
− 3πγ(9γ

2 + 4γ − 3)

(3γ + 1)2(γ + 1)

}
.

该定理详细的证明在本章附录中给出。根据 Datta et al. [99] 中的结论可知，当

γ = 0 时，(4.8) 中的 MSE 估计退化为 EB 估计量的 MSE。从定理4.3可以看出，

MSE 的近似估计公式与 γ 的近似估计公式密切相关，并且这个估计公式的计算

也是比较困难的。因此在实践中，采用二阶近似的方法计算 MSE 的近似估计。

由于计算公式 (4.8) 中的估计量需要大量的代数运算，而且计算较为复杂。因此

本文中采用 Bootstrap 估计方法估计估计量的 MSE。定义如下的 Bootstrap 估

计量：

M̂i = 2g12i

(
Âγ

)
− 1

B

B∑
b=1

g12i

(
Â(b)
γ

)
+
g3i

(
Âγ

)
m

+
g4i

(
Âγ

)
m

+
2g5i

(
Âγ

)
m

, (4.9)

其中 g12i(A) = g1i(A) + gi2(A) 和 Â
(b)
γ 是基于参数 Bootstrap 样本 y

(b)
1 , · · · , y(b)m

生成的 Bootstrap 估计量。

y
(b)
i = xT

i β̂γ + v
(b)
i + ε

(b)
i , v

(b)
i ∼ N

(
0, Âγ

)
, ε

(b)
i ∼ N (0, Di) .

根据 Sugasawa [77] 中的结论可知，当 B → ∞ 有 E(M̂i) − Mi = o(m−1) 成

立。而针对有限的 Bootstrap 样本而言，其估计误差 Ui 的理想情形为 Ui =

Op

{
(mB)−1/2

}
。这说明如果 B = O

(
m1+δ

)
对任意小的 δ > 0 成立，那么由有

限的 Bootstrap 迭代得到的误差为 op (m
−1)，这样以来，估计量 M̂i 则会与会与

理想的估计量具有相似的性质。这说明，我们总可以找到有限次 Bootstrap 迭代

来得到理想的近似结果。

74



兰州财经大学博士学位论文 第 4 章 基于 γ 散度的区域水平模型的稳健估计

根据定理4.3,由于 g5i

(
Âγ

)
的表示结果较为复杂，本文采用 Bootstrap方法

来估计 g5i

(
Âγ

)
。由定理 4.3的证明可知，E

{(
θ̂R
i − θ̃R

i

)(
θ̃R
i − θ̃i

)}
= m−1g5i(A)+

o (m−1)，所以本文采用

B−1

B∑
b=1

{
θ̂R
i

(
y
(b)
i , ϕ̂(b)

γ

)
− θ̃R

i

(
y
(b)
i , ϕ̂γ

)}{(
θ̃R
i

(
y
(b)
i , ϕ̂γ

)
− θ̃i

(
y
(b)
i , ϕ̂γ

))}
,

来替代 (4.9) 中的 m−1g5i(A) 获取 MSE 的估计量，其中 ϕ̂
(b)
γ 为参数 Bootstrap

估计量。

4.7 稳健估计量的置信区间

在本节中，重点考虑上述 FH 模型的稳健估计量的置信区间，以及置信区间

的构造。

在模型 (3.1) 下, 置信水平为 (1− α) 的置信区间 Ii(α) 定义为

P[θi ∈ Ii(α)] = 1− α. (4.10)

目前关于 FH 模型中小域均值 θ 的置信区间的构造主要有两类方法。第一

种是利用估计量的正态分布性质，构造基于正态分布的置信区间，形如

IEBi (α) = [θ̂EBi − zα/2s(θ̂EBi ), θ̂EBi + zα/2s(θ̂
EB
i )], (4.11)

其中 zα/2 是标准正态分布 N(0, 1)的上 (α/2)分位点，s2(θ̂EBi )是 MSE(θ̂EBi )的

二阶无偏估计量。虽然这一类置信区间在置信水平 1−α下是渐近收敛的，但是在

小域估计中，由于小样本性以及估计量 MSE 不稳定性导致这类置信区间并不是

非常有效。Diao et al. [146] 等指出这类置信区间在 P[θi ∈ IEBi (α)] = 1−α+o(m−1)

的意义下是一阶正确的。第二类置信区间是参数 Bootstrap 置信区间，该类置信

区间由 Chatterjee et al. [147] 提出。Chatterjee et al. [147] 指出在正则性假设条件

下的参数 Bootstrap 置信区间 ICLLi (α) 是二阶渐近收敛的，且满足

P[θi ∈ ICLLi (α)] = 1− α +O(m−3/2).

尽管在正态分布的假设下第一类置信区间更便于构造和更直观的结构，但是

在观测数据中有离群值时，EB 估计量的 MSE 就会很大，这会导致基于 EB 估

计量的置信区间的长度变大，从而降低区间的有效性。因此在本小节中，将通过

参数 Bootstrap 的方式构造上述提出的稳健估计量的置信区间。

基于上述提出的稳健估计量 θ̃Ri 以及位置参数 β̂, Â 的估计值，通过如下的

步骤构建 Bootstrap 置信区间：
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1. 生成 v∗i ∼ N(0, Â) 和 e∗i ∼ N(0, Di), 根据模型 (3.1), y∗i = θ∗i + e∗i ; θ
∗
i =

x⊤
i β̂ + v∗i 生成数据 (y∗i , Xi).

2. 根据估计方程（4.6）将数据 (y∗i , Xi) 用于估计参数 β̂∗ 和 Â∗ .

3. 根据公式 (4.7) 和定理4.1, 用 y∗i , β̂
∗, Â∗ 替代 yi,β, A 得到 Bootstrap 估计

量 θ̃R∗
i 和 MSE g∗12(Â

∗).

4. 用 Bootstrap 数据计算分布 (t∗ = θ∗i − θ̃R∗
i )/[g∗12(Â

∗)]1/2 作为分布 (t =

θi − θ̃EBi )/[g12(Â)]
1/2 的渐近分布。

5. 重复上述步骤 B 次，得到近似分布值 t∗, 计算分位数 q1 和 q2(q1 < q2) 使

得 P∗(q1 ≤ t∗ ≤ q2) = 1 − α 成立, 其中 P∗ 表示基于 Bootstrap 分布的概

率。

6. 得到 θi 的 Bootstrap 置信区间

Ii(α) =
[
θ̃Ri + q1g12(Â)

1/2
, θ̃Ri + q2g12(Â)

1/2
]
. (4.12)

如果模型满足正则性假设条件，则基于稳健估计量的置信区间满足如下定

理:

定理 4.4 设 α ∈ (0, 1). 若 (q1, q2) 满足

P
(
q1 ≤ g∗12(Â

∗)−1/2
(
θ∗i − θ̃R∗

i

)
≤ q2

)
= 1− α.

则

P
(
θ̃Ri + q1g12(Â)

1/2 ≤ θi ≤ θ̃Ri + q2g12(Â)
1/2
)
= 1− α +O(m−3/2).

4.8 应用举例

本节中，将本文提出的 GREB 方法应用与小域 FH 模型的估计中，并将其

与现有的几个稳健估计方法进行对比，检验本文提出的稳健估计量的效果。

4.8.1 数值模拟

首先我们用模拟数据验证几类稳健估计量的估计效果。为了便于和第3.5中

的方法进行直接的比较，本节中采用和3.5提出的同样的模型和假设条件生成相

关的模拟数据。即本接种同样采用 2 元标准 FH 模型，并考虑观测数据来源
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表 4.1 几类稳健方法所得的每组平均 MSE 和蒙特卡洛误差

情形 分组 GREB 1 GREB 2 DEB 1 DEB 2 EB REB

1 153 (1.3) 154 (1.2) 153 (1.3) 154 (1.2) 151 (1.4) 162 (1.5)

2 244 (2.8) 249 (2.8) 244 (2.8) 249 (2.8) 240 (2.7) 259 (2.5)

I 3 306 (3.6) 316 (3.7) 306 (3.6) 316 (3.7) 297 (3.6) 316 (2.8)

4 351 (3.1) 366 (3.2) 351 (3.1) 366 (3.3) 337 (3.0) 353 (4.1)

5 384 (3.2) 406 (3.3) 384 (3.2) 406 (3.3) 363(3.6) 382 (4.1)

1 175 (1.9) 170 (1.9) 176 (1.9) 172 (1.9) 192 (2.1) 221 (13.7)

2 317 (3.4) 306 (3.5) 321 (3.4) 311 (3.4) 374 (3.2) 631 (11.6)

II 3 438 (3.1) 418 (3.1) 445 (3.2) 427 (3.1) 546 (6.3) 1438 (75.9)

4 551 (6.1) 527 (5.7) 562 (6.2) 539 (5.8) 710 (8.2) 2502 (123.9)

5 653 (8.3) 622 (7.9) 668 (8.4) 639 (8.0) 874 (7.6) 3546 (126.6)

1 189 (1.4) 184 (1.3) 190 (1.3) 187 (1.3) 197 (1.5) 191 (3.4)

2 363 (4.3) 349 (4.2) 368 (4.4) 357 (4.3) 390 (4.5) 376 (6.5)

III 3 523 (7.2) 498 (6.8) 534 (7.3) 514 (6.9) 577 (7.4) 593 (13.7)

4 675 (10.3) 640 (9.9) 692 (10.4) 664 (9.9) 761 (10.7) 903 (45.2)

5 821 (10.7) 776 (10.8) 844 (10.9) 809 (11.0) 938 (11.8) 1341 (52.5)

于同样的三种混合正态分布情形下的稳健估计。有关模拟数据的基本假设可参

见3.5节的内容。

根据3.5节中的研究结果可知，DEB 估计方法具有显著的稳健估计效果，且

好于 GEB和 REB方法。本节中，选取传统的经验贝叶斯估计方法（EB）、Sinha

et al. [28] 基于 Huberϕ 函数的稳健估计方法 (REB)、基于密度幂的稳健估计方法

(DEB) 和本节中提出的基于 γ 散度的稳健估计方法 (GREB) 用于比较之间的估

计效果。在这几类估计方法中，REB 估计中选取调整参数 K = 1.345, DEB 和

GREB 估计方法中，选取调整参数使得其相对误差比例不超过 0.05 和 0.1，即

c = 0.1 和 c = 0.05 两种情形。

模拟实验 20000 次重复下不同估计量的 MSE。表4.1给出了在每组内平均的

MSE 值，以及估计的蒙特卡洛误差。为了便于比较，表中数据均在估计的基础

上乘以 1000 而成。表中 GREB1 和 GREB2 分别表示 c 分别取 0.05, 0.1，DEB1

和 DEB2 的参数表示同样的误差相对百分比下选取调整参数得到的估计方法。
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结合表4.1的数据可以得出如下结论:括号内的蒙特卡洛误差比 MSE小得多，

说明稳健估计方法得到的 MSE 是相对稳定的。在情形 I，由于随机错误 ui 满足

正态假设，模型中没有异常值。理论上，在这种情况下，EB 方法应该比其它方

法有更小的 MSE。观察表4.1中的数据可以发现，正如预期的结果一样，该情形

下 EB 方法表现最好，GREB 方法和 DEB 方法表现相当。在情形 II 和 III 中，

数据中有离群值，本文提出的方法比其它方法有更小的 MSE，特别在具有较大

抽样方差的组中表现更为突出，表明我们的方法在这种情况下是有效的。本文提

出的 GREB 方法和 DEB 方法中，c 的值代表相对超额误差比率，值越大，估计

模型的稳健性越强。因此，c = 0.1 时的 MSE 要小于 c = 0.05 时的 MSE。但是，

在相同的 c 下，本节所提出的方法 GREB 估计的 MSE 比 DEB 方法要小，并且

GEB1 估计的效果接近于 DEB2，这表明 GREB 方法可以在较小的膨胀率下达

到与 DEB2相同的效果。在其它方法中，由于异常值的存在，稳健估计方法普遍

优于 EB 方法。

可以看出，当存在离群观测时，基于密度幂散度和 γ-散度的估计比其它稳

健估计得到了更小的 MSE。为了进一步证明提出的 γ-散度的性能，绘制了在情

形 II 和 III 下每组估计 MSE 的箱线图，其中每组 MSE 的估计使用四种估计方

法，即 GREB1、GREB2、DEB1 和 DEB2。图4.1和图4.2分别描述了情形 II 和

III 中 MSE 的分布特征，每个面板描绘了同一组中不同方法之间的 MSE 的箱线

图。

图 4.1 情形 2 中几类估计 MSE 的箱线图

从图 4.1和图4.2中我们可以得出以下结论：首先，在相同的条件下，用 GREB

方法估计的 MSE 比用 DEB 方法估计的均值和方差更小。其次，在异常值污染

相同的情况下，当抽样方差 Di 增大时，GREB 方法将显著优于 DEB 方法，在

某些情况下，GREB1 方法将优于 DEB2 方法。最后，当 Di 相同时，GREB 方

法在同一组内的性能优于 DEB 方法，并且随着污染率的增加，GREB 方法估计
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图 4.2 情形 3 中几类估计 MSE 的箱线图

的 MSE 方差更小。

接下来主要探究抽样为有限样本时，第4.6节中提到的 MSE 估计量 M̂i 的

大小。这里使用与上述相同的模拟数据，ui 满足上述三种情况的混合分布分布，

其中抽样区域 m = 50。用 Âγ 替换定理4.1和定理4.3中 MSE 公式中的 A 得到

M̂
(n1)
i 和 M̂

(n2)
i 的估计。注意 M̂

(n1)
i 忽略模型参数估计的变化率，M̂ (n2)

i 忽略

g1i

(
Âγ

)
+ g2i

(
Âγ

)
的偏差。考虑这些估计量和 M̂i 的目的是为了检验有限样本

情形下二阶无偏性的重要性。基于 20000次模拟数据，本文中估计了稳健经验贝

叶斯估计器 Mi 的均方误差的真实值。估计量 M̂i 的相对偏差和相对均方误差的

平方根为
RBias

(
M̂i

)
= 100× E

(
M̂i −Mi

)
/Mi

RRMSE
(
M̂i

)
= 100× E

{(
M̂i −Mi

)2}
/M2

i

这些值是基于 2000 次模拟运行的平均值，Bootstrap 样本容量为 1000; 它

们也在同一组内平均。表4.2给出了相对偏差和相对 MSE 的均方根 M̂i�M̂n1)
i 和

M̂
(n2)
i 。Bootstrap 估计量 M̂i 由于具有二阶无偏性会优于其它形式的估计器。所

以粗略的估计在实践中是不可取的，因为它们会产生严重的负的偏差。由于估计

量 M̂
n1)
i 和 M̂

(n2)
i 存在严重的负偏差，而估计量 M̂i 具有更小的正偏差，因此本

文所提到的 Bootstrap 估计量 M̂i 在实际应用中是可行的。
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表 4.2 均方误差估计量的相对偏差和相对 MSE

情形 分组
RBias RRMSE

M̂(n1)
i M̂(n2)

i M̂i M̂(n1)
i M̂(n2)

i M̂i

1 -17.51 -11.32 -2.10 3.07 1.31 0.07

2 -23.98 -17.38 -8.33 5.76 3.05 0.73

I 3 -27.5 -20.0 -11.4 7.55 4.06 1.39

4 -29.35 -23.13 -15.06 8.62 5.40 2.32

5 -30.20 -24.70 -16.98 9.12 6.22 3.01

1 -4.28 -2.32 0.36 0.19 0.06 0.01

2 -9.09 -7.74 -4.07 0.83 0.78 0.35

II 3 -12.72 -12.15 -8.07 1.62 2.54 1.71

4 -17.00 -13.39 -9.23 2.90 1.81 0.87

5 -20.23 -16.13 -12.00 4.10 2.64 1.48

1 -0.04 0.77 1.48 0.005 0.01 0.03

2 -1.23 -0.30 0.92 0.03 0.01 0.02

III 3 -2.11 -3.84 -2.25 0.06 0.71 0.61

4 -3.36 -1.48 0.39 0.13 0.06 0.04

5 -4.71 -9.80 -7.74 0.24 2.67 2.31

接下来，使用上述模拟生成的数据进行置信区间的估计。使用 (4.11) 中提

到的正态区间估计，Chatterjee et al. [147] 中提到的 Bootstrap 置信区间，以及

本研究中提出的稳健置信区间 (4.12) 进行比较。在前两种置信区间的估计中参

数 A 和 β 的估计使用最大似然估计方式得到，在本研究中提出的置信区间的

构造中，参数是通过本文提到的稳健估计方法得到。在 Bootstrap 步骤中，设置

B = 2000，重复这一模拟 10000 次，在置信水平为 95% 时，计算每种情形下区

域均值置信区间的覆盖率和平均长度，其结果呈现在表4.3中。其中 FH 表示使

用 (4.11) 的置信区间，BI 表示用 Chatterjee et al. [147] 中提出的 Bootstrap 方法

估计的置信区间，GBI 表示用本研究中提到的方法估计的置信区间。

从表4.3可以看出, 在情形 I中, Bootstrap置信区间表现最好，具有更高的覆

盖率和更短的区间长度。然而在具有离群观测的情形 II 和 III 中, 本研究中提出

的方法的置信区间的覆盖率更加接近于真实水平，且区间长度更小。这一点充分
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表 4.3 置信度为 0.95 的置信区间的覆盖率 (平均长度)

情形 分组 FH BI GBI

1 0.9308(1.45) 0.9096(1.44) 0.9701(1.85)

2 0.9260(1.79) 0.9816(2.48) 0.9714(2.25)

I 3 0.9197(1.98) 0.9951(3.34) 0.9687(2.45)

4 0.9201(2.11) 0.9990(4.03) 0.9658(2.56)

5 0.9181(2.19) 0.9998(4.69) 0.9640(2.65)

1 0.9492(1.72) 0.6617(0.84) 0.9526(1.67)

2 0.9487(2.39) 0.8187(1.64) 0.9549(2.25)

II 3 0.9475(2.88) 0.8942(2.41) 0.9533(2.64)

4 0.9459(3.27) 0.9341(3.14) 0.9513(2.93)

5 0.9480(3.60) 0.9588(3.85) 0.9521(3.16)

1 0.9485(1.74) 0.5624(0.69) 0.9493(1.71)

2 0.9498(2.44) 0.6594(1.18) 0.9505(2.36)

II 3 0.9489(2.97) 0.7009(1.58) 0.9495(2.83)

4 0.9486(3.40) 0.7197(1.88) 0.9486(3.21)

5 0.9489(3.77) 0.7371(2.16) 0.9488(3.52)

说明本研究中给出的置信区间对存在离群值的观测数据具有更加稳健的估计效

果。

在实际应用场景中，有可能具有离群观测的数据并非来自于混合正态分布。

接下来，考虑当 ui 服从其它有偏分布时，使用上述用到的稳健方法对由模型

(2.1) 产生的数据进行稳健估计，假设其中 ui 的真实生成分布为以下情形:

(IV )ui ∼ t2, (V )ui ∼ Ga(0.5, 0.5)

(V I)ui ∼ Ga(2, 2), (V II)ui ∼ ST3(2)/3
1/2,

这里 tn 是自由度为 n 的 t 分布。Ga(a, b) 是形状参数为 a 和尺度参数为 b 的伽

马分布。STn(a) 为有偏的自由度为 n 的 t 分布，其中 da 表示偏度参数，这一分

布可以由 R 语言中的“skewt”包生成。
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表 4.4 有偏分布下稳健估计的 MSE 和蒙特卡洛误差

情形 分组 GREB 1 GREB 2 DEB 1 DEB 2 EB REB

1 187(1.6) 187(1.6) 188(1.6) 187(1.6) 192 (1.6) 186(1.5)

2 351(5.0) 350(5.1) 354(5.0) 352(5.1) 368(5.1) 353(14.6)

IV 3 505(8.3) 500(8.3) 510(8.5) 503(8.3) 533(8.6) 550(59.3)

4 640(5.4) 631(5.1) 648(5.2) 636(5.1) 684(6.7) 734(29.6)

5 770(6.3) 757(6.1) 782(6.3) 762(6.2) 830(6.7) 1263(388)

1 174 (1.3) 172(1.3) 174(1.3) 173(1.3) 181(1.5) 14618(2483)

2 308(3.4) 304(3.4) 309(3.4) 307(3.4) 329(3.9) 13515(2326)

V 3 419(5.9) 416(5.8) 422(6.0) 421(6.0) 456(6.7) 36968(81577)

4 519(6.4) 516(5.9) 523(6.4) 523(6.0) 569(8.6) 14635(6286)

5 607(7.4) 607(7.1) 611(7.3) 616(7.0) 669(8.8) 10934(1319)

1 147(0.9) 148(1.0) 147(1.0) 148(1.0) 148(1.0) 167(2.6)

2 236(2.4) 239(2.3) 237(2.4) 239(2.4) 238(2.7) 276(4.8)

VI 3 295(3.1) 301(3.3) 295(3.1) 301(3.3) 294(2.8) 336(4.1)

4 338(4.4) 349(4.5) 338(4.4) 349(4.5) 334(4.7) 371(6.7)

5 374(6.5) 391(7.1) 374(6.5) 391(7.1) 365(6.6) 398(8.6)

1 174(2.1) 174(2.1) 175(2.1) 174(2.1) 179(2.4) 183(9.8)

2 316(3.2) 311(3.2) 313(3.2) 312(3.2) 327(3.7) 364(16.5)

VI 3 428(4.2) 424(4.3) 431(4.2) 426(4.3) 454(5.1) 596(63.5)

4 526(4.4) 518(4.2) 530(4.4) 520(4.2) 559(5.5) 897(154)

5 618(8.8) 605(8.4) 624(8.8) 608(8.4) 661(8.6) 1165(146)

为了估计 θi, 本文采用采用相同的估计方法重复 2000 次模拟实验计算估计

的 MSE。表 4.4给出了每组内平均的 MSE 值，并在括号内给出了估计的蒙特卡

洛误差。为了便于比较，表中的数据均在其估计值基础上乘了 1000。

结合表4.4中的数据，不难发现以下结论: 首先，与 MSE 的估计值相比，蒙

特卡洛误差的估计值非常小，这也表明这些稳健估计方法是相对稳定的。其次，

在情形 (IV) 和 (VII) 中, 由于 t 分布和有偏的 t 分布均具有厚尾特征，因此产生

的观测值中会包含有离群观测。在这一背景下，从表中数据可以看出本节提出的

GREB 方法比其它方法估计的 MSE 更小。此时本节中提出的 GREB 方法更为
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有效。在情形 (V) 和情形 (VI) 中，虽然 ui 的分布是有偏的，但其生成的数据中

未必一定包含有离群观测，且情形 (V) 中的分布比情形 i (VI) 中的分布具有更

大的偏度。结合表中数据可见，GREB 方法在情形 (V) 中的表现要好于其它估

计方法。反之，在情形 (VI) 中，有些组内 EB 方法的估计效果要好于 GREB 方

法，但 GREB1 的估计结果和 EB 估计的结果非常相近，且显著好于其它的稳健

估计方法。总之，无论是在重尾分布中还是普通的有偏分布中，GREB方法均具

有较好的稳健性质，比其它的估计方法更值得推荐。

4.8.2 实际应用

考虑一个来自美国劳工统计局新鲜牛奶支出数据的实际应用，这一数据在

Arora et al. [148,148] 中有所应用。数据集中有 43 个地区 1989 年鲜奶消费均值 yi

的估计值，以及抽样方差 Di。根据 Arora et al. [148] 的研究，建立形如2.1的 FH模

型。如果第 i个区域属于第 j 个片区，其 FH模型可以表示为 yi = xT
i β = βj(j =

1, · · · , 4) 的形式，其中片区共有四个，其包含的区域为 R1 = {1, · · · , 7}, R2 =

{8, · · · , 14}, R3 = {15, · · · , 25}, 和 R4 = {26, · · · , 43}。根据文献 [77] 的结论，片

区 R1 和 R2 中包含有离群观测，其离群值可通过如下的标准化残差来识别。本

节中使用该数据来检验 GREB 估计方法的效果，避免用传统的 EB 估计方法会

导致估计偏差较大的问题，

ri =
(
Â+Di

)−1/2
{
yi −

4∑
j=1

β̂jI (i ∈Mj)

}
(i = 1, · · · ,m).

当 FH 模型 (2.1) 的假定是完全正确的，那么 ri 的分布是近似标准正态分布，然

而，正如表4.6所示，某些区域中 ri 的绝对值非常大。

接下来使用上述提到的 REB、DEB、GREB 等方法估计模型的参数，其估

计结果可参见表4.5。表中给出了几类方法下对于模型系数 βj 和模型误差的方差

A 的估计及其标准误，其中 A 的估计结果均乘了 100。
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表 4.5 模型参数的估计及其标准误

β1 β2 β3 β4 A

EB 0.97 1.10 1.19 0.73 1.55

(0.07) (0.07) (0.06) (0.04) (0.68)

REB 1.01 1.18 1.19 0.73 0.80

(0.06) (0.07) (0.05) (0.03) (0.53)

DEB (1% ) 0.97 1.12 1.19 0.73 1.50

(0.07) (0.07) (0.06) (0.04) (0.65)

DEB (5%) 0.98 1.15 1.19 0.73 1.35

(0.06) (0.07) (0.06) (0.04) (0.60)

GREB(1% ) 0.97 1.12 1.19 0.73 1.50

(0.07) (0.07) (0.06) (0.04) (0.65)

GREB(5% ) 0.98 1.15 1.19 0.73 1.35

(0.06) (0.06) (0.06) (0.04) (0.60)

从表中数据可以看出，几种方法对 β3 和 β4 的估计相差不多，这也是因为

片区 R3 和 R4 片区中没有离群值。反之，片区 R1 和 R2 中具有离群观测，比较

几类估计结果可见，GREB 方法和 DEB 方法得到了相同的估计结果，且比另外

两个稳健估计方法更加合理，具有更小的偏差。

为了估计 θi，本文采用 EB 方法、REB 方法、DEB 方法、GREB 方法估计

得出对应目标变量的估计值和结合（4.9）式给估计量的 MSE。其中 DEB 方法

和 GREB 方法中参数选择时使用相对误差比例上限 c = 0.05，利用（4.9）计算

M̂i 时采用的 Bootstrap 样本数 B = 1000。估计的目标值及其 MSE 均在表4.6中

给出。

表4.6给出了各种估计方法下目标变量 yi 的估计值 θ̂i 及其 MSEM̂i，表中 yi

表示目标变量的真实值，ri 表示标准化残差用于度量对应的目标变量是否为离

群观测，若 ri 的绝对值越大，则表明对应的观测值越有可能是离群观测。首先

从表中的估计值比较而言，在大多数的区域中，GREB 方法的估计值更加接近

其真实值 yi，这一点尤其是在 ri 绝对值较大的区域显得更加突出。其次，从表

中 MSE 的估计结果来看，几类方法的 MSE 均比较小，说明估计结果较为稳定，

几类估计方法的 MSE 相差不大。
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表 4.6 目标变量的估计值及其 MSE

区域 片区 yi ri θ̂EBi θ̂DEBi θ̂GREBi θ̂REBi M̂EB
i M̂DEB

i M̂GREB
i M̂REB

i

1 1 1.099 0.640 1.016 1.017 1.017 1.027 0.0136 0.013 0.013 0.010

2 1 1.075 0.724 1.044 1.042 1.042 1.044 0.006 0.006 0.006 0.004

3 1 1.105 0.917 1.063 1.060 1.061 1.059 0.006 0.006 0.006 0.005

4 1 0.628 -2.053 0.775 0.763 0.762 0.907 0.009 0.009 0.009 0.006

5 1 0.753 -1.247 0.855 0.870 0.869 0.915 0.010 0.010 0.010 0.007

6 1 0.981 0.070 0.974 0.983 0.983 0.998 0.012 0.011 0.011 0.009

7 1 1.257 1.219 1.047 1.056 1.056 1.046 0.016 0.015 0.016 0.012

8 2 1.095 -0.004 1.095 1.129 1.129 1.153 0.011 0.010 0.010 0.008

9 2 1.405 1.479 1.205 1.235 1.236 1.231 0.014 0.014 0.014 0.011

10 2 1.356 1.198 1.181 1.209 1.209 1.216 0.015 0.014 0.015 0.011

11 2 0.615 -3.009 0.803 0.729 0.728 1.074 0.008 0.007 0.006 0.006

12 2 1.460 1.541 1.197 1.239 1.239 1.227 0.016 0.016 0.016 0.013

13 2 1.338 1.253 1.196 1.218 1.219 1.223 0.013 0.012 0.012 0.010

14 2 0.854 -1.274 0.991 1.021 1.020 1.106 0.012 0.012 0.012 0.009

15 3 1.176 -0.095 1.187 1.188 1.188 1.188 0.012 0.012 0.011 0.010

16 3 1.111 -0.437 1.159 1.166 1.166 1.170 0.012 0.011 0.011 0.009

17 3 1.257 0.340 1.223 1.217 1.217 1.212 0.011 0.011 0.010 0.008

18 3 1.430 1.109 1.276 1.268 1.268 1.243 0.014 0.013 0.013 0.010

19 3 1.278 0.451 1.232 1.224 1.225 1.218 0.011 0.011 0.010 0.008

20 3 1.292 0.475 1.230 1.222 1.222 1.215 0.013 0.013 0.012 0.010

21 3 1.002 -1.091 1.099 1.108 1.108 1.128 0.010 0.010 0.010 0.008

22 3 1.183 -0.042 1.192 1.193 1.193 1.191 0.017 0.017 0.016 0.016

23 3 1.044 -0.803 1.128 1.138 1.138 1.149 0.011 0.011 0.011 0.007

24 3 1.267 0.343 1.220 1.213 1.213 1.208 0.014 0.013 0.013 0.010

25 3 1.193 -0.009 1.194 1.194 1.194 1.193 0.008 0.008 0.008 0.006

26 4 0.791 0.379 0.759 0.755 0.755 0.750 0.009 0.009 0.009 0.007

27 4 0.795 0.402 0.761 0.756 0.757 0.751 0.009 0.009 0.009 0.007

28 4 0.759 0.118 0.732 0.732 0.732 0.731 0.016 0.016 0.016 0.017

29 4 0.796 0.433 0.766 0.761 0.762 0.756 0.008 0.008 0.008 0.006

30 4 0.565 -1.047 0.619 0.629 0.628 0.646 0.006 0.006 0.006 0.005
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区域 片区 yi ri θ̂EBi θ̂DEBi θ̂GREBi θ̂REBi M̂EB
i M̂DEB

i M̂GREB
i M̂REB

i

31 4 0.886 0.625 0.763 0.760 0.757 0.749 0.015 0.015 0.015 0.013

32 4 0.952 0.945 0.786 0.781 0.781 0.763 0.015 0.014 0.014 0.012

33 4 0.807 0.475 0.768 0.762 0.763 0.756 0.009 0.009 0.009 0.006

34 4 0.582 -1.013 0.614 0.621 0.621 0.634 0.004 0.004 0.004 0.003

35 4 0.684 -0.252 0.701 0.707 0.707 0.709 0.008 0.008 0.008 0.006

36 4 0.787 0.349 0.756 0.752 0.752 0.747 0.010 0.009 0.009 0.007

37 4 0.440 -1.842 0.541 0.538 0.538 0.611 0.007 0.006 0.006 0.005

38 4 0.759 0.186 0.741 0.740 0.740 0.737 0.010 0.010 0.010 0.007

39 4 0.770 0.280 0.752 0.750 0.750 0.746 0.007 0.007 0.007 0.006

40 4 0.800 0.445 0.766 0.761 0.761 0.755 0.009 0.008 0.008 0.006

41 4 0.756 0.206 0.747 0.745 0.745 0.743 0.006 0.006 0.005 0.005

42 4 0.865 0.805 0.797 0.788 0.789 0.776 0.009 0.009 0.009 0.007

43 4 0.640 -0.475 0.684 0.694 0.693 0.699 0.010 0.010 0.009 0.006
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第 5 章 基于密度幂散度的单元水平模型的稳健估计

本章主要研究单元水平模型的稳健小域估计，将密度幂散度应用于单元水

平模型，研究单元水平中小域目标单元的估计问题，给出了参数估计程序，估计

量的表达式，以及估计量的 MSE。并通过模拟数据和实际数据对本研究中提出

的估计方法进行了验证，证明本研究中所提出的方法具有最小的 MSE 和良好的

稳健性。最后本章在前述理论研究的基础上，考虑稳健小域估计量的应用研究。

类似于第3章的内容，本章主要介绍利用最小化密度幂散度（MDPD）方法

对单元水平模型进行稳健估计。提出经验贝叶斯估计量，推导估计量的 MSE，并

给出 MSE 的估计。并通过模拟实验和实际数据检验提出估计量的稳健性，和常

用的几类稳健估计方法进行比较。

5.1 基于密度幂散度的 NER 模型的稳健估计方法

一般地，记一个调查总体为 U , 包含 N 个区域, 记作  k = 1, 2,  · · · ,  N，将

感兴趣的变量记作  y，第 i 个区域上包含 Ni 个单元，则第  i个区域上的第 j 个

目标变量为 yij, i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , Ni。一般情形下，重点关注目标变

量的总和和均值，目标变量 yij 的总和、平均值表示为 Y =
∑m

i=1

∑Ni

j=1 yij, Ȳ =

1
N

∑m
i=1

∑Ni

j=1 yij。然而在实际应用中，这些 yij 并不全部能够获得。一般是从

总体 U 中以抽样概率 p(s) 获得样本 s，其中抽样概率取决于抽样设计。抽样

得到的样本数据为 yij, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · , ni，即抽取的样本数据来自

于 n 个区域，第  i 个区域上抽取了 ni 个单元。假设单元水平上的辅助信息

xij = (xij1, · · · , xijp)T 对于区域 i 上的第 j(j = 1, · · · , Ni) 个总体元素都是可用

的，即每个总体元素都能找到对应的辅助信息变量。那么标准的单元水平模型，

NER 模型可描述为：

yij = xTijβ + vi + eij, j = 1, · · · , Ni, i = 1, · · ·m. (5.1)

其中 β 是未知的 p 维的回归系数向量，假设区域随机效应 vi 是相互独立的且服

从 N (0, σ2
v)，单元误差 eij = kij ẽij，且 kij 是已知的常数，ẽij 独立于 vi 的独立

同分布的随机误差服从分布为 N (0, σ2
e)。

记从第 i 个区域的 Ni 个单元中抽取容量为 ni 的样本为 si，则抽取的样本

数据同样满足单元水平模型5.1。假设对于每个区域上的简单随机抽样或其它抽
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样设计，抽取的样本结合对应的辅助信息 xij 均满足上述模型，将抽样数据对应

的单元水平模型写成矩阵形式，可以表示为：

yi = xiβ + vi1i + ei, i = 1, · · · ,m, (5.2)

其中 xi 是 ni × p 的矩阵, yi 和 ei 是 ni × 1 的向量, 1i 是 ni × 1 的所有元素为 1

的向量。

令 θ =
(
βT , σ2

v , σ
2
e

)T 为模型 (5.1)中未知参数构成的向量。在正态性假定下,

yi | xi 服从正态分布，其条件概率密度函数为

fθ (yi | xi) = (2π)−
ni
2 |Vi|−

1
2 exp

{
−1

2
(yi − xiβ)T V−1

i (yi − xiβ)
}
, (5.3)

其中

Vi = σ2
e diag1≤j≤ni

(
k2ij
)
+ σ2

v1ni
1Tni

.

矩阵 Vi 可逆，且根据 Sherman-Morrison 公式:

(
A + uvT

)−1
= A−1 −A−1uvTA−1/

(
1 + vTA−1u

)
,

并记

aij = k−2
ij , ai· =

ni∑
j=1

aij, ai = (ai1, · · · , aini
)T ,

可得其逆矩阵为

V−1
i =

1

σ2
e

[
diag1≤j≤ni

(aij)−
ρi
ai·

aiaTi
]
, |Vi| = (σ2

e + ai·σ
2
v)σ

2(ni−1)
e

ni∏
j=1

k2ij. (5.4)

其中

ρi = σ2
v/
(
σ2
v + σ2

e/ai·
)

在本章中，将通过使用 MDPD 方法估计模型5.2中的未知参数，并对目标变

量进行稳健估计。

在本节中，基于最小密度幂散度提出了存在离群观测情形下的单元水平模

型的稳健估计方法。首先通过引入最小密度幂函数，给出了单元水平模型参数的

估计方程，并得到了参数稳健估计的渐近分布。考虑到稳健估计量中存在调整

参数，提出了最优参数选择的算法。其次，有限总体中单元和区域均值的经验贝

叶斯线性无偏估计量被给出，还有，提出的小区域稳健估计量的均方误差通过

Bootstrap方法给出。最后通过模拟数据和实际数据验证了提出方法的优越表现。

在模拟部分，模拟了分布被污染时的稳健估计，讨论了三种污染情形下几类稳健
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估计方法的效果。还特别讨论了污染比例变化、以及污染分布的方差变化时几类

估计方法的 MSE 的变化情况。同时模拟结果表明，提出的方法能更好地解决这

种离群情况。实际数据中，用了一个小区域估计中很经典地数据来说明我们提出

方法的有效性，通过比较，提出的方法能够很好地处理离群观测这一特殊情况。

最后，通过模拟数据和实际数据验证了提出的估计量比 Sinha et al. [28] 中的稳健

估计量具有更好的性质。

5.2 DPD 方法在 NER 模型中的应用和模型的参数估计

结合第2章的内容，模型密度 fθ 和真实密度 g 之间的密度幂散度（DPD）定

义为

dγ (fθ, g) =


∫
y

{
f 1+γ
θ (y)−

(
1 + 1

γ

)
fγθ (y)g(y) +

1
γ
g1+γ(y)

}
dy, for γ > 0∫

y
g(y) log

(
g(y)
fθ(y)

)
dy, for γ = 0

其中 γ 是调整参数。上述模型中，G 不必是模型分布族 Fθ 中的一个分布，也

可以进行估计。同时当 γ = 0, DPD 通过近似化 γ → 0+ 得到，这是 DPD 就是

Kullback-Leibler (KL)散度。MDPD方法的一般步骤就是针对参数模型，通过求

DPD 在参数空间 Θ 中关于参数 θ 的最小最小值而得到。当 γ = 0 时, MDPD

就相当于最大似然估计（ML），得到的参数就为最大似然估计量（MLE）。

将 (5.3) 中的条件密度 fθ (yi | Xi) 作为模型密度代入 DPD 的定义中，得到

基于小区域模型的 DPD 度量

dγ (fθ, g) =

∫
x

∫
y

{
f 1+γ
θ (y | x)−

(
1 +

1

γ

)
fγθ (y | x)g(y | x)

+
1

γ
g1+γ(y | x)

}
h(x)dxdy, for γ > 0,

d0 (fθ, g) =

∫
x

∫
y

g(y | x) log
(
g(y | x)
fθ(y | x)

)
h(x)dxdy.

(5.5)

其中 h(x) 是 X 的边缘密度函数，g(y | x) 是在给定 X 的条件下 Y 的真实的条

件密度函数，由于该真实的条件密度是未知的，通常使用经验似然函数去近似该

密度函数，从而得到 γ > 0 的情形下的 DPD 度量为

d̂γ (fθ, g) =
1

m

m∑
i=1

∫
y
f 1+γ
θ (yi | xi) dy−

1 + γ

mγ

m∑
i=1

fγθ (yi | xi) + c(γ). (5.6)

其中公式 (5.6) 的最后一项 c(γ) = 1
mγ

∑m
i=1

∫
y g

1+γ
i (y | xi) dy 与未知参数 θ 是

无关的，因此最小化 (5.6) 中的最后一项可以省略。将 (5.3) 中的密度函数代入
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(5.6) 中，最小化目标函数变为

d̂γ (fθ, g) =
m∑
i=1

(2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2

[
(1 + γ)−

ni
2 − 1 + γ

γ
exp

[
−γ
2
Bi

]]
. (5.7)

其中 Bi = (yi − xiβ)T V−1
i (yi − xiβ)，结合公式 (5.4) 可得

Bi =
1

σ2
e

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)2 −
ρi
σ2
eai·

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)
}2

通过求 d̂γ (fθ, g)关于 θ ∈ Θ的最小值，可得 θ 的 MDPD估计量 (MDPDE)。显

然，若第 i 个观测值为离群值，那么条件密度 fθ (yi | xi) 的值比其它观测点的值

要小。如此一来，当 γ > 0 时式 (5.6) 中的第二项就会很小，从而 MDPDE 对离

群观测值比较稳健，受离群值影响减小。γ 作为调整参数，控制 MDPDE的有效

性和稳健性之间的平衡。γ 增加时，稳健性增加，有效性降低，反之，稳健性降

低而有效性增加。另外，当 γ 等于 0 时，密度幂散度退化成 KL 散度，MDPDE

退化成了 MLE，此时对于异常观测，当 fθ (yi | xi) 趋于 0 时 KL 散度是发散的，

同时 MLE 方法也就失效了。因此，MLE 在异常值存在时失效，因为异常值在

损失函数占主导地位。

为了求解模型参数，对方程 (5.7) 中的 d̂γ(fθ, g) 关于 θ 求偏导数，得到如下

的参数估计方程：
m∑
i=1

(2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2 exp(−γ

2
Bi)

ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)xTij

=
m∑
i=1

(2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2 exp(−γ

2
Bi)ρi �xTi

ni∑
j=1

aij(yij − xijβ),

(5.8)
m∑
i=1

(2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2
−1
(
γ(1 + γ)−

ni+2

2 − exp(−γ
2
Bi)
)
ai·σ

2(ni−1)
e

ni∏
j=1

k2ij

= −
m∑
i=1

(2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2 exp(−γ

2
Bi)

1

(ai·σ2
v + σ2

e)
2

(
ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)
)2

,

(5.9)
m∑
i=1

(2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2
−1
(
γ(1 + γ)−

ni+2

2 − exp(−γ
2
Bi)
) (
niσ

2(ni−1)
e + (ni − 1)ai·σ

2
vσ

2(ni−2)
e

) ni∏
j=1

k2ij

=
m∑
i=1

(2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2 exp(−γ

2
Bi)

{
− 1

σ4
e

ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)2

+
2σ2

eσ
2
v + ai·σ

4
v

(ai·σ2
v + σ2

e)
2σ4

e

(
ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)
)2
 . (5.10)
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上述估计方程给出了模型未知参数满足的关系式，本研究利用迭代 N-R 算法，

求出上述估计方程的解，得到参数的估计。在使用迭代算法的过程中，同样可以

将 ML 估计作为初始值，进行迭代运算。

5.3 模型参数的渐近分布

在本节中，我们讨论模型参数稳健估计的渐近分布，其中观测数据的真实

分布 G(y | x) 不必在模型的假设分布族中。定义得分函数为 uθ(yi | xi) =

∂
∂θ

log fθ(yi | xi)，则其可以表示成

uθ (yi | xi) =
(

uTβ (yi | xi) ,uTσ2
v
(yi | xi) ,uTσ2

e
(yi | xi)

)T
. (5.11)

根据得分函数的定义和5.3，可得

uβ (yi | xi) =
∂

∂β
log fθ (yi | xi) =

1

σ2
e

ni∑
j=1

aijxij (yij − xijβ)−
ai·σ

2
vx̄i

σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ) ,

uσ2
v
(yi | xi) =

∂

∂σ2
v

log fθ (yi | xi) = −
ai·

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
+

1

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2

,

uσ2
e
(yi | xi) =

∂

∂σ2
e

log fθ (yi | xi) = −
niσ

2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v

2σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)

+
1

2σ4
e

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)2 −
σ2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yit − xitβ)

}2

.

(5.12)

为了便于书写和表述，对于 i = 1, 2, · · · , N , 定义

J(i) =

∫
y

uθ (y | xi)uTθ (y | xi) f 1+γ
θ (y | xi) dy

+

∫
y

{
Iθ (y | xi)− γuθ (y | xi)uTθ (y | xi)

}
{g (y | xi)− fθ (y | xi)} fγθ (y | xi) dy,

K(i) =

∫
y

uθ (y | xi)uTθ (y | xi) f 2γ
θ (y | xi) g (y | xi) dy− ξ(i)ξ(i)T ,

Iθ (y | xi) = −
∂

∂θ
uθ (y | xi) , ξ(i) =

∫
y
uθ (y | xi) fγθ (y | xi) g (y | xi) dy.

进一步定义 J = limm→∞
1
m

∑m
i=1 J(i),K = limm→∞

1
m

∑m
i=1 K(i)。对于 MDPDE

的渐近分布，需要如下的假设条件：

1. 真实的密度函数 g(y | x) 在实数集 R 上有支撑;

2. 存在开集 ω ∈ Θ0 包含最优拟合函数 θ，使得 J 对任意的 θ ∈ ω 都是正定

的;
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3. 存在函数 Mjkl(x, y) 使得
∣∣∂3 exp

[
(y− xβ)TV −1

i (y− xβ)
]
/∂θj∂θk∂θl

∣∣ ≤
Mjkl(x, y) 对所有的 θ ∈ ω, 其中

∫
x

∫
y
|Mjkl(x, y)| g(y | x)h(x)dydx <∞ 对

所有的 j, k 和 l 成立。

在上述条件下，模型参数满足如下的渐近分布。

定理 5.1 在正则条件 (1)-(3) 下，当 m→∞ 时，以概率 1 存在 θ̂，使得

1. θ̂ 一致收敛于 θ;

2. θ̂ 的渐近分布为

√
m(θ̂ − θ) ∼ Np+2

(
0,J−1KJ−1

)
.

定理的详细证明可参见附录中的证明5.

若真实的分布 g(y | x) 属于模型分布族 fθ(y | x) 对 θ ∈ Θ 成立，那么

J(i) =

∫
y

uθ (y | xi)uTθ (y | xi) f 1+γ
θ (y | xi) dy,

K(i) =

∫
y

uθ (y | xi)uTθ (y | xi) f 2γ+1
θ (y | xi) dy− ξ(i)ξ(i)T ,

ξ(i) =

∫
y
uθ (y | xi) fγ+1

θ (y | xi) dy.

(5.13)

结合式 (5.12) 和 (5.13)，可推导出 J(i) 中的元素，详细计算及结果可参见附录。

对称矩阵 J(i) 可分解为

J(i) =


J(i)
β J(i)

β,σ2
v

J(i)

β,σ2
e

· J(i)

σ2
v

J(i)

σ2
v ,σ

2
e

· · J(i)

σ2
e


结合方程 (5.12) 和 (5.13), J(i) 中的元素可以通过积分、求期望等方式得到。这

些详细的推导过程均在附录中给出。同样，在附录中给出了 ξ(i) 的分量的推导公

式。且 ξ(i) 可分解为 ξ(i) =
(
ξ
(i)T
β , ξ

(i)

σ2
v
, ξ

(i)

σ2
e

)T
。

将矩阵 J(i) 看成是 γ 的函数，即记作 J(i) ≡ J(i)(γ), 根据 K(i) 和 J(i) 的表达

式 (5.13)，可得

K(i) = J(i)(2γ)− ξ(i)ξ(i)T .

因此, K 可以写成如下形式

K = lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

J(i)(2γ)− ξ(i)ξ(i)T .
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通过上述协方差矩阵的计算可知，γ 增大时参数方差增大，这说明 MDPDE

的效率随 γ 增大而减小。这一点进一步验证了优化参数 γ 用于控制 MDPDE 的

效率和鲁棒性之间的权衡，当 γ 增加时稳健性增强效率降低, 后面的模拟实验表

明这种效率的损失并不大。

5.4 有限总体的稳健 EB 估计量

本节讨论有限总体的目标变量函数的 EB 估计量。假设有限总体 P 包含 N

个单元，一个来自 P 的容量为 n 的样本 s . 用 yP 记作目标变量在总体中的单

元值构成向量，假设它是随机的，具有给定的联合概率分布。用 ys 记作由抽样

单元构成的 yP 的子向量，yr 为未抽样单元构成的子向量，而且不失一般性地假

设 yP 的前 n 个单元为样本元素，即 yP = (yTs ,yTr )T .

在 NER 模型中，假设观测的第 i 个区域第 j 个单元的目标变量 yij 服

从 (5.1) 中的 NER 模型。同时假设 yi 在辅助信息 Xi 之下服从正态分布，即

yi ∼ N(Xiβ,Vi)。若将 (5.2) 划分为抽样部分和未抽样部分，则 NER 模型可写

成：

yi =

 yis
yir

 =

 Xis

Xir

β + vi

 1is
1ir

+

 eis
eir


其中下标带 r 的表示未抽样的单元构成的向量，其协方差矩阵同样可以分解为：

Vi =

 Vis Visr

Virs Vir


其中

Vis = Ris + σ2
v1ni

1Tni
= diag1≤j≤ni

(
k2ij
)
σ2
e + σ2

v1ni
1Tni

,

Vir = Rir + σ2
v1Ni−ni

1TNi−ni
= diagni<j<Ni

(
k2ij
)
σ2
e + σ2

v1Ni−ni
1TNi−ni

,

Visr = σ2
v1ni

1TNi−ni
, Virs = σ2

v1Ni−ni
1Tni

未抽样单元构成的向量 yir 服从服从的边缘模型可从总体模型 (5.1) 中推导

得到，即

yir = Xirβ + 1Ni−ni
vi + eir, i = 1, · · · ,m. (5.14)

向量 eir 是相互独立的且 eir ∼ N (0Ni−ni
, σ2

eWir), 其中 Wir = diagni<j<Ni

(
k2ij
)
。

因此向量 yir 是相互独立服从正态分布

yir ∼ N (µir,Vir) ,
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其中 µir = Xirβ.

在给定样本数据 yis 的条件下，未抽样单元向量 yir 的分布为

yir |ys ∼ yir|yis ∼ N
(
µir|s,Vir|s

)
. (5.15)

其条件均值为

µir|s = µir + VirsV
−1
is (yis − µis) = Xirβ + σ2

v1Ni−ni
1′
ni
V −1
is (yis −Xisβ) ,

条件协方差矩阵为

Vir|s = Vir − VirsV
−1
is Visr = σ2

v1Ni−ni
1TNi−ni

+ σ2
eWir

− σ2
v1Ni−ni

1Tni

1

σ2
e

(
W−1

ir −
σ2
v

σ2
e + air·σ2

v

aira
T
ir

)
σ2
v1ni

1NT
i −ni

= σ2
v1Ni−ni

1TNi−ni
+ σ2

eRir −
σ4
v

σ2
e

(
air·1Ni−ni

1TNi−ni
− σ2

v

σ2
e + air·

a2ir·1Ni−ni
1TNi−ni

)
= σ2

v

(
1− σ2

v

σ2
e

air· (1− ρir)
)

1Ni−ni
1′
Ni−ni

+ σ2
eRir

= σ2
v (1− ρir)1Ni−ni

1′
Ni−ni

+ σ2
eRir,

其中 air = (aini+1, · · · , aiNi
)T , air· =

∑Ni

j=ni+1 aij, ρir =
air·σ2

v

σ2
e+air·σ

2
v
.

若 ni ̸= 0，则对 j ∈ Ui − si 时的条件均值为

µij|s = xijβ +
σ2
v

σ2
e

1Tni

(
W−1

is −
σ2
v

σ2
e + ais·σ2

v

aisa
T
is

)
(yis −Xisβ)

= xijβ +
σ2
v

σ2
e

(
1− ais·σ

2
v

σ2
e + ais·σ2

v

)
aTis (yis −Xisβ)

= xijβ + ρis
(
Ȳ w
is − X̄w

isβ
)

其中 Ȳ w
is = a−1

is·a
T
isyis = a−1

is·
∑ni

j=1 aijyij 和 X̄w
i = a−1

is·a
T
isXis = a−1

is·
∑ni

j=1 aijxij 。

对任意 j ∈ Ui− si，有

µij|s =

 xijβ + ρis
(
Ȳ w
is − X̄w

isβ
)

ni ̸= 0,

xijβ ni = 0,
ρis =

ais·σ
2
v

ais·σ2
v + σ2

e

对任意的 j ∈ Ui − si，条件方差为

vij|s =

σ
2
v (1− ρis) + k2ijσ

2
e ni ̸= 0

σ2
v + k2ijσ

2
e nd = 0

一般情况下，抽样调查的目标是利用现有的样本数据 ys 来估计关于总体向

量 yp 的实值可测函数 τ = h(yp) 的值。因此，在给定 ys 的条件下未抽样单元
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yr 的条件分布在计算总体目标的函数 τ = h(y) 的最佳估计 (BP) 时是至关重要

的。假设模型参数 θ =
(
βT , σ2

v , σ
2
e

)T 是已知的，在单元水平模型下，BP 估计

量 τ̂ = ĥ (ys) 是最小化 MSE 时关于 τ 的无偏估计量，即 τ̂ bp = Eyr [τ | ys]. 因

此，可以利用公式（5.12）得出 τ 的 EB 估计量 τ̂ = ĥ
(
yP
)
= h(ys, ŷr), 其中，

ŷr = µir|s + v̂ir|s, v̂ir|s ∼ N(0,Vir|s)。

在实际应用中，模型参数 θ =
(
βT , σ2

v , σ
2
e

)T 被其一致性估计量 θ̂ =
(
β̂T , σ̂2

v , σ̂
2
e

)T
所替代，同时变量 ŷr 可由分布 (5.15) 生成。则 τi 的经验贝叶斯估计 (EBP) 为:

τ̂ ebpi =
1

Ni

{∑
j∈si

h (yij) +
∑
j∈ri

Eyr

[
h (yij) | ys; θ̂

]}
. (5.16)

一般来说，函数 h 可能是不可解析表示的，或者当 ni 较小时，上式的期望

的计算可能会涉及多重积分, 因此上式直接求期望得到表达式通常是不现实的。

通常使用蒙特卡洛 ( Monte Carlo) 方法来计算 τi 的 EBP 值。对于未抽样的样

本 yij, j ∈ ri, 生成 A 个 τ
(
i a) = µ̂ij|s + v̂ij|s, a ∈ 1, · · · , A, 其中 µ̂ij|s 和 v̂ij|s 由式

（10）中的分布生成。则 τi 的 EBP 的蒙特卡洛近似估计为:

τ̂ ebpi ≈ 1

A

A∑
a=1

τ
(a)
i , τ

(a)
i =

1

Ni

{∑
j∈si

h (yij) +
∑
j∈ri

h
(
y
(a)
ij

)}
. (5.17)

5.5 区域均值的 EB 估计量

本节中给出区域均值 Ȳi 的稳健经验贝叶斯估计量（REBP），其中 Ȳi =

1
Ni

∑Ni

j=1 yij。令 β̂, σ̂2
v 和 σ̂2

e 是模型参数 β, σ2
v 和 σ2

e 的一致估计。在条件分布

(5.15) 下，目标变量的估计值为

ŷebpis = yis, ŷebpir = µ̂ir|s = Xirβ̂ + σ̂2
v1Ni−ni

1′
ni
V̂ −1
is

(
yis −Xisβ̂

)
. (5.18)

或等价地写成

ŷebpij =

yij if j ∈ si.

xijβ̂ + ρis
(
Ȳ w
is − X̄w

isβ
)

if j ∈ ri = Ui − si.

区域均值 Ȳd 的 EBP 为

ˆ̄Y ebp
i =

1

Ni

Ni∑
j=1

ŷebpij =
1

Ni

∑
j∈si

yij +
1

Ni

∑
j∈ri

{
xijβ̂ + v̂i

}
= fi

ˆ̄Yi +
1

Ni

∑
j∈Ui

{
xijβ̂ + v̂i

}
− fi

1

ni

∑
j∈si

{
xijβ̂ + v̂i

}
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= (1− fi)
[
X iβ̂ + v̂i

]
+ fi

[
ˆ̄Yi +

(
X i − X̂ i

)
β̂
]

(5.19)

其中 fi =
ni

Ni
为区域上样本抽样比例， ˆ̄Yi =

1
ni

∑
j∈si yij, X̂ i =

1
ni

∑
j∈si xij，和

X i =
1
Ni

∑
j∈Ui

xij。

5.6 调整参数的选取

从上述的结果中不难发现，利用 DPD 方法迭代得到的参数 θ 的估计表达

式中，含有未知的调整参数 γ. 而 γ 的选取决定着稳健性和有效性的平衡，当 γ

的取值越接近于 1，则估计得到的参数具有更强的稳健性，反之，稳健性越弱，

有效性越强。因此选取适当的调整参数 γ，是稳健估计中很关键的因素。目前关

于调整参数选取的方法主要有两个方面，一个是根据有效性和稳健性的占比关

系，研究者根据自己的需求确定两者之间的占比，再在此基础上，选取最优的调

整参数。例如 Sugasawa et al. [144] 在利用 DPD 方法进行区域水平的估计时，利

用该方法选取调整参数。另一种方法是基于数据驱动的参数选择方法，Warwick

et al. [92] 通过最小化估计参数的 MSE 得到最优的调整参数，但是该方法依赖于

初始值的选取，不同的参数初始值可能会产生不同的调整参数。Basak et al. [93]

在 [92]的基础上，提出了不依赖于初始值的调整参数选择方法，在本研究中，我

们将采用 Basak et al. [93] 中提到的参数选取方法，选择最优的调整参数，用于构

建稳健小区域估计量。

对于未知参数 θ 的真实值 θ∗，最优的调整参数 γ 通过最小化 MDPD 估计

量的 MSE 来获得，即

E

{(
θ̂γ − θ∗

)T (
θ̂γ − θ∗

)}
= N−1 tr

{
J−1
γ (θγ)Kγ (θγ) J

−1
γ (θγ)

}
+(θγ − θ∗)T (θγ − θ∗) ,

(5.20)

由公式 (5.20) 易知，公式中含有未知参数 θ∗，此时关于最优调整参数 γ 的

选取通常有两种方法. 一种方法是认为估计 θ̂γ 就是参数 θ 的真实值，即只需要

求上式第一项的最小值即可得到最优的调整参数。这种方法易于操作，但是由于

θ̂γ 是渐近趋向于 θ 的，因此直接替换会产生较大的误差。另一种方法是给定一

个 θ∗ 的初始值 θp, 再最小化5.20求解最优的参数，Warwick et al. [92] 就是利用这

种方法, 并给出了 Wick-Jones(WJ) 算法。然而，WJ 算法严重依赖于初始 θp 的

选取，初始参数的选择直接决定了最优参数的选取。为了克服上述两个选取方法

的不足，Basak et al. [93] 提出了迭代 WJ 算法 (IWJ), 用来计算最优的调整参数，

本研究中，同样利用这种方法选取最优调整参数。具体的算法步骤如下
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Warwick et al. [92] 利用一步 WJ 算法，给出了最优调整参数的选择。具体的

算法如下：

算法 3 IWJ 算法
输入: 设置初始值 γ, θ(0) = (β(0), σ

2(0)
e , σ

2(0)
v )

重复:

1: 利用式 (5.20) 中的 WJ 算法在区间 Iγ 通过如下关系更新 γ ，

γ(i+1) = minγ∈IγE

{(
θ̂γ − θ∗(i)

)T (
θ̂γ − θ∗(i)

)}
.

2: 固定 γ(i+1), 将其代入 MDPD 迭代步骤，得到参数 θ̂ 的估计，并进行更新

θ∗(i+1) ← MDPD(θ∗(i+1)).

3: 重复步骤 1,2, 直至 |γ(i+1) − γ(i)| < ϵ 或 |θ∗(i+1) − θ∗(i)| < ϵ∗，其中 ϵ 和 ϵ∗ 表

示参数估计中的要求精度。

输出: θ(m+1)

5.7 稳健估计量的 MSE

估计单元水平模型的均方预测误差通常是比较困难的，导致这一困难的可能

原因有二：其一，单元水平模型中误差项和未抽中样本单元所服从的真实分布并

不知道，从而无法获取密度函数进行 MSPE的计算，其二，有时即便知道未抽样

单元的分布，由于单元水平模型涉及的是单元层级的数据，在计算其期望的过程

中会出现多重积分，这对 MSPE 的计算造成了极大的挑战。在本研究中，我们

利用 Sinha et al. [28], Hall et al. [103] 中提到的参数 Bootstrap 方法来估计 MSPE。

具体的估计步骤如下：

1. 利用 MDPD 方法（5.8,5.9,5.10）得到参数 β̂, σ̂2
v 和 σ̂2

e 的稳健估计；

2. 根据 v∗i
iid∼ N (0, σ̂2

v) , i = 1, · · · ,m 生成 Bootstrap 区域随机效应；生成

独立于 v∗1, · · · , v∗m 且服从分布 e∗ij
ind∼ N

(
0, σ̂2

ek
2
ij

)
, j = 1, · · · , Ni, i =

1, · · · ,m. 的单元随机误差 e∗ij。

3. 根据模型 (5.1) 生成 Bootstrap 总体目标变量

y∗ij = x′
ijβ̂ + v∗i + e∗ij, j = 1, · · · , Ni, i = 1, · · · ,m.

4. 令 yP∗
i =

(
y∗i1, · · · , y∗iNi

)T 记作区域 i上的 Bootstrap目标变量。计算 Boot-

strap 总体目标变量的函数 τ ∗i = h
(
yP∗
i

)
, i = 1, · · · ,m.
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5. 利用 Bootstrap 数据
{(
y∗ij,xij

)
; j = 1, · · · , Ni, i = 1, · · · ,m

}
拟合 NER 模

型，并根据MDPD方法得到 Bootstrap拟合模型的参数估计量记为 σ̂2∗
v , σ̂

2∗
e ,

和 β̂∗.

6. 利用 (5.17) 得到 Bootstrap EB 估计量 τi 并记为 τ̂EB∗
i , i = 1, · · · ,m.

7. 重复步骤 (2)-(7) B 次。令 τ ∗i (b) 为真实的值，τ̂EB∗
i (b) 为第 bb = 1, · · · , B

次重复中利用 Bootstrap 样本得到的 EB 估计量。

8. τ̂EB
i 的 Bootstrap MSE 的估计量通过下式给出

mseB
(
τ̂EB
i

)
= B−1

B∑
b=1

[
τ̂EB∗
i (b)− τ ∗i (b)

]2
.

5.8 应用举例

在本节中，将通过模拟数据和实际数据的单元水平模型对 MDPD 方法进行

检验，验证上述估计形式和估计 MSE。和现有的经验最佳线性无偏估计量以及

Sinha et al. [28] 中的稳健估计方法进行比较，进一步检验本研究提出的估计方法

的稳健效果。接下来详细阐述数值模拟和实际数据的应用研究。

5.8.0.1 数值模拟

本研究中，为了便于比较，做和 Sinha et al. [28] 相同的模拟实验，即具有单

个辅助变量 x 的单元水平模型：

yij = β0 + β1xij + vi + eij, i = 1, · · · , k, j = 1, · · · , n

其中区域数 k = 40，每个区域上的抽样数 n = 4，辅助变量 xij ∼ N(1, 1)，同

时假设区域随机效应 vi 和随机误差 eij 均来源于污染分布 (1− η)N (0, σ2) +

ηN (0, σ2
1)。意味着有 (1− η) 比例的误差项是来源于潜在的真实分布 N (0, σ2)

和剩余 η 比例的误差是来源于不同于真实分布的污染分布 N (0, σ2
1)。当 η = 0

时表明误差分布没有被污染。对于真实的分布，假设 σ2
e = σ2

v = 1 并假设污染分

布中 σ2
e1 = σ2

v1 = 25 ，污染比例为 η1 = η2 = 0.10。本研究考虑四种可能的污染

情形 {(0, 0), (0, v), (0, e), (v, e)}，其中 (0, 0)表示模型没有被污染，其误差分布均

为假设的正态分布；(0, v) 表示仅在区域随机效应 vi 中存在污染，模型随机误差

未被污染；其它情形如此类推。
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在模拟实验中，假定 (β0, β1) = (1, 1)，本研究中对上述四种情形的估计均进

行 500次模拟，并用 Bootstrap方法计算平均 MSE的估计值，在进行 Bootstrap

模拟时，分别设置 Bootstrap 样本数量为 100, 200, 和 500 来研究其估计量之

间的 MSE 的波动情况。实验中，重点比较传统的极大似然方法 (ML)、Sinha

et al. [28] 中提到的稳健估计方法 (RML)、以及本研究提出的取不同调整参数

(γ = 0.1, 0.2, 0.3) 时的稳健最小化密度幂散度的方法 (RMD)。首先比较四种污

染情形下的模型参数的估计。

表 5.1 模型参数估计的偏差及其 MSE(a)

参数 ML RML RMD1 RMD2 RMD3 RMD.Opt.

无污染 K=2 γ=0.1 γ=0.2 γ=0.3 γ̄=0.186

β0 = 1 0.0012 -0.0014 0.0022 0.0033 0.0045 0.0022

0.0320 0.0325 0.0328 0.0350 0.0384 0.0345

β1 = 1 -0.0008 -0.0035 -0.0004 -0.0001 0.0005 -0.0002

0.0076 0.0079 0.0080 0.0086 0.0095 0.0085

σ2
v = 1 -0.0206 -0.0223 -0.0196 -0.0239 -0.0313 -0.0266

0.0757 0.0790 0.0781 0.0853 0.0965 0.0760

σ2
e = 1 -0.0012 -0.0008 -0.0027 -0.0020 -0.0002 -0.0002

0.0160 0.0170 0.0168 0.0184 0.0204 0.0181

v 被污染 γ̄=0.262

β0 = 1 0.0360 0.0284 0.0207 0.0115 0.0088 0.0095

0.0927 0.0739 0.0502 0.0418 0.0423 0.0414

β1 = 1 0.0040 -0.0003 0.0025 0.0013 0.0006 0.0008

0.0092 0.0094 0.0092 0.0100 0.0110 0.0105

σ2
v = 1 2.2996 1.6601 0.9475 0.4110 0.2555 0.2924

8.4199 4.2792 1.4907 0.4066 0.2645 0.2479

σ2
e = 1 -0.0036 -0.0091 -0.0010 0.0037 0.0083 0.0049

0.0175 0.0191 0.0185 0.0211 0.0243 0.0224

表5.1、5.2 中展示了几种稳健估计方法在不同污染情形下的参数估计的偏差

和均方误差，其中每个参数对应的第一行表示估计的偏差，第二行表示相应的均

方误差。
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表 5.2 模型参数估计的偏差及其 MSE(b)

参数 ML RML RMD1 RMD2 RMD3 RMD.Opt.

e 被污染 γ̄=0.239

β0 = 1 -0.0095 -0.0134 -0.0078 -0.0089 -0.0096 -0.0090

0.0429 0.0325 0.0350 0.0368 0.0402 0.0371

β1 = 1 0.0061 -0.0031 -0.0069 0.0060 0.0059 0.0058

0.0280 0.0123 0.0139 0.0117 0.0118 0.0115

σ2
v = 1 -0.0665 -0.1722 -0.0389 -0.0221 -0.0032 -0.0072

0.1764 0.1099 0.1078 0.1069 0.1176 0.1041

σ2
e = 1 2.4014 0.6680 0.9386 0.4676 0.3373 0.4496

6.6502 0.5050 1.0269 0.2909 0.1722 0.2642

(v, e) 被污染 γ̄=0.197

β0 = 1 0.0004 -0.0116 0.0009 0.0003 0.00001 0.0007

0.1044 0.0768 0.0545 0.0475 0.0485 0.0502

β1 = 1 -0.0012 -0.0101 -0.0006 0.0009 -0.0018 0.0004

0.0282 0.0148 0.0146 0.0120 0.0120 0.0138

σ2
v = 1 2.2479 1.5532 1.0189 0.4796 0.3481 0.6205

8.5019 4.6170 1.7546 0.6007 0.4387 0.7466

σ2
e = 1 2.4730 0.8036 1.0355 0.5038 0.3631 0.7501

6.9244 0.7273 1.2498 0.3370 0.1963 0.9414

1 ML, 最大似然估计方法; RML, Sinha et al. [28] 中的稳健 ML 方法; RMD1, RMD2,

RMD3, 稳健最小密度幂散度方法，分别表示对应的调整参数选取 γ = 0.1, 0.2, 0.3;

RMD.Opt, 通过参数选择算法选取最优调整参数时的 RMD 方法。

从表5.1、5.2中能明显得出如下得结论：在无污染情形中，ML 方法在参数

估计中表现最好，但是 RML, 以及具有较小调整参数的 RMD 方法和 ML 估计

结果非常相近. 这说明在这种情形下具有较小调整参数的 RMD 方法、RML 与

ML 方法是几乎一样有效的，其偏差和 MSE 相差都不多. 而具有较大调整参数

的 RMD 方法表现不好, 表明调整参数的选取至关重要，而最优调整参数可根据

本研究提供的算法得到。当随机效应 v 存在污染的情形下，ML 方法估计得到的

方差 σ 具有大的偏差和 MSE，而 RML方法的估计中变得较小。而本研究提出的
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表 5.3 小域均值的估计偏差和 MSE

情形 ML RML RMD1 RMD2 RMD3 RMD.Opt.

K=2 γ=0.1 γ=0.2 γ=0.3 γ̄=0.186

(0, 0) 0.0061 0.0063 0.0059 0.0057 0.0054 0.0059

0.3010 0.3052 0.3058 0.3076 0.3110 0.3061

(v, 0) 0.0023 0.0053 0.0043 0.0073 0.0085 0.0076

0.4144 0.3216 0.3088 0.3546 0.3811 0.3610

(0, e) 0.0069 0.0078 0.0076 0.0076 0.0074 0.0075

0.6990 0.5086 0.4767 0.4081 0.3899 0.4000

(v, e) 0.0034 0.0077 0.0035 0.0035 0.0041 0.0042

1.3460 0.4820 0.4575 0.4871 0.4895 0.4618

RMD 方法明显优于 RML 方法，对所有参数的估计均有较小的偏差和 MSE，根

据表中模拟数据，当调整参数 γ = 0.026 时，每个参数的估计效果都比较好。同

样地，当模型误差中存在污染时，ML方法估计得到的 σ2
e 具有大的偏差和 MSE，

RML方法对离群值的影响控制较好，每个参数的估计偏差和 MSE都比较小。提

出的 RMD 方法中，当 γ = 0.1 时，结果中模型方差的估计有所减少，但不及

RML方法好，然而当 γ >= 0.2时，RMD方法的表现优于 RML的估计结果。在

区域效应和模型误差均存在污染时，ML 方法对方差部分的估计受离群值观测影

响严重以致于产生的很大的偏差和 MSE，RML 方法减小了离群值带来的影响，

但表现并非最好，而提出的 RMD 方法显著好于 RML 方法，只需要选取合适的

调整参数即可。

接下来，同样利用上述模拟中用到的数据集，我们考虑小区域均值的估计。

我们取已知的辅助变量在第 i个区域上的均值为 X̄i = 1, i = 1, 2, · · · ,m。表5.3展

示了几种方法得到的区域均值估计的偏差和 MSE 在区域上的平均值。在未污染

数据的情况下，使用 ML 方法得到的 EBLUP 似乎是最有效的，正如预期的那

样。利用 RML 方法得到的 REBLUP 估计量、以及本研究提到的 RMD 方法得

到的估计量也被认为几乎和 EBLUP 一样有效。在其他三种有污染的情形下，通

过表中数据可以得到和上述模拟中一致的结论，ML 方法得到的小区域均值具

有大的偏差和 MSPE，RML 方法得到的小区域均值表现稍好，本研究中提到的

RMD 方法表现严格优于 RML 方法。
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在未污染数据的情况下，使用 ML方法获得的 EBLUP似乎是最有效的，正

如预期的那样。使用 RML 方法的 REBLUP 和提出的稳健 MDPDE(RMDPDE)

也被认为几乎与 EBLUP 一样有效。在其他三种有异常值的情况下，可以通过

表5.3中的数据得到与上述模拟一致的结论，用 ML 方法得到的小面积均值有较

大的偏差和 MSPE，用 RML 方法得到的小面积均值性能略好，提出的 RMD 方

法性能严格优于 RML 方法。

为了检验现有几种稳健方法对污染比例和污染分布方差的大小的表现，进

一步模拟验证估计参数的 MSE 随污染比例、污染分布方差变化情况。同上述模

拟步骤一样，考虑区域随机误差的分布被污染，单元随机误差的分布被污染以及

单元随机误差和区域随机误差的分布均被污染三种情形下的估计效果。在模拟

污染数据时，利用5.8.0.1中的模型生成数据，然后用上述提到的方法进行参数估

计。重复模拟 500 次，考虑其 MSE 的平均值，绘制变化曲线图。

第一种情况，考虑随污染比例增加时估计的参数的 MSE 的表现。污染分布

的方差被固定为 25，考虑污染比例在 0 —0.5 之间以 0.02 为步长变化时，三种

污染情形下估计参数的 MSE 的变化情况。另一种情形，考虑污染分布的方差增

加时模型参数的 MSE 的表现。在污染分布中，污染比例被确定为 0.1，考虑污

染分布的方差在 5 —100 以 5 为步长增加时，三种污染情形下估计参数的 MSE

的变化情况。
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图 5.1 模型系数的 MSE 随 eij 的污染比例变化图

图 5.2 随机误差方差 MSE 随 eij 的污染比例变化图
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从上述图形可以发现，当随机效应的污染比例从 0 至 0.5 增加时，小域模型

中的四个参数的 MSE 均随污染比例的增加而增加。四个参数的 MSE 中，除了

σ2
e 之外，其他的三个参数的 MSE 的变化均不太大，与我们的预期一样，σ2

e 容

易受 eij 的污染概率的影响，且估计的 MSE 比较大。在几种方法之间的相互比

较中，ML 的表现最差，当调整参数 γ 的取值较小时（0-0.2）时，MDPD 方法

和 RML 方法表现差不多，有些情形下 MDPD 方法表现更好，但当 γ 取值较大

时，RML 方法要优于 MDPD 方法。

图 5.3 模型系数的 MSE 随 vi 的污染比例变化图

结合图5.3,5.4不难发现：当区域随机效应 vi 被污染时，参数 β0, σ
2
v 的 MSE

的估计随污染比例的增加而增大，而参数 β1, σ
2
e 的 MSE 的估计与污染比例的大

小无关，且 MSE 较小。比较几种方法对四个参数 MSE 估计的表现，β1, σ2
e 的

MSE 均比较小，几种方法的差异不大，而对参数 β0, σ
2
v 的 MSE 的估计中，ML

方法表现最为糟糕，RML 方法的表现稍好于 ML，几个 MDPD 方法的估计效果

显著优于上述两个方法。进一步说明本研究给出的 MDPD 方法是有效的。
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图 5.4 随机误差方差 MSE 随 vi 的污染比例变化图

图 5.5 模型系数的 MSE 随 vi 和 eij 的污染比例变化图
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图 5.6 随机误差方差 MSE 随 vi 和 eij 的污染比例变化图

当随机误差 eij 和区域随机误差 vi 均存在污染时，估计参数的 MSE 随污染

比例的变化被展示在了图5.5、5.6中。从图中可以看出，当污染概率增大时，参

数的 MSE 也随之增大。几种估计方法比较而言，本研究提出的 MDPD 方法显

然会优于 RML 和 ML 方法，当然 ML 方法表现最为糟糕。

当模型随机误差 eij 受污染, 并且污染分布的方差增大时, 四个参数的 MSE

的估计情况被呈现在图形5.7,5.8中。从图中可以看到, 当污染分布的方差增大时,

只有 ML 方法得到的参数的 MSE 呈显著的增大趋势, 而其他稳健估计方法得到

的参数的 MSE 变化并不显著, 说明在这种情形下稳健估计方法一致有效。几类

稳健方法比较而言,提出的 MDPD方法会优于 RML方法,尤其在 σ2
e 的 MSE的

估计中更加明显。
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图 5.7 模型系数的 MSE 随 eij 的污染比例变化图

图 5.8 随机误差方差 MSE 随 eij 的污染比例变化图
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图 5.9 模型系数的 MSE 随 vi 的污染方差变化图

图 5.10 随机误差方差 MSE 随 vi 的污染方差变化图
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当区域随机误差被污染，且污染分布的方差在 0 —100 变化时，估计参数的

MSE 的变化情况被展示在图形5.9和5.10中。结合图形可知，参数 β1, σ
2
e 的 MSE

与污染分布方差的大小无关。参数 β0, σ
2
v 的 MSE 的估计中，ML 方法受污染分

布方差影响较为严重，RML 方法的表现有所改进，但不如 MDPD 方法表现好。

图 5.11 模型系数的 MSE 随 vi 和 eij 的污染方差变化图
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图 5.12 随机误差方差 MSE 随 vi 和 eij 的污染方差变化图

当区域随机误差和模型随机误差项均存在污染，且污染比例为 0.1，污染分

布的方差在 0 —100 变化时，四个参数的 MSE 的估计被反映在图5.11和5.12中。

由图可知，ML方法表现最差，RML方法的估计效果虽有所改善，但对参数 β0, σ
2
v

的估计效果不好，综合来看，MDPD 方法对几个参数的估计均具有较好的稳健

性。

结合上述图形和分组情形下的参数估计的 MSE 的变化趋势图可知。在基本

的单元水平模型中，当随机误差是混合正态分布时，模型中会出现离群观测值。

表5.1和表5.3中给出了不同的污染情形下，几种估计方法对模型系数、小域均值

的估计 MSE。上述图形给出了当污染分布的污染比例增加，以及污染分布的方

差变大时，模型系数的 MSE 的变化趋势。从图中可知，当污染比例增加时，模

型中会出现更多的离群值，此时系数的估计均会随着污染比例的增加而增加，导

致估计系数的 MSE 增大，估计效果变差。当污染分布的方差增加时，模型中离

群值偏离其平均水平的程度将会增加，这类离群值的偏离程度会增加，从而导致

系数估计的偏差更大，从图形结果上来看，大多数情形下，当污染分布的方差增

加时，系数估计的 MSE 也会随之增加。接下来，聚焦于小域稳健估计量的 MSE
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随污染比例和污染分布方差的变化情况。类似于上述图形，绘制几种估计方法在

对目标变量估计的平均偏差和 MSE 变化图形，比较几种稳健估计方法的优劣。

(a) vi 被污染

(b) eij 被污染

图 5.13 稳健估计的 MSE 随污染方差变化图

类似于上述系数估计的步骤，同样对于三种污染情形下的模拟数据，利用几

类稳健估计方法对目标变量进行估计，并计算其平均 MSE。图形5.13绘制了在污

染情形 (v, 0), (0, e)下，利用几种稳健估计方法估计目标变量时的平均 MSE随污

染分布方差变化的图形。5.13a展示了当 vi 被污染且污染分布的方差增加时，估

计的目标变量的平均 MSE 的变化趋势，从图中可见，RML 方法对污染分布的

方差最为敏感，随着污染分布方差的变化，其平均 MSE 呈显著上升趋势。反观

其它几类稳健方法，随污染方差的增加，其 MSE 有上升的趋势，但是变化并不

明显。其中 ML 方法表现最好。在图形5.13b中，当 eij 被污染且污染分布的方差

增加时，几类估计的平均 MSE 均呈上升趋势，其中 RML 方法估计的 MSE 上

升最为明显，ML 方法同样呈现出了明显的上升趋势，增加幅度较大，本研究提

出的 MDPD 方法表现较为稳定，上升趋势不太显著，且增加的幅度并不大，足
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以说明 MDPD 估计方法是有效的稳健估计方法。

图 5.14 稳健估计量的 MSE 随 vi 和 eij 的污染方差变化图

当模型误差和随机误差都存在离群观测时，图5.14给出了目标变量估计的平

均 MSE 随误差方差的变化趋势，从图中可以看出，随着污染方差的增加，几种

方法估计的 MSE 均具有上升趋势，其中 RML 的上升幅度最大，且非常明显，

说明这一方法易受离群方差的影响。其它几个方法中，本研究提出的 MDPD 以

及 ML均表现较为稳定，增加幅度不大，足以说明本研究给出的估计方法是有效

的。

上述结论是在污染分布的方差增加时，估计量的平均 MSE 的变化趋势，说

明了当离群值与目标变量具有较大的偏差时，稳健估计方法仍然有效。下面来分

析，当污染分布的污染比例增加，即观测数据中离群观测的数量增加时，稳健估

计量的平均 MSE 变化情况，见图形5.15,5.16。
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(a) vi 被污染

(b) eij 被污染

图 5.15 稳健估计量的 MSE 随污染比例变化图

图5.15a中给出了当区域随机误差 vi 的污染比例增加时，稳健估计均值的

MSE 的变化情形。从图中可见，RML 方法估计的 MSE 随污染比例的增加呈显

著的上升趋势，但其变化幅度并不大。其它几种估计方法中，均呈现出先上升再

下降的趋势，但其变化区间不大，变化的幅度有限，足以说明这几类稳健估计方

法对区域随机误差的增加并不敏感，具有较好的稳健效果。在图5.15b中，当模

型误差 eij 的污染比例增加时，估计的 MSE 随上升趋势，足以说明当模型误差

的污染程度增加时，几种稳健估计方法都不太理想，尽管本研究提出的估计方法

相比于 ML 和 RML 均有更小的 MSE。

图形5.16中给出了 vi 和 eij 均被污染时，污染比例增加时，估计量的平均

MSE的变化情况。从图中可见，RML估计方法对污染比例的增加非常敏感，显著

增加，且变化幅度较大。另外几种稳健估计方法的平均 MSE 也呈现出显著的上

升趋势，其变化幅度相对较小，MDPD1和ML的MSE最小。结合图5.15和5.16可

知，几类稳健估计方法估计的 MSE 均会随着污染比例的增加而增加。尽管本研
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图 5.16 稳健估计量的 MSE 随 vi 和 eij 的污染比例变化图

究提出的 MDPD方法比其它估计方法更加有效，其估计的 MSE还是会增加，因

此建议在污染比例较小时使用 MDPD 估计方法会得到较为可靠的结果，例如当

污染比例小于 0.3 时，提出的方法会显著有效。

接下来将重点考虑有限总体中单元水平模型的估计问题，比较在有限总体

中用上述稳健估计方法得到的区域均值的估计结果。在此比较上述模拟实验中

的方法在 m = 40，Ni 分别为 40, 80, 200 的情形下总体均值的表现。在总体数据

集的模拟中，第 i 个区域的 Ni 个单元中选取 ni = 4 个单元作为随机样本。对每

次模拟的数据集，可以利用上述模拟中提到的稳健方法获取每个小区域上观测

变量的均值，最后比较 500 次模拟之后区域均值的平均估计效果。

表5.4中给出了有限总体中分布被污染的情形下，区域均值的估计偏差和估计

的MSE。分别考虑了有限区域总体分别为 40, 80, 200时，在污染情形 (0, 0), (v, 0),

(0, e), (v, e) 下，区域均值的平均偏差和 MSE。
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表 5.4 有限总体区域均值的估计偏差和 MSE

污染情形 ML RML RMD1 RMD2 RMD3

Ni=40 K=2 γ=0.1 γ=0.2 γ=0.3

(0, 0) -0.0065 -0.0382 -0.0614 -0.0535 -0.0464

0.2331 0.2620 0.2344 0.2339 0.2337

(v, 0) -0.0057 -0.0162 0.1543 0.1583 0.1620

0.6525 0.6885 0.6848 0.6855 0.6863

(0, e) 0.0731 0.0614 -0.0714 -0.0727 -0.0740

0.2725 0.5016 0.2703 0.2711 0.2719

(v, e) 0.0738 0.0516 0.1345 0.1173 0.0985

1.1644 1.9497 1.6813 1.6808 1.6821

Ni=80

(0, 0) -0.1310 -0.1500 0.0307 0.0280 0.0235

0.1984 0.2737 0.1798 0.1784 0.1770

(v, 0) -0.1413 -0.1548 0.2015 0.2217 0.2321

0.7206 0.7453 0.7393 0.7375 0.7396

(0, e) 0.0014 -0.0078 0.0324 0.0334 0.0347

0.2335 0.5899 0.2334 0.2329 0.2323

(v, e) -0.0089 -0.0215 0.1973 0.1982 0.2015

1.7002 1.9281 1.7466 1.7505 1.7559

Ni=200

(0, 0) 0.0044 -0.0434 0.0227 0.0282 0.0335

0.2415 0.3125 0.2430 0.2434 0.2435

(v, 0) 0.0686 0.0646 0.2812 0.2704 0.2579

0.8123 0.8014 0.8868 0.8901 0.9041

(0, e) 0.4473 0.3949 0.0139 0.0124 0.0115

0.4965 0.8335 0.2978 0.2977 0.2974

(v, e) 0.5115 0.5126 0.2812 0.2700 0.2598

1.7897 1.9373 1.5979 1.5888 1.5884

表中每种情形下第一行表示的是估计量的平均偏差，第二行表示的是估计
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量的平均 MSE。从模拟结果上看，总的来说我们提出的 RMDPD 方法在大部分

情形下具有更小的 MSE，在某些情形下虽不及 RML 方法的估计效果，但相差

不大。另外，当区域尺度变大时如 Ni = 200，RMDPD 方法得到的估计量具有

更小的 MSE，估计效果好于传统的估计方法。

5.8.0.2 实际应用

在本节中，采用 Battese et al. [3] 中用于估计爱德华州 12 个县的玉米和大豆

的种植面积的调查数据。该数据可以从 R 包 sae 中被获得，其中包含了来自于

12 个县区的玉米和大豆的面积样本数据 37 个，以及每个区域上的玉米和大豆的

像素值。用农场采访收集的数据最为因变量，卫星数据作为辅助变量，建立单元

水平模型。

yij = β0 + β1xij1 + β2xij2 + vi + ẽij, (5.21)

该模型可作为 (5.1) 的特殊情形，即取 kij = 1,xij = (1, xij1, xij2)
T, 和 β =

(β0, β1, β2)
T。这里 yij 表示玉米种植面积数量，xij1 和 xij2 分别表示第 i 个县种

植玉米和大豆面积的像素值构成的辅助变量。

Battese et al. [3] 将 Hardin 县的一个观测值识别为离群值，并且他们在预测

玉米和大豆的面积时只是将这一观测值简单的删除。Sinha et al. [28] 利用稳健估

计方法对这一数据进行了分析，并给出了存在离群值时相应的预测值。在这里，

运用提出的稳健估计方法 RMDPD 对该数据进行建模分析，分析离群观测对传

统估计量的影响。

考虑到该数据中存在离群值，因此考虑用我们提出的稳健估计方法进行每个

区域上玉米种植面积的估计和预测。另外，由于本数据中仅存在一个离群观测，

因此在提出的稳健估计方法中，我们选取 γ = 0.01�0.05 两种情形进行估计。

表 5.5 模型参数的估计及其标准误

Coefficients ML RML Mdpd1 Mdpd2

Intercept(β0) 18.09(29.82) 28.68(27.30) 22.04 (14.44) 37.64(14.18)

Corn pixels(β1) 0.3657(0.0625) 0.3545(0.0574) 0.3614(0.0329) 0.3441(0.0334)

Soybeans pixels(β2) -0.0302(0.0650) -0.0676(0.0596) -0.0427(0.0337) -0.0942(0.0323)

σ2
e 280.2(71.55) 213.7(63.94) 274.3(66.84) 243.11(68.38)

σ2
v 47.80(56.51) 113.7(64.57) 52.64(50.32) 75.01(69.94)
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在表5.5中，利用 ML 方法、Sinha et al. [28] 提出的稳健方法、以及所提出

的 MDPD 方法估计得到回归系数和随机误差的方差均被展示。同时表中括号内

展示了根据第四节中的渐近分布得到的每个参数的标准误。结合表中数据比较

而言，在调整参数 γ = 0.01 时，用 MDPD 方法估计得的系数介于 ML 方法和

RML方法得到的估计值之间。当调整参数 γ 增加到 0.05时，模型估计的系数有

了显著的变化。通过比较表中展示的参数的标准误，可见用提到的方法估计得到

的参数具有更小的标准误。

为了体现估计的效果，我们比较了几种估计方法对每个区域上大豆种植面积

平均亩数的预测。采用上述估计方法得到的 EBLUP值被展示在表格5.6中，其中

括号内展示了用 500 个 Bootstrap 样本得到的估计量的 MSPE 的 Bootstrap 估

计值。首先在估计结果上来看，用本研究提到的估计方法对没有离群值区域的估

计更加接近与 ML 估计的结果，并且对区域 Hardin 的预测有了一定的改进。其

次，通过比较 Bootstrap MSPE，RMDPD 方法得到的 MSPE 值更小。可见，提

出的方法是有效的。

表 5.6 各县区玉米种植面积的预测值及其 Bootstrap MSPE

县区 样本量
估计值

ML RML MDPD1 MDPD2

Cerro Gordo 1 122.2(7.9) 124.2(9.7) 122.4(8.1) 122.5(7.9)

Hamilton 1 123.2(7.3) 125.6(9.6) 123.5(7.4) 124.2(7.4)

Worth 1 113.9(7.4) 106.1 (9.3) 113.6(7.1) 112.0 (7.6)

Humboldt 2 115.4(7.4) 112.7 (8.7) 115.0(6.8) 112.6 (6.6)

Franklin 3 136.1(7.0) 143.2 (7.3) 136.7(6.0) 139.1 (6.0)

Pocahontas 3 108.4(7.3) 113.0 (7.0) 108.5(6.0) 109.0 (5.9)

Winnebago 3 116.8(7.0) 113.0 (7.5) 116.8(6.0) 115.8 (6.1)

Wright 3 122.6(6.8) 123.1 (7.5) 122.5(6.0) 121.8 (5.8)

Webster 4 110.9(6.4) 116.1 (6.6) 111.1(5.4) 112.0 (5.4)

Hancock 5 124.4(5.9) 122.6 (6.1) 124.5(5.3) 124.5 (5.4)

Kossuth 5 113.4(5.9) 105.2 (6.2) 112.9(5.3) 110.7 (5.4)

Hardin 6 131.3(5.8) 142.2 (6.0) 131.5(5.4) 132.3 (5.7)
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5.9 小结

在本章中，提出了一种针对存在离群观测值的单元水平模型的小区域稳健

估计方法。通过引入 MDPD 方法，给出了解决具有离群观测和非正态分布误差

的稳健估计方法。首先给出了单元水平模型参数的估计方程和渐近性质。其次，

结合参数的渐近分布，给出了最优调整参数的选择程序。再次，给出了有限总体

中单元和区域均值的 EBLUP 值及其估计量的 MSE。最后通过模拟数据和实际

数据验证了所提出方法的优越表现。在模拟部分，模拟了分布被污染时的稳健估

计，讨论了三种污染情形下几类稳健估计方法的效果。还特别讨论了污染比例变

化、以及污染分布的方差变化时几类估计方法的 MSE 的变化情况。同时模拟结

果表明，提出的方法能更好地解决这种离群情况。实际数据中，用了一个小区域

估计中很经典地数据来说明提出方法的有效性，通过比较，提出的方法能够很好

地处理离群观测这一特殊情况。进一步，还可以验证提出的方法针对随机效应服

从其他有偏分布时也是有效的。在本研究中，当随机误差的分布被污染，且污染

概率大于 0.3 时，提出的估计方法的表现一般，比 Sinha et al. [28] 中的稳健估计

方法差，但是在这种情形下，几类方法得到的 MSE 均很大，稳健估计结果都不

太有价值。下一步，本研究提出的估计方法还能用于指数分布情形的小区域估计

问题中，当然，这些工作有待于进一步的研究和证明。

118



兰州财经大学博士学位论文 第 6 章 基于 γ 散度的单元水平模型的稳健估计

第 6 章 基于 γ 散度的单元水平模型的稳健估计

本章主要研究单元水平模型的稳健小域估计，将 γ 散度应用于单元水平模

型，研究单元水平中小域目标单元的估计问题，给出了参数估计程序，估计量的

表达式，以及估计量的 MSE。并通过模拟数据和实际数据对本研究中提出的估

计方法进行了验证，证明本研究中所提出的方法具有最小的 MSE 和良好的稳健

性。最后本章在前述理论研究的基础上，考虑稳健小域估计量的应用研究。将上

述理论研究结果应用于中国家庭追踪调查数据，探究家庭收入在小域上的变化

情况。

类似于第4章的内容，本章主要介绍利用最小化 γ 散度的方法对单元水平模

型进行稳健估计。提出经验贝叶斯估计量，推导估计量的 MSE，并给出 MSE 的

估计。并通过模拟实验和实际数据检验提出估计量的稳健性，和常用的几类稳健

估计方法进行比较。有关单元水平模型的基本理论框架和模型如同第5章中的相

同，在本章直接讨论基于 γ 散度的稳健估计。

6.1 基于 γ 散度的 NER 模型的稳健估计方法

本章中，重点讨论基于 γ 散度的单元水平模型的稳健估计问题，类似于4.6节

的内容，将 γ 散度应用于单元水平模型的稳健估计中，尝试解决单元水平模型

中存在离群观测以及模型假设不满足的问题。

本研究通过引入 γ 散度和 γ 似然函数，构建了基于单元水平模型的小域稳

健估计方法，得到了模型参数的稳健估计和小域目标变量的稳健估计。与现有的

稳健估计方法相比，能更好地处理区域随机误差和模型随机误差非正态的情形，

对于目标变量存在离群观测的情形，具有更好的稳健性，估计均方误更小。在利

用模拟数据进行验证中，比较了不同误差分布情形下几类常用估计方法得到的

估计量的均方误差，并进一步探究了随着污染分布的方差和比率变化时，所得估

计量的均方误差变化情形。最后，通过应用于经典的小域估计数据，进一步验证

了本研究提出方法的可行性。

6.2 γ 散度在 NER 模型中的应用和模型的参数估计

在第2.4节中，给出了 γ 散度的定义、γ 似然函数的定义，并指出了其在稳

健估计中的应用。第4章中应用 γ 散度研究了区域水平模型的稳健估计。并得到
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了有效的稳健性。在本节中，将其应用于单元水平模型，探究其稳健效果。在本

研究中，利用文献 Nakagawa et al. [142] 中用到的 γ 似然函数来考虑单元水平模

型的稳健性估计问题。γ 似然函数的定义如下所示：

Lγ(y;ϕ) = −
1

γ

m∑
i=1

fi (yi;ϕ)
γ(∫

fi(t;ϕ)1+γdt
) γ

γ+1

− n

γ
, γ ∈ (0, 1) (6.1)

其中 fi (yi;ϕ) 是 yi 的密度函数。γ 是与稳健性相关的调整参数. 根据文献 [142]

的结论，有

lim
γ→0

Lγ(y;ϕ) =
m∑
i=1

log fi (yi;ϕ) = log f(y;ϕ)

因此, γ 似然函数可以看作是对数似然函数的推广。

根据单元水平模型的基本假设，有 yi ∼ N
(
xTi β,Vi

)
，将 (5.3) 中的条件密

度作为模型密度代入 γ 散度的定义中，得到单元水平模型的 γ 似然函数，

Lγ(y;ϕ) = −
1

γ

m∑
i=1

{
πγ|Vi|−

niγ

2(1+γ) exp(−γ
2
Bi)
}
− n

γ
. (6.2)

其中 πγ =
(
1+γ
2π

) niγ

2(1+γ) , Bi = (yi − xiβ)
T V −1

i (yi − xiβ)。根据公式 (5.4)，可得

Bi =
1

σ2
e

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)
2 − ρi

σ2
eai·

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2

.

基于 γ 散度的稳健估计方法中，首先需要最小化目标函数 (6.2)，求未知参

数 θ =
(
βT , σ2

v , σ
2
e

)T 的估计量。对式 (6.2) 的 γ 似然函数关于 θ 的每个分量求

偏导数, 便可得参数估计方程:
m∑
i=1

π(γ) |Vi|−
γ

2(1+γ) exp
(
−γ
2
Bi

) ni∑
j=1

aij
(
yij − xTijβ

)
xTij =

m∑
i=1

π(γ) |Vi|−
γ

2(1+γ) exp
(
−γ
2
Bi

)
ρix

T
i

ni∑
j=1

aij
(
yij − xTijβ

)
, (6.3)

1

1 + γ

m∑
i=1

π(γ) |Vi|−
3γ+2
2(1+γ) exp

(
−γ
2
Bi

)
ai · σ2(ni−1)

e

ni∏
j=1

k2ij =

1

2

m∑
i=1

π(γ) |Vi|−
γ

2(1+γ) exp
(
−γ
2
Bi

) 1

(ai · σ2
v + σ2

e)
2

(
ni∑
j=1

aij
(
yij − xTijβ

))2

,

(6.4)

1

1 + γ

m∑
i=1

π(γ) |Vi|−
3γ+2
2(1+γ) exp

(
−γ
2
Bi

) (
niσ

2(ni−1)
e + (ni − 1) ai · σ2

vσ
2(ni−2)
e

) ni∏
j=1

k2ij =
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−
m∑
i=1

π(γ) |Vi|−
γ

2(1+γ) exp
(
−γ
2
Bi

){
− 1

σ4
e

ni∑
j=1

aij (yij−

xTijβ
)2

+
2σ2

eσ
2
v + ai · σ4

v

(ai · σ2
v + σ2

e)
2 σ4

e

(
ni∑
j=1

aij
(
yij − xTijβ

))2
 . (6.5)

上述估计方程中, θ =
(
βT , σ2

v , σ
2
e

)T 是需要去估计的参数。我们可以利用牛
顿-拉夫逊迭代算法对三个末知参数进行迭代求解, 具体的算法步骤将在附录中

给出。为了方便, 通过上述迭代算法得到的估计值记作 θ̂ =
(
β̂T , σ̂2

v , σ̂
2
e

)T
.

如下的几个求导公式是求解方程以及后续渐近分布中会反复用到的，在这

里给出

∂|Vi|
∂β

= 0,
∂|Vi|
∂σ2

v

= ai·σ
2(ni−1)
e

ni∏
j=1

k2ij,

∂|Vi|
∂σ2

e

=
(
niσ

2(ni−1)
e + (ni − 1)ai·σ

2
vσ

2(ni−2)
e

) ni∏
j=1

k2ij,

∂Bi

∂β
= − 2

σ2
e

ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)xTij +
2σ2

v

σ2
e(σ

2
v +

σ2
e

ai·
)
x̄Ti

(
ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)
)
,

∂Bi

∂σ2
v

= − 1

a2i·(σ
2
v +

σ2
e

ai·
)2

(
ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)
)2

,

∂Bi

∂σ2
e

= − 1

σ4
e

ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)2 +
2σ2

eσ
2
v + ai·σ

4
v

(ai·σ2
v + σ2

e)
2σ4

e

(
ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)
)2

,

6.3 模型参数的渐近分布

在推导模型参数的渐近分布中，本节应用同第5.3中相同的记号和表达时。在

本节中，同样使用形如 (5.11) 和 (5.12) 的得分函数的定义，J,K, I, ξ 等采用同

样的定义。

接下来重点讨论估计参数的渐近性质。首先定义得分函数为 uθ (yi | xi) =

∂
∂θ

log fθ (yi | xi), 其中 fθ (yi | xi) 为式 (5.3) 中的条件密度函数, uθ (yi | xi) =

121



兰州财经大学博士学位论文 基于密度幂散度族的稳健小域估计

(
uTβ (yi | xi) , uTσ2

v
(yi | xi) , uTσ2

e
(yi | xi)

)T
为了便于标记, 定义

J (i) =

∫
y

uθ (yi | xi)uTθ (yi | xi) f 1+γ
θ (yi | xi) dy +

∫
y

{Iθ (yi | xi)−

γuθ (yi | xi)uTθ (yi | xi)
}
{g (yi | xi)− fθ (yi | xi)} fγθ (yi | xi) dy,

K(i) =

∫
y

uθ (yi | xi)uTθ (yi | xi) f 2γ
θ (yi | xi) g (yi | xi) dy − ξ(i)ξ(i)T ,

Iθ (yi | xi) = −
∂

∂θ
uθ (yi | xi) , ξ(i) =

∫
y

uθ (yi | xi) fγθ (yi | xi) g (yi | xi) dy4.

进一步定义 J = lim 1
m

∑m
i=1 J

(i),K = lim 1
m

∑m
i=1K

(i), 同时不失一般性地给出

下列正则假设条件：

• 存在参数空间 Θ 中的开集 Λ 包含最佳拟合参数 θ, 使得 θ ∈ Λ 时, J 是正

定矩阵。

• 存在函数 Mjkl(x, y) 使得
∣∣∂3 exp

[
(y − xβ)TV −1

i (y − xβ)
]
/∂θj∂θk∂θl

∣∣ ≤
Mjkl(x, y).

对所有的 θ ∈ Λ 成立, 且
∫
x

∫
y
|Mjkl(x, y)| g(y | x)h(x)dydx <∞ 。

定理 6.1 在上述正则性条件下, 存在 θ̂ 使得下列结论依概率 1 成立,

1. θ̂ 一致收敛于 θ;

2. θ̂ 的渐近分布为
√
m(θ̂ − θ) ∼ Np+2 (0,J

−1KJ−1).

该定理说明了估计参数的一致性和渐近分布, 详细的证明步骤可参见附录。

在上述渐近分布的计算中, J (i),K(i) 中均含有末知的真实密度函数 g (yi | xi), 因

此直接进行计算是难以做到的。在基本假设条件中, 我们假定密度族 fθ (yi | xi)

中包含真实的密度函数, 因此在 J (i),K(i), ξ(i) 的定义中, 用 fθ (yi | xi) 替换

g (yi | xi) 进行估计。有关渐近方差的具体计算可参见补充材料。从 J (i),K(i),

ξ(i) 的定义中不难发现, 当我们把矩阵 J (i) 认为是 γ 的函数时, 矩阵 K(i) 可以表

示为: K(i) = J (i)(2γ)− ξ(i)ξ(i)T , 因此, 矩阵 K 可以表示为:

K = lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

J (i)(2γ)− ξ(i)ξ(i)T .

通过上述协方差矩阵的计算，可知，γ 增大时参数方差增大，这说明 MDPD 估

计量的效率随 γ 增大而减小。这一点进一步验证了优化参数 γ 用于控制 MDPD

估计量的效率和鲁棒性之间的权衡，当 γ 增加时稳健性增强效率降低。然而，后

面的模拟实验表明这种效率的损失并不大。
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6.4 调整参数的选取

从上述结果中不难发现,利用 DPD方法迭代得到的参数 θ 的估计表达式中,

含有末知的调整参数 γ 。而 γ 的选取决定着稳健性和有效性的平衡, 当 γ 的取

值越接近于 1 , 则估计得到的参数具有更强的稳健性, 反之, 稳健性越弱, 有效性

越强。因此选取适当的调整参数 γ 是稳健估计中很关键的因素。目前关于调整参

数选取的方法主要有两个方面, 一个是根据有效性和稳健性的占比关系, 研究者

根据自己的需求确定两者之间的占比, 在此基础上, 选取最优的调整参数。例如

Sugasawa [77] 在利用 DPD 方法进行区域水平的估计时, 利用该方法选取调整参

数。另一种方法是基于数据驱动的参数选择方法, Warwick et al. [92] 通过最小化

估计参数的 MSE 得到最优的调整参数, 但是该方法依赖于初始值的选取, 不同

的参数初始值可能会产生不同的调整参数。Basak et al. [93] 在 Warwick et al. [92]

的基础上, 提出了不依赖于初始值的调整参数选择方法, 在本研究中, 我们采用

Basak et al. [93] 中提到的参数选取方法,选择最优的调整参数,用于构建稳健小区

域估计量。对于末知参数 θ 的真实值 θ∗, 最优的调整参数 γ 通过最小化 MDPD

估计量的 MSE 来获得, 即

对于末知参数 θ 的真实值 θ∗, 最优的调整参数 γ 通过最小化 MDPD 估计

量的 MSE 来获得, 即

E

{(
θ̂γ − θ∗

)T (
θ̂γ − θ∗

)}
= N−1 tr

{
J−1
γ (θγ)Kγ (θγ)J

−1
γ (θγ)

}
+(θγ − θ∗)T (θγ − θ∗) .

(6.6)

由公式 (6.6) 易知, 公式中含有末知参数 θ∗, 此时关于最优调整参数 γ 的选

取通常有两种方法。一种方法是认为估计 θ̂γ 就是参数 θ 的真实值, 即只需要求

上式第一项的最小值即可得到最优的调整参数。这种方法易于操作, 但是由于 θ̂γ

是渐近趋向于 θ 的,因此直接替换会产生较大的误差。另一种方法是给定一个 θ∗

的初始值 θp, 再最小化 (6.6) 求解最优的参数,Warwick et al. [92] 就是利用这种方

法, 并给出了 Wick-Jones（WJ）算法。然而, WJ 算法严重依赖于初始 θp 的选

取, 初始参数的选择直接决定了最优参数的选取。为了克服上述两个选取方法的

不足, Basak et al. [93] 提出了迭代 WJ 算法 (IWJ), 用来计算最优的调整参数, 本

研究中, 同样利用这种方法选取最优调整参数。具体算法如下所示：
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算法 4 IWJ 算法
输入: 设置参数的初始值 γ, θ(0) = (β(0), σ

2(0)
e , σ

2(0)
v ).

重复:

1: 利用 WJ 算法最小化正文中的 (9) 式，并在 γ 的取值区间 Iγ 内更新 γ：

γ(i+1) = minγ∈IγE

{(
θ̂γ − θ∗(i)

)T (
θ̂γ − θ∗(i)

)}
.

2: 固定 γ(i+1), 将其代入最小化 γ 散度的估计方程并更新 θ̂：θ∗(i+1) ←

RMG(θ∗(i+1)).

3: 重复 1,2, 直至 |γ(i+1) − γ(i)| < ϵ 或 |θ∗(i+1) − θ∗(i)| < ϵ∗, 其中 ϵ 和 ϵ∗ 估计参

数的精度。

输出: θ(m+1)

6.5 稳健 EB 估计量

本节考虑满足小域模型 (5.1) 的目标变量 yij 的稳健预测量。同样假定 yi 在

辅助变量 x 的条件下服从正态分布, 即 yi ∼ N
(
xTi β, Vi

)
, 为了推导便于推导, 将

目标变量 yi 划分成抽样部分和未抽样部分：

yi =

 yis

yir

 =

 xTis

xTir

β + vi

 1is
1ir

+

 eis

eir

 ,
其中下标 r表示未抽样单元,这里假设前 ni个单元为抽样的单元,否则,总可以通

过调整顺序写成上述形式。同样地,协方差矩阵可划分为: Vi =

 Vis Visr

Virs Vir

,其

中 Vis = Ris+ σ2
v1ni

1Tni
= diag1≤j≤ni

+
(
k2ij
)
σ2
e+σ

2
v1ni

1Tni
, Visr = σ2

v1ni
1TNi−ni

, Virs =

σ2
v1Ni−ni

1Tni
, Vir = Rir + σ2

v1Ni−ni
1TNi−ni

= diag1≤j≤Ni

(
k2ij
)
σ2
e + σ2

v1Ni−ni
1TNi−ni

◦

结合上述单元水平模型的假设, 在抽样数据 yis 的条件下, yir 的条件分布为

yir | yis ∼ N
(
µir|s,Vir|s

)
, (6.7)

其条件均值和条件协方差矩阵分别为:

µir|s = µir + VirsV
−1
is (yis − µis) = Xirβ + σ2

v1Ni−ni
1Tni

V −1
is (yis −Xisβ)

Vir|s = Vir − VirsV
−1
is Visr = σ2

v (1− ρir)1Ni−ni
1TNi−ni

+ σ2
eRir,

其中 air = (aini+1, · · · , aiNi
)T , air =

∑Ni

j=ni+1 aij, ρir =
air·σ2

v

σ2
e+air·σ2

v
。

一般地, 小域估计的目的就是利用抽样数据 yis 和辅助信息 X 来估计小域

上与目标变量 yi 相关的函数 τ (yi) 的值, 例如区域上的均值, 分位数等。由于
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yi 中未抽样部分的值并不知道, 因此有必要考虑 yir 的条件分布。假设模型参数

θ =
(
βT , σ2

v , σ
2
e

)T 是已知的, 则在单元水平模型的条件下, 根据 Rao et al. [1] 的结

论, τ (yi) 的最佳无偏估计 (BP) 为 τ̂BP = Eyr [τ | yis].

在实际应用中,模型参数 θ =
(
βT , σ2

v , σ
2
e

)T 被其一致估计量 θ̂ =
(
β̂T , σ̂2

v , σ̂
2
e

)T
替换, 且变量 ŷir 由式 (6.7) 的分布所生成。则 τi 的经验贝叶斯估计 (EBP) 为:

τ̂ ebpi =
1

Ni

{∑
j∈si

h (yij) +
∑
j∈ri

Eyr

[
h (yij) | ys; θ̂

]}
.

一般来说, 函数 h 可能是不可解析表示的, 或者当 ni 较小时, 上式的期望的

计算可能会涉及多重积分, 因此上式直接求期望得到表达式通常是不现实的。通

常使用蒙特卡洛 ( Monte Carlo) 方法来计算 τi 的 EBP 值。对于未抽样的样本

yij, j ∈ ri, 生成 A 个 ŷ
(a)
ii = µ̂ij|s + v̂ij|s, a ∈ 1, · · · , A, 其中 µ̂ij|s 和 v̂ij|s 由式（10）

中的分布生成。则 τi 的 EBP 的蒙特卡洛近似估计为:

τ̂ ebpi ≈ 1

A

A∑
a=1

τ
(a)
i , τ

(a)
i =

1

Ni

{∑
j∈si

h (yij) +
∑
j∈ri

h
(
y
(a)
ij

)}
. (6.8)

6.6 区域均值的 EB 估计量

特别地, 当上述估计中的函数 h 为平均值函数时, 对应的估计值就为区域均

值 Ȳi =
∑Ni

i=1 yij/Ni 。结合 (10)中的条件分布得 ŷebpis = yis, ŷ
ebp
ir = µ̂ir|s = Xirβ̂+

σ̂2
v1Ni−ni

1Tni
V̂ −1
is

(
yis −Xisβ̂

)
。因此区域均值的 EBP 为:

Ŷ ebp
i =

1

Ni

Ni∑
j=1

ŷebpij =
1

Ni

∑
j∈si

yij +
1

Ni

∑
j∈ri

(
xTijβ̂ + v̂i

)
= fiŶi +

1

Ni

∑
j∈Ui

(
xTijβ̂ + v̂i

)
− fi

1

ni

∑
j∈si

(
xTij β̂ + v̂i

)
= (1− fi)

[
xTi β̂ + v̂i

]
+ fi

[
Ŷi + (xi − xis)

T β̂
]
,

其中 fi = ni/Ni 是区域抽样比率, Ŷi =
∑

j∈Si
yij/ni,xis =

∑
j∈si xij/ni,xi =∑

j∈Ui
xij/Ni.

6.7 稳健估计量的 MSE

估计单元水平模型的均方预测误差（MSPE）通常是比较困难的，原因有二：

其一，单元水平模型中误差项和未抽中样本单元所服从的真实分布并不知道，从
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而无法获取密度函数进行 MSPE 的计算。其二，有时即便知道未抽样单元的分

布，由于单元水平模型涉及的是单元层级的数据，在计算其期望的过程中会出现

多重积分，这对 MSPE 的计算造成了极大的挑战。

在本研究中，利用 Sinha et al. [28], Hall et al. [102] 中提到的参数 Bootstrap方

法来估计 MSPE。具体估计步骤如下：

1. 用 MDPD 方法求参数 θ =
(
βT , σ2

v , σ
2
e

)T 的估计值 θ̂ =
(
β̂T , σ̂2

v , σ̂
2
e

)T
;

2. 生成独立同分布的区域随机误差 v∗
i ∼ N (0, σ̂2

i ) , i = 1, · · · ,m, 生成与 v∗i 相

互独立的随机误差 e∗ij ∼ N
(
0, σ̂2

ek
2
ij

)
, j = 1, · · · ,Ni, i = 1, · · · ,m;

3. 根据模型 (5.1) 生成目标变量的 Bootstrap 总体, y∗ij = xTijβ̂ + v∗i + e∗ij, j =

1, · · · , Ni, i = 1, · · · ,m ;

4. 记 yP∗
i =

(
y∗

i1, · · · , y∗
iNi

)
为区域 i 上的目标变量 Bootstrap 总体, 计算 τ ∗i =

h
(
yP∗
i

)
, i = 1, · · · ,m;

5. 从 Bootstrap 总体 yP∗
i 中选取样本 y∗

s , 并根据样本数据 y∗
s 利用 MDPD 方

法估计模型参数, 得到 θ̂∗ =
(
β̂∗T , σ̂2∗

v , σ̂
2∗
e

)T
;

6. 结合步骤 5 中的估计结果, 利用式 (6.8) 的方法估计 τ ∗ebpi ;

7. 重复步骤 2− 6 共 B 次, 对应第 b ∈ 1, · · · , B 次的目标函数值分别为 τ ∗i (b)

和 τ ∗ebpi (b), 则估计量 τ ∗ebpi 的 Bootstrap MSE 为:

MSE
(
τ ∗ebpi

)
= B−1

B∑
b=1

[
τ ∗ebpi (b)− τ ∗i (b)

]2
.

6.8 应用举例

本节中同时使用模拟数据和实际数据来说明本研究提出的稳健估计方法的

有效性，并和现有的估计方法进行对比。

6.8.1 数值模拟

一般地, 对于正态分布而言, 称形如 (1 − η)N (µ1, σ
2) + ηN (µ2, σ

2
1) 的分布

为混合正态分布, 该分布用于刻画具有厚尾分布特征的数据。在本研究中, 用混

合正态分布 (1− η)N (0, σ2) + ηN (0, σ2
1) 来模拟正态性假定不满足的情况, 其

中 N (0, σ2) 为真实分布, N (0, σ2
1) 称为污染分布, η 称为污染比例。一般情况下
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σ2
1 > σ2, 当污染比例 η = 0 时, 表示真实分布末被污染。在本节中, 讨论模型误

差和随机误差均是混合正态分布时的小域估计问题。

本研究中, 我们做和 Sinha et al. [28] 相同的模拟实验, 即具有单个辅助变量

的单元水平模型: yij = β0 + β1xij + vi + eij, i = 1, · · · , k, j = 1, · · · , n, 取

区域数 k = 40, 每个区域上样本量 n = 4, 辅助变量 xij ∼ N(1, 1) 。在本模

拟中, 选取区域随机误差 vi 和随机误差 eij 均来源于污染比例 η = 0.1, 污染

分布的方差 σ2
1 = 25 的混合正态分布。考虑四种情形下的估计效果, 分别记作

{(0, 0), (0, v), (0, e), (v, e)}, 其中 (0, 0) 表示两个误差均没有被污染, (0, v) 表示只

有区域随机误差被污染等。在模拟中设置回归系数 (β0, β1) = (1, 1), 在上述每种

情形中, 进行 500次模拟, 考虑估计参数以及小域均值的 MSE的变化。在模拟实

验中, 重点比较传统的极大似然方法 (ML)、Sinha et al. [28] 中提到的稳健估计方

法 (RML) 、以及提出的取不同调整参数 (γ = 0.1, 0.2, 0.3) 时的稳健最小化 γ 散

度的方法 (RMG)。

表 6.1 四种污染情形下模型参数估计的偏差和 MSE

情形 参数 ML RML RMG 1 RMG 2 RMG 3 RMG.opt

(0,0)

β0 = 1 -0.0010 -0.0029 -0.0008 -0.0014 -0.0025 -0.0035

0.0346 0.0343 0.0348 0.0369 0.0405 0.0375

β1 = 1 0.0017 -0.0017 0.0010 0.0005 0.0001 0.0003

0.0076 0.0077 0.0078 0.0083 0.0091 0.0085

σ2
v = 1 -0.0406 -0.0390 -0.0384 -0.0406 -0.0456 -0.0312

0.0769 0.0803 0.0790 0.0860 0.0969 0.0861

σ2
e = 1 -0.0052 -0.0048 -0.0025 -0.0022 -0.0037 -0.0045

0.0164 0.0174 0.0166 0.0183 0.0211 0.0190

(v,0)

β0 = 1 0.0029 -0.0037 -0.0059 -0.0108 -0.0135 -0.0136

0.0962 0.0780 0.0544 0.0496 0.0528 0.0517

β1 = 1 0.0022 -0.0007 0.0026 0.0034 0.0036 0.0040

0.0084 0.0083 0.0085 0.0092 0.0099 0.0097

σ2
v = 1 2.3795 1.6838 0.9269 0.3647 0.1984 0.2427

8.5421 4.3143 1.4393 0.3588 0.2204 0.2015

σ2
e = 1 -0.0144 -0.0232 -0.0140 -0.0137 -0.0145 -0.0153

0.0154 0.0174 0.0159 0.0181 0.0212 0.0199
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(0,e)

β0 = 1 0.0037 -0.0143 -0.0042 -0.0095 -0.0133 -0.0117

0.0737 0.0487 0.0548 0.0544 0.0597 0.0552

β1 = 1 -0.0056 -0.0063 -0.0005 0.0017 0.0028 0.0016

0.0244 0.0129 0.0145 0.0126 0.0127 0.0128

σ2
v = 1 -0.0573 -0.1769 -0.0558 -0.0511 -0.0534 -0.0444

0.1846 0.1208 0.1191 0.1225 0.1355 0.1183

σ2
e = 1 2.2893 0.6826 0.9554 0.4484 0.2797 0.3965

6.0234 0.5354 1.0862 0.2778 0.1362 0.2294

(v,e)

β0 = 1 0.0079 -0.0122 -0.0089 -0.0041 0.0001 -0.0053

0.1407 0.1110 0.0808 0.0723 0.0748 0.0736

β1 = 1 0.0053 -0.0032 0.0063 0.0063 0.0054 0.0049

0.0269 0.0144 0.0146 0.0127 0.0132 0.0138

σ2
v = 1 2.3661 1.5949 1.0528 0.4330 0.2396 0.5363

8.8796 4.3080 1.8641 0.5182 0.3265 0.5882

σ2
e = 1 2.3477 0.7721 0.9802 0.4270 0.2480 0.6143

6.2115 0.6866 1.1589 0.2660 0.1283 0.7582

1 上述 RMG1，RMG2，RMG3，RMG.Opt 表示用最小化 γ 散度的方法，且其调整参数分别为

0.1，0.2，0.3 以及通过算法选取得到的最优调整参数。上述结果是在重复 500 次模拟之后得到

的平均结果。

首先比较四种污染情形下的模型参数的估计。表 1 中给出了几种稳健估计

方法在不同污染情形下的参数估计的偏差和均方误差, 其中每种方法对应的第一

列表示估计的偏差, 第二列表示相应的 MSE。

从表6.1中很明显可以得出结论：当随机误差未被污染时，ML 方法在参数

估计中表现最好，但是 RML 以及具有较小调整参数的 RMG 方法和 ML 估计

结果非常相近。说明在这种情形下，具有较小调整参数的 RMD 方法、RML 与

ML 方法是几乎一样有效的，其偏差和 MSE 相差都不多。具有较大调整参数的

RMD 方法表现不好，恰好表明调整参数的选取至关重要，而最优调整参数可根

据我们提供的算法得到。

当随机效应 v 存在污染的情形下，ML 方法估计得到的方差 σ2
v 具有大的偏

差和 MSE，RML 方法的估计结果较 ML 方法虽有所改善，但与 RMG 方法相

比，其 MSE 仍然较大。综合几类方法的模拟结果不难发现，RMG 方法明显优
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于 RML 方法，对所有参数的估计均有较小的 MSE，且依照本文算法选取调整

参数时，每个参数的估计效果都比较好。同样地，当模型误差中存在污染时，ML

方法估计得到的 σ2
e 具有大的偏差和 MSE，RML 方法对离群值的影响控制较好，

每个参数的估计偏差和 MSE都比较小。RMG方法中，当 γ = 0.1时，结果中模

型方差的估计有所减少，但不及 RML 方法好，然当 γ ≥ 0.2 时，RMG 方法的

表现优于 RML 的估计结果。

在区域效应和模型误差均被污染时，ML 方法对方差部分的估计受离群值观

测影响严重，以致于产生很大的偏差和 MSE，RML 方法减小了离群值带来的影

响，但表现并非最好，RMG 方法显著好于 RML 方法，只需要选取合适的调整

参数即可。

接下来，同样利用上述数据集，考虑小域均值的估计。取已知的辅助变量在

第 i 个区域上的均值为 x̄i = 1, i = 1, 2,…,m。表6.2给出了几种稳健方法得到的

区域均值估计的偏差和 MSE 在区域上的平均值。在未污染数据的情况下，使用

ML 方法得到的 EBLUP 似乎是最有效的，这一点和我们的预期结果相同。利用

RML 方法得到的 REBLUP 估计量、以及本文提到的 RMG 方法得到的估计量

和 EBLUP 一样有效。在其他三种有污染的情形下，通过表中数据可以得到和上

述模拟中一致的结论，ML方法得到的小区域均值具有大的偏差和 MSPE，RML

方法得到的小区域均值表现稍好，RMG 方法表现严格优于 RML 方法。

表 6.2 四种污染情形下均值估计的偏差及其 MSE

情形 ML RML RMG RMG2 RMG3 RMG.opt

(0,0)
-0.0009 -0.0010 -0.0009 -0.0008 -0.0007 -0.0008

0.3043 0.3043 0.3107 0.3121 0.3146 0.3124

(v,0)
-0.0021 -0.0024 -0.0027 -0.0032 -0.0038 -0.0036

0.3067 0.2996 0.3070 0.3084 0.3108 0.3034

(0,e)
0.0033 0.0013 0.0018 0.0016 0.0015 0.0015

0.6837 0.4326 0.4802 0.4055 0.3869 0.3926

(v,e)
-0.0025 -0.0021 -0.0038 -0.0032 -0.0026 -0.0025

0.7084 0.5608 0.5548 0.4856 0.4076 0.4235

为了检验现有几种稳健方法对污染比例和污染分布方差的大小的表现，进

一步模拟验证估计参数的 MSE 随污染比例 �、污染分布方差 σ2
1 变化情况。同上

述模拟步骤一样，考虑区域随机误差的分布被污染，单元随机误差的分布被污染

129



兰州财经大学博士学位论文 基于密度幂散度族的稳健小域估计

以及单元随机误差和区域随机误差的分布均被污染三种情形下的估计效果。在

模拟污染数据时，利用（5.1）中的模型生成数据，然后用上述提到的方法进行参

数估计。重复模拟 500 次，考虑其 MSE 的平均值，绘制变化曲线图。第一种情

况，考虑随污染比例增加时估计的参数的 MSE 的表现。污染分布的方差被固定

为 25，考虑污染比例在 0 —0.5 之间以 0.02 为步长变化时，三种污染情形下估

计参数的 MSE 随污染比例的变化情况。另一种情形，考虑污染分布的方差增加

时模型参数的 MSE 的表现。在污染分布中，污染比例被确定为 0.1，考虑污染

分布的方差在 5 —100 以 5 为步长增加时，三种污染情形下估计参数的 MSE 随

污染方差的变化情况。

首先，考虑在污染情形 (0, e), (v, 0), (v, e) 下，将污染方差固定为 25，污染

比例在 0− 0.5 变化时估计的模型参数 MSE 的变化情况。在图6.1和图6.2给出了

在污染情形 (0, v) 下的估计结果。

图 6.1 模型系数的 MSE 随 vi 的污染比例变化图

结合图6.1,6.2我们不难发现：当区域随机效应 vi 被污染时，参数 β0, σ
2
v 的

MSE的估计随污染比例的增加而增大，而参数 β1, σ
2
e 的 MSE的估计与污染比例

的大小无关，且 MSE 较小。比较几种方法对四个参数 MSE 估计的表现，β1, σ2
e
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图 6.2 随机误差方差 MSE 随 vi 的污染比例变化图

的 MSE 均比较小，几种方法的差异不大，而对参数 β0, σ
2
v 的 MSE 的估计中，

ML 方法表现最为糟糕，RML 方法的表现稍好于 ML，几个 RMG 方法的估计

效果显著优于上述两个方法。进一步说明我们给出的 RMG 方法是有效的。

在情形 (0, e) 下，估计参数 MSE 的变化如图6.3,6.4所示。
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图 6.3 模型系数的 MSE 随 eij 污染比例变化图

图 6.4 估计方差的 MSE 随 eij 污染比例变化图
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从图6.3和6.4可以发现，当随机效应的污染比例从 0 至 0.5 增加时，小域模

型中的四个参数的 MSE 均随污染比例的增加而增加。四个参数的 MSE 中，除

了 σ2
e 之外，其他的三个参数的 MSE 的变化均不太大，与我们的预期一样，σ2

e

容易受 eij 的污染概率的影响，且估计的 MSE 比较大。在几种方法之间的相互

比较中，ML 的表现最差，当调整参数 γ 的取值较小时 (0− 0.2) 时，RMG 方法

和 RML 方法表现差不多，有些情形下 RMG 方法表现更好，但当 γ 取值较大

时，RML 方法要优于 RMG 方法。

在污染情形为 (v, e) 时，随着污染比例的变化，模型系数估计的 MSE 随其

变化如图6.5,6.6所示。

图6.5和图6.6是估计参数的 MSE 随污染比例 η 变化的图形。从图中可以看

出，当污染概率增大时，参数的 MSE 均呈现出显著的上升趋势。几种估计方法

比较而言，RMG 方法显然会优于 RML 和 ML 方法，当然 ML 方法表现最为糟

糕。

图 6.5 模型系数的 MSE 随污染比例变化图
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图 6.6 估计方差的 MSE 随污染比例变化图

其次，我们考虑在污染情形 (v, 0), (0, e)和 (v, e)下，将污染比例固定为 0.1，

污染方差在 1− 100变化时估计的模型参数 MSE的变化情况。在图6.7和图6.8给

出了在污染情形 (0, v) 下的估计结果。
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图 6.7 模型系数的 MSE 随污染分布方差变化图

图 6.8 估计方差的 MSE 随污染分布方差变化图

结合图6.7,6.8形可知，参数 β1, σ
2
e 的 MSE 与污染分布方差的大小无关。参

数 β0, σ
2
v 的 MSE的估计中，ML方法受污染分布方差影响较为严重，RML方法

的表现有所改进，但不如 RMG 方法表现好。
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在污染情形 (0, e) 的下，估计的模型参数的 MSE 的变化如6.9,6.10所示。

图 6.9 模型系数的 MSE 随污染分布方差变化图

图 6.10 估计方差的 MSE 随污染分布方差变化图
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当模型随机误差 eij 受污染, 并且污染分布的方差增大时, 四个参数的 MSE

的估计情况被呈现在图形6.9,6.10中。从图中可以看到,当污染分布的方差增大时,

只有 ML 方法得到的参数的 MSE 呈显著的增大趋势, 而其他稳健估计方法得到

的参数的 MSE 变化并不显著, 说明在这种情形下稳健估计方法一致有效。几类

稳健方法比较而言, 提出的 RMG 方法会优于 RML 方法, 尤其在 σ2
e 的 MSE 的

估计中更加明显。

在污染情形 (v, e)中，若固定其污染比例为 0.1。其模型参数的 MSE随随机

效应的污染分布的方差的变化如图6.11,6.12.

图 6.11 模型系数的 MSE 随污染分布方差变化图

从图中变化趋势可以得出，ML 估计方法对异常值比较敏感，当污染方差

增大时，估计参数的 MSE 也随之增大。RML 方法较 ML 而言有所改善，但对

β0, σ
2
v 的估计中，MSE仍会受污染方差变化的影响。而 RMG方法对四个参数的

估计均具有较好的稳健性。结合图形比较而言，RMG 方法要优于 ML 和 RML

方法。

综合上述几类估计方法，可见无论是污染比例的增加，还是污染分布方差的

增加，对模型系数的估计都会产生较大的影响，某些情形下产生的影响非常显

著。但综合几类稳健估计方法来看，提出的 RMG 估计方法是有效的，不仅能够
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图 6.12 估计方差的 MSE 随污染分布方差变化图

使得系数估计的 MSE 比较小，同时对污染比例的增加和污染分布方差的增加表

现并不敏感，在大多数情形下能达到稳健估计的目的。然而，除了估计系数具有

一定的稳健性之外，还需要对目标变量的估计也具有一定的稳健性也是至关重

要的，因此接下来考虑目标变量的估计的 MSE 的平均值随污染比例和污染分布

方差的变化情形。

图6.13展示了当污染分布的方差增加时，污染情形分别为 (v, 0), (0, e)时，目

标变量 EB估计值的平均 MSE变化图。从图6.13a中可知，随着污染方差的增加，

其 EB 估计的平均 MSE 呈增加趋势。其中 RML 估计的平均 MSE 增长较为明

显，显著大于其它几类估计方法。ML方法的估计 MSE几乎没有增加趋势，说明

该方法对区域随机效应的污染分布方差并不敏感，提出的 RMG估计虽有上升趋

势，但随着污染分布方差的增加其 MSE 的增加幅度较小，变化不大。图6.13b中

可以看出，在 eij 被污染时，RML、ML方法估计的 MSE呈显著的增加趋势，且

上升幅度较大，而提出的 RMG 方法估计的 MSE 增加较小，该种情形下，本研
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(a) vi 被污染

(b) eij 被污染

图 6.13 稳健 EB 估计的 MSE 随污染分布方差变化图

究提出的估计方法显著好于其它两类方法。

当污染比例增加时，图6.14给出了目标变量的 EB 估计量的平均 MSE 随污

染比例的增加的变化情形。从6.14a中可以看出，随着污染比例的增加，几类方法

估计的 MSE 均出现了不规则变化，比较而言，RML 估计的 MSE 较大，ML 估

计方法的 MSE 较小，RMG1 的 MSE 和 ML 估计的结果较为接近，且其 MSE

比较小。当 eij 的污染比例增加时，EB 估计的平均 MSE 呈显著的增加趋势，且

在该情形下，本研究提出的 RMG 的三种估计结果均好于 ML 和 RML 的估计，

再次验证提出的估计方法的稳健性。

图6.15给出了在污染情形 (v, e) 下目标变量 EB 估计量的 MSE 随污染分布

方差和污染分布比例的变化图。当区域随机效应和模型随机误差的分布均被污

染时，从6.15a中可见，随着污染分布的方差的增加，平均 MSE 均有上升趋势。

但其中只有 RML 估计的 MSE 增加较为显著，其它几类方法的估计结果均表现

较为稳定，随着污染分布方差的增加，其 EB 估计的平均 MSE 变化并不大，体
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(a) vi 被污染

(b) eij 被污染

图 6.14 稳健 EB 估计的 MSE 随污染分布比例变化图

现出一定的稳健性。在图6.15b中，随着污染比例的增加，平均 MSE 有显著的上

升趋势，且在几种方法中，RML 的估计 MSE 最大，提出的 RMG 估计方法和

ML 估计结果较为接近，增加幅度较小。

接下来考虑有限总体中小域均值的估计。比较在有限总体中用上述稳健估计

方法得到的区域平均值的估计结果。设区域个数 m=40，考虑区域总体数量 Ni

分别为 40,80,200 的情形下总体均值估计的表现。从第 i 个区域的 Ni 个单元中

选取 ni = 4 个单元作为随机观测样本。对每次模拟的数据集，可以利用上述模

拟中提到的稳健方法获取每个区域上观测变量的均值，最后比较 500 次模拟之

后区域均值的平均估计效果。
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(a) vi 被污染

(b) eij 被污染

图 6.15 稳健 EB 估计的 MSE 随污染分布变化图

表 6.3 不同污染情形下有限总体均值估计的偏差及其 MSE

Ni 情形 ML RML RMG 1 RMG 2 RMG 3

40

(0,0) -0.0040 0.1908 -0.0032 0.1993 -0.0042 0.1898 -0.0043 0.1903 -0.0043 0.1911

(v,0) 0.0004 0.3743 0.0017 0.2099 -0.0019 0.2687 -0.0012 0.2544 0.0001 0.2269

(0,e) 0.0014 0.4769 0.0057 0.3335 0.0010 0.3064 0.0011 0.2937 0.0009 0.2703

(v,e) -0.0033 0.6536 0.0006 0.6140 -0.0024 0.4650 -0.0021 0.4417 -0.0034 0.4237

80

(0,0) -0.0008 0.1984 0.0014 0.2077 -0.0003 0.1978 0.0002 0.1981 0.0008 0.1989

(v,0) -0.0020 0.3903 -0.0042 0.2242 -0.0026 0.2908 -0.0024 0.2735 -0.0022 0.2432

(0,e) 0.0072 0.5008 0.0065 0.3289 0.0066 0.3454 0.0062 0.3296 0.0059 0.2984

(v,e) 0.0032 0.6445 0.0042 0.6282 0.0010 0.4776 0.0003 0.4717 0.0007 0.4553

200

(0,0) -0.0009 0.2032 -0.0004 0.2132 -0.0013 0.2032 -0.0018 0.2039 -0.0023 0.2052

(v,0) -0.0069 0.3934 -0.0048 0.2260 -0.0057 0.2971 -0.0042 0.2786 -0.0030 0.2472

(0,e) 0.0068 0.4866 0.0028 0.3057 0.0046 0.3455 0.0031 0.2703 0.0023 0.2447

(v,e) 0.0086 0.6592 0.0063 0.6077 0.0069 0.4316 0.0062 0.4979 0.0058 0.4606
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从模拟结果上看，总的来说 RMG方法在大部分情形下具有更小的MSE，在

某些情形下虽不及 RML 方法的估计效果，但相差不大。另外，当区域尺度变大

时如 Ni = 200，RMG 方法得到的估计量具有更小的 MSE，估计效果好于传统

的估计方法。

6.8.2 实际数据

下面我们采用被 Battese et al. [3] 给出的数据来验证本研究提出的稳健估计

方法。该数据可以从 R 包 sae 中获得, 其中包含了来自于 12 个县区的玉米和大

豆的面积样本数据 37 个, 以及每个区域上的玉米和大豆的像素值。用农场采访

收集的数据最为因变量, 卫星数据作为辅助变量, 建立单元水平模型。

yij = β0 + β1xij1 + β2xij2 + vi + ẽij,

该模型可以作为模型 (1) 中 kij = 1, xij = (1, xij1, xij2)
T 的特殊情形。其中 yij 表

示第 i 个县第 j 个区域的玉米 (大豆) 的亩数, xij1 和 xij2 分别表示第 i 个县第 j

个区域的玉米、大豆的像素值。

Battese et al. [3]将 Hardin县的值识别为离群值,并且在预测玉米和大豆的面

积时只是将这一观测值简单的删除。[28] 中利用稳健估计方法对这一数据进行了

分析,并给出了存在离群值时相应的预测值。在这里,我们运用本研究提出的方法

对该数据进行建模分析, 对每个区域上玉米种植面积的进行估计和预测。由于本

数据中仅存在一个离群观测, 因此在提出的稳健估计方法中, 选取 γ = 0.01, 0.05

两种情形进行估计。在表 6.4中给出了利用 ML方法、RML方法、以及本研究的

RMG 方法估计得到回归系数和随机误差的方差。同时表中括号内给出了根据渐

近分布得到的每个参数的标准误。结合表中数据比较而言, 在调整参数 γ = 0.01

时, 用 RMG 方法估计得的系数介于 ML 方法和 RML 方法得到的估计值之间。

当调整参数 γ 增加到 0.05 时, 模型估计的系数有了显著的变化。通过比较表中

展示的参数的标准误，可见用本研究的方法估计得到的参数具有更小的标准误。
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表 6.4 模型参数的估计及其标准误

参数 ML RML RMG1 RMG2

截距 β0 18.09(29.82) 28.68(27.30) 22.02(15.31) 36.88(14.41)

玉米像素 β1 0.3657(0.0625) 0.3545(0.0574) 0.3614(0.0347) 0.3445(0.0335)

大豆像素 β2 -0.0302(0.0650) -0.0676(0.0596) -0.0426(0.0350) -0.0908(0.0329)

σ2
e 280.2(71.55) 213.7(63.94) 274.5(70.35) 248.5(67.58)

σ2
v 47.80(56.51) 113.7(64.57) 51.4(49.33) 65.2(55.09)

为了体现估计的效果，我们比较了几种估计方法对每个区域上大豆种植面

积平均亩数的预测。采用上述估计方法得到的 EBLUP 值在表6.5中，其中括号

内展示了用 500 个 Bootstrap 样本得到的估计量的 MSPE 的估计值。首先在估

计结果上来看，RMG 对没有离群值区域的估计更接近的 ML 结果，并且对区域

Hardin 的预测有了一定的改进。其次，通过比较 Bootstrap MSPE，RMG 得到

的 MSPE 值更小。可见，RMG 方法是有效的。

表 6.5 区域玉米种植面积的预测及其 Bootstrap MSE

县区 样本量
预测值及其 MSE

ML RML RMG1 RMG2

Cerro Gordo 1 122.2(7.9) 124.2(9.7) 122.4(6.6) 122.4(7.4)

Hamilton 1 123.2(7.3) 125.6(9.6) 123.5(6.3) 124.0(6.7)

Worth 1 113.9(7.4) 106.1(9.3) 113.7(5.4) 112.8(6.1)

Humboldt 2 115.4(7.4) 112.7(8.7) 115.1(5.5) 113.2(6.0)

Franklin 3 136.1(7.0) 143.2(7.3) 136.6(4.6) 138.3(4.9)

Pocahontas 3 108.4(7.3) 113.0(7.0) 108.5(4.7) 108.6(5.2)

Winnebago 3 116.8(7.0) 113.0(7.5) 116.8(4.9) 116.2(5.3)

Wright 3 122.6(6.8) 123.1(7.5) 122.5(4.9) 121.8(5.0)

Webster 4 110.9(6.4) 116.1(6.6) 111.1(4.3) 111.5(5.0)

Hancock 5 124.4(5.9) 122.6(6.1) 124.5(4.1) 124.7(4.5)

Kossuth 5 113.4(5.9) 105.2(6.2) 113.0(3.9) 111.4(4.6)

Hardin 6 131.3(5.8) 142.2(6.0) 131.5(4.1) 132.3(4.6)
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6.9 小结

在本研究中，我们提出了一种针对存在离群观测值的单元水平模型小域稳健

估计方法。通过引入最小化 γ 散度方法，给出了解决具有离群观测和非正态分

布误差的稳健估计方法。首先给出了单元水平模型参数的估计方程和渐近性质。

其次，结合参数的渐近分布，给出了最优调整参数的选择程序。再次，给出了有

限总体中单元和区域均值的 EBLUP 值和估计量的 MSE。最后通过模拟数据和

实际数据验证了提出方法的优越表现。在模拟部分，模拟了分布被污染时的稳健

估计，讨论了三种污染情形下几类稳健估计方法的效果。还特别讨论了污染比例

变化、以及污染分布的方差变化时几类估计方法的 MSE 的变化情况。同时模拟

结果表明，本研究的方法能更好地解决这种离群情况。实际数据中，用一个小区

域估计中很经典的数据说明提出方法不仅十分有效，还能够很好地处理离群观

测这一特殊情况。进一步的验证表明，本研究的方法针对随机效应服从其他有偏

分布时也是有效的。当随机误差的分布被污染，且污染概率大于 0.3 时，本研究

的方法表现一般，比 Sinha et al. [28] 中的稳健估计方法差，但是在这种情形下，

几类方法得到的 MSE 均很大，稳健估计结果都不太有价值。下一步，我们尝试

将本方法进一步推广应用于指数分布情形的小区域估计问题。

6.10 应用研究

6.10.1 数据来源

本部分的应用数据来源于北京大学中国社会社科调查中心实施的中国家庭

追踪调查（China Family Panel Studies，CFPS）项目，详细数据可见中国家庭追

踪调查网站 https://opendata.pku.edu.cn/dataverse/CFPS。该项目旨在通过跟

踪收集个体、家庭、社区三个层次的数据，反映中国社会、经济、人口、教育和

健康的变迁，为学术研究和公共政策分析提供数据基础 [149]。本研究中采用 2018

年的追踪调查数据，将其看成是一个实际的有限总体，并从中抽样形成小域特征

的数据，检测本文提出的理论方法在该有限总体中的估计效果。

2018年中国家庭追踪调查数据中的家庭经济调查部分的样本覆盖中国 31个

省/市/自治区，包含 14218户家庭的样本数据。本研究采用其中的变量家庭纯收

入 (fnicome) 作为小域目标变量，以家庭劳动人口数量 (fmlcount)、劳动力人口

的教育水平 (edu)、消费性支出 (pce) 为辅助变量，检验前面章节中提到的稳健

小域估计方法。在这里选取了和家庭纯收入相关的三个变量作为辅助变量，以省

为区域划分变量。在统计到的数据中有些变量是无回答的，因此在样本数据中删
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表 6.6 各省份的样本量

北京 天津 河北 山西 内蒙古 辽宁 吉林 黑龙江 上海 江苏 浙江

128 95 715 539 9 1226 246 394 707 251 287

安徽 福建 江西 山东 河南 湖北 湖南 广东 广西 海南 重庆

254 142 243 647 1328 195 375 1157 251 7 151

四川 贵州 云南 西藏 陕西 甘肃 青海 宁夏 新疆

627 374 379 5 245 1504 2 6 33

除这些无回答样本，总共得到 12522个有效样本。样本在各个区域上的分布如下

表6.6所示。

从表6.6中的数据可见，有部分省份的样本量较少，因此在抽取样本时，本

文中对小样本省份采取全部抽样，而其它省份抽取 20 个样本作为小域上的样本

量，并依此为小域样本数据。

6.10.2 小域模型及其估计

结合小域样本数据，建立单元水平模型

fincomeij = β0 + β1fmlcountij + β1eduij + β2pceij + vi + eij (6.9)

其中 i = 1, 2, · · · , 31, j = 1, 2, · · · , ni, 且 ni 表示第 i 个区域上的样本数量。

对原始数据进行分析之前，对数据进行预处理，这里主要包括无回答样本的

删除，数据的标准化等。为了表现变量间的关系，绘制出变量纯收入与变量消费

性支出之间的散点图（6.16），从散点图不难发现，观测数据中存在大量的异常观

测，虽然二者呈现出一定的关系，但是在离群值存在情形下显得这种关系并不突

出。进一步绘制变量家庭纯收入的 QQ图（6.17）,从 QQ图可以看出，目标变量

并不服从正态分布，因此该数据不满足传统的 NER 模型中的正态性假设条件。

因此需要进一步探求稳健估计方法，下面我们探究几类稳健方法的估计效果。
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图 6.16 家庭纯收入与消费性支出之间的散点图

图 6.17 家庭纯收入的 QQ 分布图

分别用 ML 方法，RML 方法、DPD 方法以及 γ 散度方法 (GRML) 来构建

小域估计模型，得到小域模型的系数估计，见表6.7。
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表 6.7 模型系数的估计

变量 ML RML MDPD GRML

Intercept 3.452 3.113 3.220 2.458

edu 0.020 0.150 0.190 0.267

pce 1.524 0.257 0.306 0.373

fmlcount -0.927 0.093 0.080 0.192

表6.7中得到的模型系数的估计均是显著的，即通过假设检验可以确定表中

的估计值均对因变量有显著的影响。观察表中系数的估计值，三种稳健估计方法

具有较为接近的系数估计，对于传统的 ML估计方法，其估计系数与其它稳健估

计方法有较大的差异。且对于变量家庭劳动人口数量 (fmlcount)而言，其和家庭

纯收入之间应该是正向的关系，而 ML方法给出了负的系数估计，这与现实逻辑

是不符合的，即系数的估计是不准确的。

在上述估计的基础上，进行残差分析，分别绘制 ML 方法和 RML 方法估计

得到的残差的 QQ 图，见图形6.18所示。从图中可见，ML 估计的残差中具有异

常值，且残差不满足正态分布的假设。而在 RML 方法中，虽然这种估计有所改

善，但模型的正态性假定仍然不满足，因此这两种模型下的小域估计并不稳健，

因此本文中提出的估计方法的研究是非常有必要的。下面将几种方法的估计结

果进行比较分析。

(a) ML 估计 (b) RML 估计

图 6.18 估计残差 QQ 图

根据上述拟合模型，来预测每个省份的家庭收入的平均值，并结合实际值来

比较，比较几种方法在小域估计中的表现。
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表 6.8 各省份家庭平均收入的小域估计

省份 平均家庭收入 ML RML MDPD GRML

北京 13.17 17.13 6.96 8.119875 9.64

天津 10.32 12.03 6.30 8.49 9.59

河北 6.32 7.03 5.79 6.73 7.18

山西 5.77 7.79 5.76 5.40 5.74

内蒙古 4.90 7.85 5.35 5.32 5.76

辽宁 7.40 8.76 5.70 6.67 7.25

吉林 6.24 8.15 5.54 6.64 7.16

黑龙江 7.27 8.99 5.82 5.94 6.46

上海 21.77 7.38 12.59 14.66 17.19

江苏 14.83 15.13 6.89 9.50 10.99

浙江 16.02 7.57 20.46 23.63 19.06

安徽 9.56 10.47 6.24 9.98 11.12

福建 10.65 6.05 6.75 7.49 10.75

江西 7.11 8.07 5.79 7.35 7.93

山东 7.98 5.43 5.73 6.07 7.53

河南 7.22 7.71 5.93 6.39 6.84

湖北 12.17 13.25 6.65 8.91 10.16

湖南 9.74 12.20 6.51 7.26 8.22

广东 9.90 10.79 6.20 6.52 7.26

广西 6.04 6.58 5.60 6.20 6.51

海南 9.99 5.56 6.45 7.34 9.41

重庆 6.99 8,95 5.71 5.41 5.85

四川 6.47 8.09 6.08 6.63 7.15

贵州 7.69 8.97 6.00 5.91 6.39

云南 7.38 9.72 6.12 7.15 7.86

西藏 116.8 22.20 6.89 23.56 29.54

陕西 8.74 9.06 5.94 7.27 7.95

甘肃 6.29 7.55 6.02 6.06 6.48

青海 6.60 24.30 8.16 6.41 9.89

宁夏 3.87 7.53 4.55 4.33 4.56

新疆 7.99 9.74 5.29 5.85 6.37148
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表 6.9 各省份家庭平均收入估计的 MSE

省份 ML RML MDPD GRML 省份 ML RML MDPD GRML

北京 13.93 42.48 3.365 1.321 湖北 32.52 10.41 2.954 0.816

天津 4.483 18.08 3.882 0.2256 湖南 3.112 11.65 0.131 0.062

河北 8.385 0.5334 0.048 2.573 广东 9.631 14.62 3.307 0.061

山西 6.559 0.037 0.673 1.431 广西 0.081 0.301 0.601 1.129

内蒙古 3.846 1.172 0.057 1.374 海南 21.74 8.271 5.722 0.005

辽宁 0.002 3.723 0.239 0.246 重庆 1.730 2.112 0.858 0.0056

吉林 24.41 4.701 0.867 0.091 四川 0.358 0.303 4.838 0.043

黑龙江 2.311 2.907 0.595 0.398 贵州 0.789 3.077 1.364 0.203

上海 214.9 111.5 89.23 0.056 云南 15.06 1.915 3.931 0.152

江苏 66.13 12.34 26.60 1.225 西藏 1212 12139 7761 189.3

浙江 4.915 75.53 4.976 3.043 陕西 0.272 8.882 0.127 2.822

安徽 14.06 12.40 2.705 0.0038 甘肃 4.166 0.185 0.728 4.548

福建 6.319 21.85 3.546 4.435 青海 272.6 94.59 14.03 2.169

江西 0.569 1.989 0.714 0.0017 宁夏 2.359 0.195 2.485 1.262

山东 0.283 3.067 0.0112 0.775 新疆 3.090 7.999 0.288 1.365

河南 0.205 2.038 0.204 0.094

根据辅助信息的取值，利用几类小域估计方法得到的稳健估计结果见表6.8。

从几类方法的比较上来看，其 ML方法估计的结果较真实值有较大的偏差，RML

方法有所改善，从总体的估计偏差上来看，MDPD 方法和 GRML 方法的估计

效果有所改善，这一结论和前面理论分析的结果相一致。当然由于观测数据中存

在较多的离群值，部分省份的估计值仍然不够准确，因此本方法仍然存在不足之

处，仍有改进的空间。

为评价几种估计方法的估计效果，分别利用上述几种方法计算各个小域估

计量的 MSE。在利用上述几类方法进行稳健估计时，为了更加准确体现每种方

法估计量的 MSE，重复 100 次上述抽样过程，每次重复中选择不同的样本作为

小域估计的样本，最后根据估计量计算每次估计的 MSE。其平均 MSE的变化情

况如表6.9所示。

结合表6.9中估计量 MSE 的变化趋势不难看出，在样本量较小的区域，其
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MSE相对较大。再比较几类估计方法的估计效果，从每个区域上的 MSE值大小

可以得出，ML 方法估计得到的 MSE 相对较大，RML 方法对 ML 估计的效果

有所改善，本文中提出的 RDPD 方法和 GRML 的 MSE 均比现有的估计方法的

MSE 小，这一点和表6.8中小域目标估计量的结论是一致的。通过本例的应用说

明本研究中提出的估计方法是有效的，在稳健小域估计中具有一定的效果。
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第 7 章 结论与展望

本章将对本研究的内容进行简单的总结，给出主要研究结论。最后，本章给

出了本研究后续的研究展望。

7.1 研究总结

本研究聚焦于稳健小域估计问题，主要的包含小域估计方法的比较、稳健小

域估计方法的比较、密度幂散度族在小域估计模型中的应用等几个方面的研究。

提出了一种针对存在离群观测值的单元水平模型稳健小域估计方法。本文通过

引入 DPD 散度、γ 散度，给出了解决具有离群观测和非正态分布误差的稳健估

计方法。对主要结论进行归纳，包括如下几个方面：

第一，对基本的小域估计方法、小域稳健估计方法进行了比较研究。通过对

现有小域估计方法的分析发现，小域估计量对区域随机效应的方差较为敏感。当

观测数据存在离群值或者随机效应是有偏分布时，现有估计量具有较大的偏差，

且容易受异常值影响。而现有的稳健估计方法中，一部分方法是针对于特殊情形

下的小域模型进行估计的方法，不具有普适性。另一部分稳健估计方法容易出现

过度收缩的情形。因此本文中引入了密度幂散度族的估计方法，给出了 DPD 散

度和 γ 散度的定义、相关的性质以及如何进行估计等。

第二，本文研究了区域水平模型的稳健小域估计。首先将 DPD 散度引入了

区域水平模型，通过推广似然函数的表达，给出了稳健估计量的具体公式。结合

估计量的表达式，给出了估计量的 MSE 及其估计。其次，将 γ 散度应用于区域

水平模型，给出了估计量的表达式和 MSE。最后，给出了模型调整参数的选择

算法和估计量 MSE 估计的程序。通过模拟数据和实际数据，验证了本研究中提

出方法的优越性。结果一致表明在适当的调整参数中，本文提出的方法对于模型

的系数的估计和小域目标的估计均具有最小的 MSE，表现出了稳健性。

第三，本文研究了单元水平模型的稳健估计，提出了稳健估计方法。给出了

模型参数的估计方法，给出了有限总体中单元和区域均值的 EBLUP 值和估计

量的 MSE。通过模拟数据和实际数据验证了提出方法的优越表现。在模拟部分，

模拟了分布被污染时的稳健估计，讨论了三种污染情形下几类稳健估计方法的

效果。还特别讨论了污染比例变化、以及污染分布的方差变化时几类估计方法的

MSE 的变化情况。同时模拟结果表明，本研究中的方法能更好地解决这种离群
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情况。实际数据中，用一个小区域估计中很经典的数据说明本文提出方法不仅十

分有效，还能够很好地处理离群观测这一特殊情况。进一步的验证表明，本文的

方法针对随机效应服从其他有偏分布时也是有效的。当随机误差的分布被污染，

且污染概率大于 0.3 时，本文的方法表现一般，比 Sinha 和 Rao（2009）中的稳

健估计方法差，但是在这种情形下，几类方法得到的 MSE 均很大，稳健估计结

果都不太有价值。最后，将本文中提出的理论方法应用于中国家庭追踪调查数

据，进一步验证了本研究的理论结果。

在本研究的模拟实验部分，仅展示了模型误差项分布来自于混合正态分布

时的估计结果。实际上，当模型误差项分布属于其它情形的有偏估计时，提出的

估计方法都是适用的。例如当模型误差来自于 t 分布、对数正态分布、伽马分布

等情形时，提出的稳健估计方法具有更小的偏差和均方误差，是一致有效的。这

一点进一步说明该方法的普适性，能够在更一般的模型假设条件或存在离群观

测时使用，并得到较为理想的估计结果。

7.2 应用场景

小域估计作为抽样调查研究的一个分支，在精细化的区域估计以及小域单

元的估计中发挥着重要的作用，成为抽样调查中不可或缺的估计技术之一。本研

究重点考虑小域估计模型随机效应和误差项有偏时的小域估计问题，提出了稳

健估计方法。下面简单说明本研究中提出的方法的实际应用背景。

随着大数据时代的来临以及人工智能的出现，有人会担心是不是小域估计

就没有存在的意义，这类方法会失去其存在的价值呢？答案当然是否定的。首

先，区域目标变量的数据获取本身就不易，这类数据的收集通常需要花费较大的

成本，这也是采用小域估计估计最本质的原因。其次，大数据本身的特点也为区

域估计带来了挑战，如大数据的大容量使得处理数据变得异常困难、大数据的低

密度性就难以保证获取高质量的数据，同时大数据通常是片段性的，获取的数据

也通常不完整，还是需要借助于小域估计方法来获得更加精确的估计。再次，大

数据的真实性以及如何获取目标变量的大数据样本都有待进一步的验证和研究。

因此，小域估计在当下仍然具有一定的研究价值和实际意义。

基于模型的小域估计方法通过“借力”的方式达到小域变量的估计这一目

标。因此获取和目标变量相关的辅助信息成为了小域估计的关键环节。通常这些

辅助信息来源于一些更大型的调查或者行政记录，然而这些数据都有一定的时

效性，高质量的辅助信息的获取就显得尤为重要。在大数据时代，可以很好地利
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用大数据信息来获取小域辅助信息，虽然小域目标的获取可能非常困难，但是可

以利用大数据获取与之相关的信息作为辅助信息，用于建立小域估计模型得到

目标变量的小域估计。例如可以利用移动手机的使用信息作为辅助变量来估计

全国各区域上人口流动率的研究；可以利用交通监控信息作为辅助信息估计各

区域中交通事故发生率的估计；用卫星图像数据作为辅助信息估计全国各县区

的粮食种植面积、产量等。足以说明，大数据时代下，小域估计的辅助信息获取

会变得更加容易，小域估计方法也会具有更大的应用空间。

实际应用中，很多场景下都会遇到离群观测以及目标观测是有偏的情形，本

研究中提到的稳健小域估计方法是解决这类小域估计的有力武器。同时，这类小

域估计问题在社会、经济、教育、卫生等领域均有广泛的应用，为我国的经济统

计发挥着重要的作用。

稳健小域估计方法可用于住户调查数据分析。在住户调查中，通常选取一部

分住户作为样本用于调查分析，但这一部分住户通常比较少，属于典型的小域估

计问题。例如在甘肃省榆中县住户调查数据中，仅仅包含了 130 户样本数据，这

相比较于全县 46万户居民数据就非常少，小样本乃至无样本问题就会非常突出。

另外，住户调查中由于调查户分布均比较分散，因此很容易出现有偏乃至离群样

本，这便是本研究中所设计方法的应用背景。结合住户调查数据的区域家庭人均

收入、人均消费、恩格尔系数等关键指标的小域估计问题均可以用本研究中提到

的方法。

稳健估计方法可用于社会调查的区域估计问题。在政府统计工作中，通常会

关注某些区域上的失业率、贫困率等问题，因此在成本有限条件下的小域估计是

非常有效的估计手段。由于失业、贫困这一类问题本身具有一定的特殊性，受众

多因素的影响，从而使得观测数据中容易出现异常观测。在该情形下本研究提出

的稳健估计方法能够得到非常有效的估计结果。

稳健估计方法可用于卫生健康调查的区域估计中。如某种疾病的发病率、传

染率以及医疗保险覆盖率等。为了得到小域上这些指标的准确估计，可以借助于

小域估计方法，利用本文中提出的稳健估计方法进行估计。

7.3 研究不足与展望

7.3.1 不足

本研究中通过将密度幂散度族应用于小域估计模型，改进了 BLUP 的精度

和稳健性。但是，本研究仍然存在不足之处。主要有如下几方面：
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（1）本研究中将密度幂散度模型应用于基本小域模型，对于更加复杂的线性

混合模型、广义线性混合模型的稳健估计没有深入讨论。在小域估计中，混合线

性模型和广义线性混合模型也是非常重要的模型之一，有非常广泛的应用，如果

将密度幂散度族方法应用于该类模型，也是一项非常有意义的研究。

（2）针对污染非常严重的观测数据，本文中提出的方法对其估计效果一般。

在本研究的模拟实验中发现，对于来自于混合正态总体的观测数据，当污染比例

和污染方差变大时，现有的几种稳健估计量的 MSE 均呈现出发散趋势。虽然本

文提出的估计量具有相对较小的 MSE，但是该情形下估计量 MSE仍然较大（尽

管这种趋势难以避免）。

（3）在本文的模拟研究部分，仅展示了当随机效应、模型误差项是混合正态

分布情形下的稳健估计结果。实际上，通过作者的模拟发现，当随机效应和模型

误差服从其它的有偏分布（t 分布、Γ 分布）时，本研究中提出的估计方法仍然

具有较高的稳健性。这些模拟结果在本文中并没有一一列举。

7.3.2 展望

本文通过将稳健估计中的密度幂散度应用于小域估计问题，得到了基本小

域估计模型的稳健估计。在后续的研究中，可以聚焦于如下几个方面的研究。

可以尝试将本研究方法进一步推广应用于指数分布情形的小区域估计问题。

在小域估计中，混合线性模型和广义线性混合模型也是非常重要的模型之一，有

非常广泛的应用背景。将本文中提出的基于密度幂散度族的小域估计方法应用

于混合线性模型和广义线性模型，进一步完善稳健小域估计的理论。也为更加复

杂的应用场景提供可选的估计方法。

在本研究的基础上，还可以做如下工作：有关小域稳健估计的应用方面，Tang

et al. [150] 提出了一种全局——局部收缩限样的方法来刻画小域估计中的随机效

应，在贝叶斯分析的框架下给出了参数和目标变量的后验估计。与本文提出的稳

健估计不同，该方法主要适用于区域数量较大的区域水平模型。Kurisu et al. [151]

利用了和本文同样的估计方法，给出了区域水平模型的置信区间的估计。类似

地，可以在本文的基础上给出单元水平模型的置信区间估计。在本文的稳健估计

方法中，其中调整参数的选取采用了 IWJ 算法，而 Sugasawa et al. [94] 给出了最

小化密度幂类方法的调整参数选择的另外一种方法。因此，本文的研究框架下，

同样可以采用 Sugasawa 提出的方法来选择调整参数，从而达到稳健小域估计的

目的。
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在小域估计的稳健估计中，可以尝试应用模型平均的方法。Bates et al. [152]

提出模型平均的方法比起单一的估计模型具有更高的估计效率。此后，模型平

均方法在统计预测中得到了广泛应用，其中较为典型的应用方法有 Hansen [153]

给出的最小二乘模型平均方法、预测模型平均等，Zhang [154] 完善了最小二乘模

型平均的理论基础。为提高小域估计的准确度，模型平均的方法在小域估计中

的应用研究将是一个非常有意义工作。然而目前鲜有学者致力于这种方法的研

究，因而基于模型平均方法的小域估计研究充满了挑战和机遇。另外，基于机

器学习和深度学习方法的小域估计研究也是今年来的研究热点，如 Kontokosta

et al. [155], Singleton et al. [156] 等人将机器学习的方法应用于小域估计中探究小域

上的应用问题。
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论文中相关定理的证明

A.1 第四章中的定理证明

证明 1 (引理4.1的证明) 由于

E
{(
yi − xT

i β
)c
ski
}
=

V kα
i

{2π (A+Di)}1/2

∫ ∞

−∞

(
t− xT

i β
)c exp

{
−
(kα + 1)

(
t− xT

i β
)2

2 (A+Di)

}
dt

=
V kα
i

(kα + 1)1/2
E (Zc) ,

其中 Z ∼ N {0, (A+Di) /(kα + 1)}。因此，当 c 是奇数时，上述期望值为 0。另

外，当 c = 2j, j = 0, 1, 2, · · · 时，有 E (Z2j) = (2j− 1)!!(A+ Di)
j (kα+1)−j，从

而引理成立。

证明 2 (定理4.1的证明) 因 θ̃i = E (θi | yi)，有

E

{(
θ̃Ri − θi

)2}
= E

{(
θ̃i − θi

)2}
+ E

{(
θ̃Ri − θ̃i

)2}
=

ADi

A+Di

+ E

{(
θ̃Ri − θ̃i

)2}
≡ g1i(A) + g2i(A).

由于 θ̃Ri − θ̃i = (A+Di)
−1Di

(
yi − xT

i β
)
(1− πγViγsi)，故

g2i(A) =
D2
i

(A+Di)
2E
{(
yi − xT

i β
)2

(1− πγViγsi)2
}
,

结合引理4.1的内容，便可得 g2i(A) 的表达式。

证明 3 (定理4.2的证明) 由于参数 β̂γ 和 Âγ 是由估计方程 (4.6) 解得。为

了方便，记式 (4.6) 中得第一个公式为 Fβ, 第二个公式为 FA，那么根据 (4.6) 有

如下的结果：

∂Fβ
∂βT = π(γ)

m∑
i=1

{
Viγ

xix
T
i si

(A+Di)2
(
γ(yi − xT

i β)
2 − (A+Di)

)}
,

∂FA
∂β

= π(γ)
m∑
i=1

{
Viγ

xisi(yi − xT
i β)

(A+Di)3

(
γ(yi − xT

i β)
2 − 2 + 3γ

1 + γ
(A+Di)

)}
,

∂FA
∂A

= π(γ)
m∑
i=1

{
γViγ
2

si(yi − xT
i β)

4

(A+Di)4
− 2 + 3γ

1 + γ

Viγsi(yi − xT
i β)

2

(A+Di)3
+

2 + 3γ

2(1 + γ)2
Viγsi

(A+Di)2

}
.

利用引理4.1 可知，E
(
∂Fβ/∂β

T) = mJβ, E (∂FA/∂β) = 0 和 E (∂FA/∂A) =

−mJA。并且结合引理4.1, 有 E
(
FβF

t
β

)
= Kβ, E (FβFA) = 0 和 E (F 2

A) = KA。

因此，̂βα 和 Âα 是渐近独立的，并且其渐近方差分别为 J−1
β KβJ

−1
β 和 J−1

A KAJ
−1
A 。
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证明 4 (定理4.3的证明) 根据定义，MSE Mi = E

{(
θ̂Ri − θi

)2}
可以分解

为

Mi = E

{(
θ̃Ri − θi

)2}
+ 2E

{(
θ̃Ri − θi

)(
θ̂Ri − θ̃Ri

)}
+ E

{(
θ̂Ri − θ̃Ri

)2}
,

根据定理4.2可知，上述分解中的第一项为 g1i(A) + g2i(A)。上式第二项的期望为

0，因此只需估计上式的第三项，这里采用 Taylor 展式对其进行展开可得：

θ̂Ri − θ̃Ri =
∂θ̃Ri
∂ϕT

(
ϕ̂γ − ϕ

)
+

1

2

(
ϕ̂γ − ϕ

)T ∂2θ̃Ri
∂ϕ∗∂ϕT

∗

(
ϕ̂γ − ϕ

)
,

其中 ϕ∗ 与 ϕ 和 ϕ̂γ 相关。那么

E

{(
θ̂Ri − θ̃Ri

)2}
= E

{∂θ̃Ri
∂ϕT

(
ϕ̂γ − ϕ

)}2
+R1 +R2,

其中 R1 = E

{(
ϕ̂γ − ϕ

)T (
∂θ̃Ri /∂ϕ

)(
ϕ̂γ − ϕ

)T (
∂2θ̃Ri /∂ϕ∗∂ϕ

T
∗

)(
ϕ̂γ − ϕ

)T
}
和

R2 = E

[{(
ϕ̂γ − ϕ

)T (
∂2θ̃Ri /∂ϕ∗∂ϕ

T
∗

)(
ϕ̂γ − ϕ

)T
}2
]
/4. 为了推导上式，这里引

入如下的引理。

引理 7.1 在正则性条件下，E
(∣∣∣ϕ̂γ(k) − ϕk∣∣∣r) = O

(
m−r/2) 对任意 r > 0 和

k = 1, · · · , p+ 1 成立，其中 ϕ̂γ(k) 是 ϕ̂γ 的第 k 个元素。

根据一致可积性和定理 4.2可知，E
(
mr
∣∣∣ϕ̂γ(k) − ϕk∣∣∣r) = O(1) 在正则性条

件下成立，因而上述引理成立。

通过直接计算可得

∂θ̃Ri
∂β

= −πγViγDisixi
(A+Di)2

(
γ(yi − xT

i β)
2 − (A+Di)

)
,

∂θ̃Ri
∂A

= −πγViγDisi(yi − xT
i β)

2(A+Di)3

{
γ(yi − xT

i β)
2 − 3γ + 2

1 + γ
(A+Di)

}
.

另外有

∂2θ̃Ri
∂β∂βT = −γπγViγDisixix

T
i

(A+Di)3
(
γ(yi − xT

i β)
3 − 3(A+Di)(yi − xT

i β)
)
,

∂2θ̃Ri
∂A2

= −πγViγDisi(yi − xT
i β)

2(A+Di)5

{
γ2

2
(yi − xT

i β)
4 − 5γ2 + 4γ

1 + γ
(yi − xT

i β)
2(A+Di)

+
15γ2 + 22γ + 8

2(1 + γ)2
(A+Di)

2

}
.

170



兰州财经大学博士学位论文 附 录

其中

R1 =

p+1∑
j=1

p+1∑
k=1

p+1∑
ℓ=1

E

{(
∂θ̃Ri
∂ϕj

)(
∂2θ̃Ri
∂ϕk∂ϕℓ

)(
ϕ̂γ(j) − ϕj

)(
ϕ̂γ(k) − ϕk

)(
ϕ̂γ(ℓ) − ϕℓ

)}

≡
p+1∑
j=1

p+1∑
k=1

p+1∑
ℓ=1

U1jkℓ.

结合 Hölder 不等式

|U1jkl| ≤ E

{∣∣∣(∂θ̃Ri∂ϕj

)(
∂2θ̃Ri
∂ϕ∗k∂ϕ

∗
ℓ

)∣∣∣4}1/4

E

{∣∣∣(ϕ̂γ(j) − ϕj)(ϕ̂γ(k) − ϕk)(ϕ̂γ(ℓ) − ϕℓ)∣∣∣4/3}3/4

≤ E

(∣∣∣∂θ̃Ri∂ϕj

∣∣∣8)1/8

E

(∣∣∣ ∂2θ̃Ri
∂ϕ∗k∂ϕ

∗
ℓ

∣∣∣8)1/8∏
a∈{j,k,ℓ}E

(∣∣∣ϕ̂γ(a) − ϕa∣∣∣4)1/4

.

因 E

(∣∣∣∂θ̃Ri /∂ϕj∣∣∣8) < ∞ ，根据引理7.1可知 E

(∣∣∣∂2θ̃Ri /∂ϕ∗
k∂ϕ

∗
ℓ

∣∣∣8) < ∞, R1 =

o (m−1) . 同理可知 R2 = o (m−1).

E

[{
∂θ̃Ri
∂ϕT

(
ϕ̂γ − ϕ

)}2
]
= tr

[
E
(
∂θ̃Ri
∂ϕ

∂θ̃Ri
∂ϕT

)
E

{(
ϕ̂γ − ϕ

)(
ϕ̂γ − ϕ

)T
}]

+ o (m−1)

= 1
m

tr
{
E
(
∂θ̃Ri
∂β

∂θ̃Ri
∂βT

)
J−1
β KβJ

−1
β

}
+ 1

m
E

{(
∂θ̃Ri
∂A

)2}
J−1
A KAJ

−1
A + o (m−1) .

结合定理4.2有

E

(
∂θ̃Ri
∂β

∂θ̃Ri
∂βT

)
=
π2
γV

2γ
1+γ

i D2
i xix

T
i

(A+Di)
2

3γ2 + 2γ + 1

(2γ + 1)5/2
,

E


(
∂θ̃Ri
∂A

)2
 =

π2
γV

2γ
1+γ

i D2
i

4 (A+Di)
3

15γ4 + 36γ3 + 34γ2 + 16γ + 4

(2γ + 1)5(1 + γ)2
.

得到 E

{(
θ̂Ri − θ̃Ri

)2}
= m−1g3i(A)+m

−1g4i(A)+o (m
−1). 因 E

{(
θ̃Ri − θi

)(
θ̂Ri − θ̃Ri

)}
,

E
{(
θ̃Ri − θi

)(
θ̂Ri − θ̃Ri

)}
= E

{(
θ̃Ri − θ̃i

)(
θ̂Ri − θ̃Ri

)}
=

Di

A+Di

E
{
(1− πγViγsi) (yi − xT

i β)
(
θ̂Ri − θ̃Ri

)}
.

通过 Taylor 展式

θ̂Ri − θ̃Ri =
∂θ̃Ri
∂ϕT

(
ϕ̂γ − ϕ

)
+

1

2

(
ϕ̂α − ϕ

)T ∂2θ̃Ri
∂ϕ∂ϕT

(
ϕ̂α − ϕ

)
+R3,

其中

R3 =
1

6

p+1∑
k=1

p+1∑
j=1

p+1∑
ℓ=1

∂3θ̃Ri
∂ϕ∗

k∂ϕ
∗
j∂ϕ

∗
ℓ

(
ϕ̂γ(k) − ϕk

)(
ϕ̂γ(j) − ϕj

)(
ϕ̂γ(ℓ) − ϕℓ

)
,

171



兰州财经大学博士学位论文 基于密度幂散度族的稳健小域估计

类似与 R1 的证明，有 E {(1− πγViγsi)uiR3} = o (m−1) 。那么，

E
{(
θ̃Ri − θi

)(
θ̂Ri − θ̃Ri

)}
= Di

A+Di
E
{
(1− πγViγsi) (yi − xT

i β)
∂θ̃Ri
∂ϕT

(
ϕ̂γ − ϕ

)}
+

Di

2(A+Di)
E

{
(1− πγViγsi) (yi − xT

i β)
(
ϕ̂γ − ϕ

)T
∂2θ̃Ri
∂ϕ∂ϕT

(
ϕ̂γ − ϕ

)}
+ o (m−1)

≡ T1 + T2 + o (m−1) ,

其中

T2 =
Di

2m(A+Di)
tr
[
E

{
(1− πγViγsi) (yi − xT

i β)
∂2θ̃Ri
∂β∂βT

}
J−1
β KβJ

−1
β

]

+
DiKA

2m(A+Di)J2
A

E

{
(1− πγViγsi) (yi − xT

i β)
∂2θ̃Ri
∂A2

}
+ o

(
m−1

)
.

根据文献 Lohr et al. [157] 的结果，有

E
(
β̂γ − β | yi

)
= bβ −m−1πγViγ(A+Di)

−1J−1
β xisi(yi − xT

i β) + op (m
−1) ,

E
(
Âγ − A | yi

)
= bA −m−1J−1

A

{
πγViγ(yi−xT

i β)
2si

(A+Di)2
− Viγ

1+γ
si

A+Di

}
+ op (m

−1) ,

其中 bβ = limm→∞mE
(
β̂γ − β

)
和 bA = limm→∞mE

(
Âγ − A

)
，所以

T1 =−
Di

m(A+Di)2
E

{
πγViγsi (1− πγViγsi) (yi − xT

i β)
2 ∂θ̃

R
i

∂βTJ
−1
β xi

}

− Di

m(A+Di)3JA
E

{
Viγsi (1− πγViγsi) (yi − xT

i β)
∂θ̃Ri
∂A

(
πγ(yi − xT

i β)
2 − (A+Di)

1 + γ

)}
+ o

(
m−1

)
.

结合引理 4.1的内容, E
{(
θ̃Ri − θi

)(
θ̂Ri − θ̃Ri

)}
= m−1g5i(A)+ o (m−1), 至此证

明完成。

B.2 5.1中的证明和推导

为了后续推导计算的方便，首先给出5.1相关变量的导数的推导，如下偏导

数用于求解 MDPDE 估计方程

∂|Vi|
∂β

= 0,
∂|Vi|
∂σ2

v

= ai·σ
2(ni−1)
e

ni∏
j=1

k2ij,

∂|Vi|
∂σ2

e

=
(
niσ

2(ni−1)
e + (ni − 1)ai·σ

2
vσ

2(ni−2)
e

) ni∏
j=1

k2ij,
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∂Bi

∂β
= − 2

σ2
e

ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)xTij +
2σ2

v

σ2
e(σ

2
v +

σ2
e

ai·
)
x̄Ti

(
ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)
)
,

∂Bi

∂σ2
v

= − 1

a2i·(σ
2
v +

σ2
e

ai·
)2

(
ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)
)2

,

∂Bi

∂σ2
e

= − 1

σ4
e

ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)2 +
2σ2

eσ
2
v + ai·σ

4
v

(ai·σ2
v + σ2

e)
2σ4

e

(
ni∑
j=1

aij(yij − xijβ)
)2

,

下面给出定理5.1的证明

证明 5 (定理 5.1的证明) 借助于 Ghosh et al. [135] 中定理 3.1 中关于极大

似然估计一致性的证明，令 θ̂ 是 θ 的 RMDPD 估计量，那么

∂

∂θ
d̂γ (fθ, g) =

∂

∂θ

[
1

m

m∑
i=1

∫
y

f 1+γ
θ (y | xi) dy −

1 + γ

mγ

m∑
i=1

fγθ (yi | xi)
]
= 0.

进一步，将其写成 M 估计量的估计方程形式，即
m∑
i=1

Ψθ̂ (yi | xi) = 0. (B.2.1)

其中

Ψθ (yi | xi) = uθ (yi | xi) fγθ (yi | xi)−
∫
y

uθ (y | xi) f 1+γ
θ (yi | xi) dy,

令 θg 是 θ 的真实值，根据 E
(∑m

i=1Ψθ̂ (yi | xi)
)
= 0 可知

m∑
i=1

[∫
y

uθg (y | xi) fγθg (y | xi) g (y | xi) dy −
∫
y

uθg (y | xi) f 1+γ
θg

(yi | xi) dy
]
= 0.

(B.2.2)

对式 (B.2.1) 进行泰勒展开可得

1

m

m∑
i=1

Ψθg (yi | xi) +
1

m

m∑
i=1

∂

∂θ
Ψθ (yi | xi)

∣∣∣∣∣
θ=θg

(
θ̂ − θg

)
+Rm = 0�

或者
√
m
(
θ̂ − θg

)
= −

 1

m

m∑
i=1

∂

∂θ
Ψθ (yi | xi)

∣∣∣∣∣
θ=θg

−1 [
1√
m

m∑
i=1

Ψθg (yi | xi) +
√
mRm

]
.

(B.2.3)

其中 RN 是余项。利用若大数定律有

1

m

m∑
i=1

∂

∂θ
Ψθ (yi | xi)
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p→ lim
m→∞

E
[
1

m

m∑
i=1

∂

∂θ
Ψθ (yi | xi)

]
p→ lim

m→∞

1

m

m∑
i=1

E
[
∂

∂θ

(
uθf

γ
θ −

∫
uθf

1+γ
θ

)]
p→ lim

m→∞

1

m

m∑
i=1

E
[
−Iθfγθ + γuθu

T
θ f

γ
θ −

∫ {
−Iθf 1+γ

θ + (1 + γ)uθu
T
θ f

1+γ
θ

}]
p→ lim

m→∞

1

m

m∑
i=1

[
−
∫
Iθf

γ
θ g + γ

∫
uθu

T
θ f

γ
θ g +

∫
Iθf

1+γ
θ − (1 + γ)

∫
uθu

T
θ f

1+γ
θ

]
p→ − lim

m→∞

1

m

m∑
i=1

[∫
uθu

T
θ f

1+γ
θ +

∫ (
Iθ − γuθuTθ

)
(g − fθ) fγθ

]
.

因此
1

m

m∑
i=1

∂

∂θ
Ψθ (yi | xi)

∣∣∣∣∣
θ=θg

p→ − lim
m→∞

1

m

m∑
i=1

J (i) = −J. (B.2.4)

根据 (B.2.2), 有

E
[

1√
m

m∑
i=1

Ψθg (yi | xi)
]

=
1√
m

m∑
i=1

[∫
y

uθg (y | xi) fγθg (y | xi) g (y | xi) dy −
∫
y

uθg (y | xi) f 1+γ
θg

(yi | xi) dy
]

= 0. (B.2.5)

那么，

V

[
1√
m

m∑
i=1

Ψθg (yi | xi)
]

=
1

m

m∑
i=1

V
[
Ψθg (yi | xi)

]
=

1

m

m∑
i=1

[∫
y

uθg (y | xi)uTθg (y | xi) f
2γ
θg

(y | xi) g (y | xi) dy − ξ(i)ξ(i)T
]

=
1

m

m∑
i=1

K(i). (B.2.6)

根据 Lehmann [158] 以及式 (B.2.5) 和 (B.2.6), 利用中心极限定理可得

1√
m

m∑
i=1

Ψθg (yi | xi)
a∼ N(0, K). (B.2.7)

在正则性条件下，易知公式 (B.2.3) 中的余项满足
√
mRm = op(1)。故而，结合

公式 (B.2.3 ) 和 (B.2.7 )，可得式 (B.2.3 )
√
N
(
θ̂ − θg

)
a∼ N

(
0, J−1KJ−1

)
.
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至此，完成证明。

B.2.1 渐近分布协方差均值的计算

根据 ξ(i),uθ 的定义:

ξ(i) =

∫
y

uθ (y | xi) fγ+1
θ (y | xi) dy,

有

ξ
(i)
β =

∫
yi

uβ (yi | xi) f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

[
1

σ2
e

ni∑
j=1

aijxij (yij − xijβ)−
ai·σ

2
vx̄i

σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

]
f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

= 0,

结合式 (5.13)，有

ξ
(i)

σ2
v
=

∫
yi

uσ2
v
(yi | xi) f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

− ai·
2 (σ2

e + ai·σ2
v)

+
1

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2
 f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

= − ai·
2 (σ2

e + ai·σ2
v)
×M(1 + γ),

+
1

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
2 ×M

(
ai·σ

2
e + a2i·σ

2
v

)
,

= − Mai·γ

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
,

ξ
(i)

σ2
e
=

∫
yi

uσ2
e
(yi | xi) f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

[
−niσ

2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v

2σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

1

2σ4
e

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)2

− σ2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yit − xitβ)

}2
 f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=− niσ
2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v

2σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
×M(1 + γ),

+
1

2σ4
e

×M
(
niσ

2
e + ai·σ

2
v

)
,

− σ2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2 ×M

(
ai·σ

2
e + a2i·σ

2
v

)
,

=− Mγ [niσ
2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v ]

2σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
.
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B.2.2 模型中矩阵 J(i) 的计算

根据 J(i) 的定义，有

J(i)

σ2
v
=

∫
yi

u2
σ2
v
(y | xi) f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

− ai·
2 (σ2

e + ai·σ2
v)

+
1

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2
2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=
a2i·

4 (σ2
e + ai·σ2

v)
2

∫
yi

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi −

ai·

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
3

∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi +

1

4 (σ2
e + ai·σ2

v)
4

∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yit − xitβ)

}4

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=
a2i·M(1 + γ)

4 (σ2
e + ai·σ2

v)
2 ,

− ai·

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
3 ×M

(
ai·σ

2
e + a2i·σ

2
v

)
+

1

4 (σ2
e + ai·σ2

v)
4 ×

3M (ai·σ
2
e + a2i·σ

2
v)

2

1 + γ

=
Ma2i· (γ

2 + 2)

4 (σ2
e + ai·σ2

v)
2 (1 + γ)

.
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结合5.13,

J(i)
β =

∫
yi

uβ (yi | xi)uTβ (yi | xi) f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

[
1

σ2
e

ni∑
j=1

aijxij (yij − xijβ)−
ai·σ

2
vx̄i

σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

]
[
1

σ2
e

ni∑
j=1

aijxij (yij − xijβ)−
ai·σ

2
vx̄i

σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

]T
f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=

ni∑
j=1

[
1

σ4
e

xijx
T
ij −

2ai·σ
2
vxijx̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a2i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

] ∫
yi

a2ij (yij − xijβ)
2 f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

+
∑
j ̸=j′

[
1

σ4
e

xijx
T
ij′ −

2ai·σ
2
vxijx̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a2i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

] ∫
yi

aijaij′ (yij − xijβ)

(yij′ − xij′β) f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=M

ni∑
j=1

[
1

σ4
e

xijx
T
ij −

2ai·σ
2
vxijx̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a2i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
aij
(
σ2
e + aijσ

2
v

)
+M

∑
j ̸=j′

[
1

σ4
e

xijx
T
ij′ −

2ai·σ
2
vxijx̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a2i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
aijaij′σ

2
v ,

=Mσ2
e

ni∑
j=1

[
1

σ4
e

xijx
T
ij −

2ai·σ
2
vxijx̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a2i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
aij

+Mσ2
v

ni∑
j,j′=1

[
1

σ4
e

xijx
T
ij′ −

2ai·σ
2
vxijx̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a2i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
aijaij′

=Mσ2
e

ni∑
j=1

1

σ4
e

aijxijx
T
ij +Mσ2

e

[
− 2a2i·σ

2
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a3i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
+Mσ2

v

[
a2i·
σ4
e

x̄ix̄Ti −
2a3i·σ

2
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a4i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
=M

[
σ2
e

σ4
e

ni∑
j=1

aijxijx
T
ij +

σ2
va

2
i·

σ4
e

x̄ix̄Ti +
(
σ2
e + ai·σ

2
v

){
− 2a2i·σ

2
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a3i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

}]

=Mσ−4
e

[
σ2
e

ni∑
j=1

aijxijx
T
ij + σ2

va
2
i·x̄ix̄Ti − 2σ2

va
2
i·x̄ix̄Ti +

a3i·σ
4
vx̄ix̄Ti

(σ2
e + ai·σ2

v)

]

=Mσ−4
e

[
σ2
e

ni∑
j=1

aijxijx
T
ij + σ2

va
2
i·

(
ai·σ

2
v

(σ2
e + ai·σ2

v)
− 1

)
x̄ix̄Ti

]
.

J(i)

σ2
e
=

∫
yi

u2σ2
e
(y | xi) f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

[
−niσ

2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v

2σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

1

2σ4
e

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)2
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− σ2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yit − xitβ)

}2
2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=
(niσ

2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v)

2

4σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

∫
yi

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

+
1

4σ8
e

∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)2
}2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

+
σ4
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2

4σ8
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
4

∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yit − xitβ)

}4

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

− niσ
2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v

2σ6
e (σ

2
e + ai·σ2

v)

ni∑
j=1

∫
yi

aij (yit − xitβ)2 f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

+
(niσ

2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v)σ

2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2σ6
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
3

∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yit − xitβ)

}2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

− σ2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2σ8
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

ni∑
j=1

∫
yi

aij (yij − xijβ)2
{

ni∑
j=1

aij (yit − xitβ)

}2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=
(niσ

2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v)

2

4σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2 ×M(1 + γ)

+
1

4σ8
e

M {(n2
i + 2ni)σ

4
e + 2(ni + 2)ai·σ

2
eσ

2
v + 3a2i·σ

4
v}

1 + γ

+
σ4
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2

4σ8
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
4 ×

3M (ai·σ
2
e + a2i·σ

2
v)

2

1 + γ

− niσ
2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v

2σ6
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
×

ni∑
j=1

M
(
σ2
e + aijσ

2
v

)
+

(niσ
2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v)σ

2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2σ6
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
3 ×M

(
ai·σ

2
e + a2i·σ

2
v

)
− σ2

v (2σ
2
e + ai·σ

2
v)

2σ8
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2 ×M

(niai· + 2ai·)σ
4
e +

(
nia

2
i· + 2a2i· + 3

∑ni

j=1 a
2
ij

)
σ2
eσ

2
v

1 + γ

+
3σ4

v

∑ni

j=1 aij
(
a2i· − aijai· + a2ij

)
1 + γ

}

=
M(γ − 1) (niσ

2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v)

2

4σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

+
M {(n2

i + 2ni)σ
4
e + 2(ni + 2)ai·σ

2
eσ

2
v + 3a2i·σ

4
v}

4σ8
e (1 + γ)

+
3Ma2i·σ

4
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2

4 (1 + γ)σ8
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2
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− σ2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2σ8
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2 ×M

(niai· + 2ai·)σ
4
e +

(
nia

2
i· + 2a2i· + 3

∑ni

j=1 a
2
ij

)
σ2
eσ

2
v

1 + γ

+
3σ4

v

∑ni

j=1 aij
(
a2i· − aijai· + a2ij

)
1 + γ

}
.

根据5.13

J(i)

β,σ2
v
=

∫
yi

uβ (yi | xi)uσ2
v
(yi | xi) f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

[
1

σ2
e

ni∑
j=1

aijxij (yij − xijβ)−
ai·σ

2
vx̄i

σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

]

×

− ai·
2 (σ2

e + ai·σ2
v)

+
1

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2
 f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=0.

同样地，

J(i)

β,σ2
e
=

∫
yi

uβ (yi | xi)uσ2
e
(yi | xi) f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

[
1

σ2
e

ni∑
j=1

aijxij (yij − xijβ)−
ai·σ

2
vx̄i

σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

]

×

[
−niσ

2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v

2σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

1

2σ4
e

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)2

− σ2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yit − xitβ)

}2
 f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=0.

J(i)

σ2
v ,σ

2
e
=

∫
yi

uσ2
v
(yi | xi)uσ2

e
(yi | xi) f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

− ai·
2 (σ2

e + ai·σ2
v)

+
1

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2


×

[
−niσ

2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v

2σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

1

2σ4
e

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)2

− σ2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

2σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yit − xitβ)

}2
 f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=
niai·σ

2
e + (ni − 1)a2i·σ

2
v

4σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

∫
yi

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi
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+
1

4σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

ni∑
j=1

∫
yi

aij (yij − xijβ)2
{

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

− σ2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

4σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
4

∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}4

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

− ai·
4σ4

e (σ
2
e + ai·σ2

v)

∫
yi

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)2 f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

+

[
ai·σ

2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

4σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
3 −

niσ
2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v

4σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
3

] ∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=
niai·σ

2
e + (ni − 1)a2i·σ

2
v

4σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2 ×M(1 + γ)

+
1

4σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2 ×M

(niai· + 2ai·)σ
4
e +

(
nia

2
i· + 2a2i· + 3

∑ni

j=1 a
2
ij

)
σ2
eσ

2
v

1 + γ

+
3σ4

v

∑ni

j=1 aij
(
a2i· − aijai· + a2ij

)
1 + γ

}

− σ2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

4σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
4 ×

3M (ai·σ
2
e + a2i·σ

2
v)

2

1 + γ

− ai·
4σ4

e (σ
2
e + ai·σ2

v)
×M

(
niσ

2
e + ai·σ

2
v

)
+

[
ai·σ

2
v (2σ

2
e + ai·σ

2
v)

4σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
3 −

niσ
2
e + (ni − 1)ai·σ

2
v

4σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
3

]
×M

(
ai·σ

2
e + a2i·σ

2
v

)
=M(1 + γ)

niai·σ
2
e + (ni − 1)a2i·σ

2
v

4σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

+
M

4σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

(niai· + 2ai·)σ
4
e +

(
nia

2
i· − 4a2i· + 3

∑ni

j=1 a
2
ij

)
σ2
eσ

2
v

1 + γ

+
3σ4

v

∑ni

j=1 aij
(
−aijai· + a2ij

)
1 + γ

}

− Mai· (niσ
2
e − (ni − 1)aiσ

2
v)

2σ2
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2 .

B.2.3 矩阵 J(i) 的计算

∫
yi

aijaij′ (yij − xijβ) (yij′ − xij′β) f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=

∫
zi

aijaij′zijzij′f
1+γ
θ (zi | 0) dzi, where fθ (zi | 0) is Nni

(0,Vi)

= (2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2

∫
zi

aijaij′zijzij′(2π)
−ni

2 |Vi|−
1
2 exp

{
−1 + γ

2
z′iV−1

i zi

}
dzi
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= (2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2 (1 + γ)−

ni
2

∫
zi

aijaij′zijzij′(2π)
−ni

2

∣∣∣∣ Vi

1 + γ

∣∣∣∣− 1
2

exp
{
−1

2
z′i

(
Vi

1 + γ

)−1

zi

}
dzi

= (2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2 (1 + γ)−

ni+2

2 aijaij′Vi−jj′

=Maijaij′Vi−jj′ . (B.2.8)

其中

M = (2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2 (1 + γ)−

ni+2

2

= (2π)−
niγ

2 (1 + γ)−
ni+2

2

(
σ2(ni−1)
e (σ2

e + ai·σ
2
v)

ni∏
j=1

k2ij

)− γ
2

= (2π)−
niγ

2 (1 + γ)−
ni+2

2 σ
2(− γ(ni−1)

2
)

e (σ2
e + ai·σ

2
v)

− γ
2

ni∏
j=1

k−γij . (B.2.9)

当 j = j′, 式 (B.2.8) 可以表示为∫
yi

a2ij (yij − xijβ)
2 f 1+γ

θ (yi | xi) dyi =Maij
(
σ2
e + aijσ

2
v

)
. (B.2.10)

对于 j ̸= j′, 结合 (B.2.8), 有∫
yi

aijaij′ (yij − xijβ) (yij′ − xij′β) f 1+γ
θ (yi | xi) dyi =Maijaij′σ

2
v . (B.2.11)

对任意的两个整数 r 和 s, 其中 (r + s) 是奇数时有∫
yi

arija
s
ij′ (yij − xijβ)

r (yij − xijβ)s f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=

∫
zi

arija
s
ij′z

r
ijz

s
ijf

1+γ
θ (zi | 0) dzi, where fθ (zi | 0) is NT (0,Vi)

= 0 (B.2.12)

另∫
yi

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi =

∫
zi

f 1+γ
θ (zi | 0) dzi, where fθ (zi | 0) is NT (0,Vi)

= (2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2

∫
zi

(2π)−
ni
2 |Vi|−

1
2 exp

{
−1 + γ

2
z′iV−1

i zi

}
dzi

= (2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2 (1 + γ)−

ni
2

∫
zi

(2π)−
ni
2

∣∣∣∣ Vi

1 + γ

∣∣∣∣− 1
2

exp
{
−1

2
z′i

(
Vi

1 + γ

)−1

zi

}
dzi

= (2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2 (1 + γ)−

ni
2
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=M(1 + γ), (B.2.13)

所以∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=

∫
zi

{
ni∑
j=1

aijzij

}2

f 1+γ
θ (zi | 0) dzi, where fθ (zi | 0) is Nni

(0,Vi)

= (2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2

∫
zi

{
ni∑
j=1

aijzij

}2

(2π)−
ni
2 |Vi|−

1
2 exp

{
−1 + γ

2
z′iV−1

i zi

}
dzi

= (2π)−
niγ

2 |Vi|−
γ
2 (1 + γ)−

ni
2

∫
zi

{
ni∑
j=1

aijzij

}2

(2π)−
ni
2

∣∣∣∣ Vi

1 + γ

∣∣∣∣− 1
2

exp
{
−1

2
z′i

(
Vi

1 + γ

)−1

zi

}
dzi

=M(1 + γ)E

[ ni∑
j=1

aijsij

]2
=M

(
ai·σ

2
e + a2i·σ

2
v

)
. (B.2.14)

同样地，

∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}4

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi =M(1 + γ)E

[ ni∑
j=1

aijsij

]4
=

3M (ai·σ
2
e + a2i·σ

2
v)

2

1 + γ
. (B.2.15)

∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)2
}2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi =

∫
yi

{
ni∑
j=1

aijz
2
ij

}2

f 1+γ
θ (zi | 0) dzi

=M(1 + γ)E

[ ni∑
j=1

aijs
2
ij

]2
=
M {(n2

i + 2ni)σ
4
e + 2(ni + 2)ai·σ

2
eσ

2
v + 3a2i·σ

4
v}

1 + γ
, (B.2.16)

∫
yi

aij′ (yij′ − xij′β)2
{

ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi
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=M(1 + γ)E

aij′s2ij′
[

ni∑
j=1

aijsij

]2
=
M
{
(ai· + 2aij′)σ

4
e +

(
a2i· + 2aij′ai· + 4a2ij − a2ij′

)
σ2
eσ

2
v + 3aij′

(
a2i· − aij′ai· + a2ij′

)
σ4
v

}
1 + γ

.

(B.2.17)

B.2.4 相关积分的期望

假设 si ∼ Nni

(
0, Vi

1+γ

)
，那么

V
(

ni∑
j=1

aijsij

)
=

ni∑
j=1

V (aijsij) +
∑
j ̸=j′

cov (aijaij′sijsij′)

=
1

1 + γ

ni∑
j=1

a2ijVi−jj +
1

1 + γ

∑
j ̸=j′

aijaij′Vi−jj′

=
1

1 + γ

ni∑
j=1

a2ij
(
k2ijσ

2
e + σ2

v

)
+

1

1 + γ

∑
j ̸=j′

aijaij′σ
2
v

=
1

1 + γ

(
σ2
e

ni∑
j=1

aij + σ2
v

ni∑
j=1

a2ij

)
+

1

1 + γ
σ2
v

∑
j ̸=j′

aijaij′

=
1

1 + γ

(
ai·σ

2
e + a2i·σ

2
v

)
,

其中 Vi−jj′ 是 Vi 的第 j 行 j′ 列的元素。

因此，
∑ni

j=1 aijsij ∼ N
(
0, 1

1+γ

(
ai·σ

2
e + aTi aiσ

2
v

))
. 且

E

[ ni∑
j=1

aijsij

]2 =
1

1 + γ

(
ai·σ

2
e + a2i·σ

2
v

)
, (B.2.18)

E

[ ni∑
j=1

aijsij

]4 =
3

(1 + γ)2
(
ai·σ

2
e + a2i·σ

2
v

)2
. (B.2.19)

和

E

[ ni∑
j=1

aijs
2
ij

]2 = E
(

ni∑
j=1

a2ijs
4
ij +

∑
j ̸=j′

aijaij′s
2
ijs

2
ij′

)

=

ni∑
j=1

3a2ijV
2
i−jj

(1 + γ)2
+
∑
j ̸=j′

aijaij′
(
Vi−jjVi−j′j′ + 2V 2

i−jj′
)

(1 + γ)2

=
3
∑ni

j=1 a
2
ij

(
k2ijσ

2
e + σ2

v

)2
(1 + γ)2

+

∑
j ̸=j′ aijaij′

(
k2ijσ

2
e + σ2

v

) (
k2ij′σ

2
e + σ2

v

)
+ 2

∑
j ̸=j′ aijaij′σ

4
v

(1 + γ)2

=
2
∑ni

j=1 (σ
2
e + aijσ

2
v)

2
+
(∑ni

j=1 (σ
2
e + aijσ

2
v)
)2

+ 2
∑

j ̸=j′ aijaij′σ
4
v

(1 + γ)2
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=
2niσ

4
e + 4σ2

eσ
2
v

∑ni

j=1 aij + 2σ4
v

∑ni

j=1 a
2
ij + n2

iσ
4
e + 2niai·σ

2
eσ

2
v + a2i·σ

4
v + 2σ4

v

∑
j ̸=j′ aijaij′

(1 + γ)2

=
(n2

i + 2ni)σ
4
e + 2(ni + 2)ai·σ

2
eσ

2
v + 3a2i·σ

4
v

(1 + γ)2
. (B.2.20)

对 j′ = 1, 2, · · · , ni 有

E

aij′s2ij′
[

ni∑
j=1

aijsij

]2
= E

(
a3ij′s

4
ij′ + aij′s

2
ij′

∑
j ̸=j′

a2ijs
2
ij + a2ij′s

3
ij′

∑
j ̸=j′

aijsij + aij′s
2
ij′

∑
j ̸=j′ ̸=j′′

aijaij′′sijsij′′

)

=

{
3a3ij′V

2
i−j′j′ +

(
aij′Vi−j′j′

∑
j ̸=j′

a2ijVi−jj + 2aij′
∑
j ̸=j′

a2ijV
2
i−jj′

)
+ 3a2ij′Vi−j′j′

∑
j ̸=j′

aijVi−jj′+(
aij′Vi−j′j′

∑
j ̸=j′ ̸=j′′

aijaij′′Vi−jj′′ + 2aij′
∑

j ̸=j′ ̸=j′′
aijaij′′Vi−jj′Vi−j′j′′

)}
1

(1 + γ)2

=

{
2a3ij′

(
k2ij′σ

2
e + σ2

v

)2
+ aij′

(
k2ij′σ

2
e + σ2

v

) ni∑
j=1

a2ij
(
k2ijσ

2
e + σ2

v

)
+ 2aij′

∑
j ̸=j′

a2ijσ
4
v

+ 3a2ij′
(
k2ij′σ

2
e + σ2

v

)∑
j ̸=j′

aijσ
2
v + aij′

(
k2ij′σ

2
e + σ2

v

) ∑
j ̸=j′ ̸=j′′

aijaij′′σ
2
v

+2aij′
∑

j ̸=j′ ̸=j′′
aijaij′′σ

4
v

}
1

(1 + γ)2

=

{
2aij′

(
σ2
e + aij′σ

2
v

)2
+
(
σ2
e + aij′σ

2
v

)(
ai·σ

2
e + σ2

v

ni∑
j=1

a2ij

)
+ 2aij′

∑
j ̸=j′

a2ijσ
4
v

+ 3aij′
(
σ2
e + aij′σ

2
v

)∑
j ̸=j′

aijσ
2
v +

(
σ2
e + aij′σ

2
v

) ∑
j ̸=j′ ̸=j′′

aijaij′′σ
2
v

+2aij′
∑

j ̸=j′ ̸=j′′
aijaij′′σ

4
v

}
1

(1 + γ)2

=

{
(ai· + 2aij′)σ

4
e +

(
4a2ij +

ni∑
j=1

a2ij + aij′ai· + 3aij′
∑
j ̸=j′

aij +
∑

j ̸=j′ ̸=j′′
aijaij′′

)
σ2
eσ

2
v

+

(
2a3ij′ + 2aij′

∑
j ̸=j′

a2ij + aij′
ni∑
j=1

a2ij + 3a2ij′
∑
j ̸=j′

aij + 3aij′
∑

j ̸=j′ ̸=j′′
aijaij′′

)
σ4
v

}
1

(1 + γ)2

=
{
(ai· + 2aij′)σ

4
e +

(
a2i· + 2aij′ai· + 4a2ij − a2ij′

)
σ2
eσ

2
v + 3aij′

(
a2i· − aij′ai· + a2ij′

)
σ4
v

} 1

(1 + γ)2
.

(B.2.21)

在上述计算中，用到了公式∑
j ̸=j′ ̸=j′′

aijaij′′ =
∑
j,j′′

aijaij′′ −
∑

j=j′′ ̸=j′
a2ij −

∑
j=j′ ̸=j′′

aij′aij′′ −
∑

j′′=j′ ̸=j

aij′aij − a2ij′
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= a2i· −
∑
j ̸=j′

a2ij − 2
∑
j ̸=j′

aij′aij − a2ij′

= a2i· −
ni∑
j=1

a2ij − 2aij′
∑
j ̸=j′

aij.

同样地，

E

aij′sij′ [ ni∑
j=1

aijsij

]2 = E
(
a3ij′s

3
ij′ + a2ij′s

2
ij′

∑
j ̸=j′

aijsij + aij′sij′
∑

j ̸=j′ ̸=j′′
aijaij′′sijsij′′

)
= 0.

(B.2.22)

C.3 6.1中的证明和推导

下面我们给出定理6.1的证明

证明 6 这里的部分证明可参见 [135] 中定理 3.1 的关于极大似然估计的一致

性的证明。令 θ̂ 是 θ 的 RMG 估计量，那么

∂

∂θ
d̂γ (fθ, g) =

∂

∂θ

[
1

m

m∑
i=1

∫
y

f 1+γ
θ (y | xi) dy −

1 + γ

mγ

m∑
i=1

fγθ (yi | xi)
]
= 0,

因此，可将其写成 M 估计量的估计方程，即
m∑
i=1

Ψθ̂ (yi | xi) = 0. (C.3.23)

其中

Ψθ (yi | xi) = uθ (yi | xi) fγθ (yi | xi)−
∫
y

uθ (y | xi) f 1+γ
θ (yi | xi) dy,

令 θg 是 θ 的真实值，由 E
(∑m

i=1Ψθ̂ (yi | xi)
)
= 0 可知

m∑
i=1

[∫
y

uθg (y | xi) fγθg (y | xi) g (y | xi) dy −
∫
y

uθg (y | xi) f 1+γ
θg

(yi | xi) dy
]
= 0.

(C.3.24)

对公式 (C.3.23) 进行泰勒展开，可得

1

m

m∑
i=1

Ψθg (yi | xi) +
1

m

m∑
i=1

∂

∂θ
Ψθ (yi | xi)

∣∣∣∣∣
θ=θg

(
θ̂ − θg

)
+Rm = 0

or
√
m
(
θ̂ − θg

)
= −

 1

m

m∑
i=1

∂

∂θ
Ψθ (yi | xi)

∣∣∣∣∣
θ=θg

−1 [
1√
m

m∑
i=1

Ψθg (yi | xi) +
√
mRm

]
.

(C.3.25)
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其中 RN 是余项。利用弱大数定律有

1

m

m∑
i=1

∂

∂θ
Ψθ (yi | xi)

p→ lim
m→∞

E
[
1

m

m∑
i=1

∂

∂θ
Ψθ (yi | xi)

]
p→ lim

m→∞

1

m

m∑
i=1

E
[
∂

∂θ

(
uθf

γ
θ −

∫
uθf

1+γ
θ

)]
p→ lim

m→∞

1

m

m∑
i=1

E
[
−Iθfγθ + γuθu

T
θ f

γ
θ −

∫ {
−Iθf 1+γ

θ + (1 + γ)uθu
T
θ f

1+γ
θ

}]
p→ lim

m→∞

1

m

m∑
i=1

[
−
∫
Iθf

γ
θ g + γ

∫
uθu

T
θ f

γ
θ g +

∫
Iθf

1+γ
θ − (1 + γ)

∫
uθu

T
θ f

1+γ
θ

]
p→ − lim

m→∞

1

m

m∑
i=1

[∫
uθu

T
θ f

1+γ
θ +

∫ (
Iθ − γuθuTθ

)
(g − fθ) fγθ

]
.

因此
1

m

m∑
i=1

∂

∂θ
Ψθ (yi | xi)

∣∣∣∣∣
θ=θg

p→ − lim
m→∞

1

m

m∑
i=1

J (i) = −J. (C.3.26)

结合公式 (C.3.24) 可得

E
[

1√
m

m∑
i=1

Ψθg (yi | xi)
]

=
1√
m

m∑
i=1

[∫
y

uθg (y | xi) fγθg (y | xi) g (y | xi) dy −
∫
y

uθg (y | xi) f 1+γ
θg

(yi | xi) dy
]

= 0. (C.3.27)

那么

V

[
1√
m

m∑
i=1

Ψθg (yi | xi)
]

=
1

m

m∑
i=1

V
[
Ψθg (yi | xi)

]
=

1

m

m∑
i=1

[∫
y

uθg (y | xi)uTθg (y | xi) f
2γ
θg

(y | xi) g (y | xi) dy − ξ(i)ξ(i)T
]

=
1

m

m∑
i=1

K(i). (C.3.28)

根据 Lehmann [158] 的结论，结合式 (C.3.27) 和 (C.3.28)，利用中心极限定理，我

们可得
1√
m

m∑
i=1

Ψθg (yi | xi)
a∼ N(0, K). (C.3.29)
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在正则性条件下，易知公式 (C.3.25) 中的余项
√
mRm = op(1)。因此结合公式

(C.3.25 ) 和 (C.3.29 )，可得

√
N
(
θ̂ − θg

)
a∼ N

(
0, J−1KJ−1

)
.

至此，定理证毕。

C.3.1 矩阵 J(i) 的计算

根据 J(i) 的定义，

J(i)

σ2
v
=

∫
yi

u2
σ2
v
(y | xi) f 1+γ

θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

− ai·
2 (σ2

e + ai·σ2
v)

+
1

2 (σ2
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v)
2

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2
2
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=
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4 (σ2
e + ai·σ2

v)
2

∫
yi
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2 (σ2
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v)
3

∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

}2

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi +

1

4 (σ2
e + ai·σ2

v)
4

∫
yi

{
ni∑
j=1

aij (yit − xitβ)

}4

f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=
a2i·M(1 + γ)

4 (σ2
e + ai·σ2

v)
2

− ai·

2 (σ2
e + ai·σ2

v)
3 ×M

(
ai·σ

2
e + a2i·σ

2
v

)
+

1

4 (σ2
e + ai·σ2

v)
4 ×

3M (ai·σ
2
e + a2i·σ

2
v)

2

1 + γ

=
Ma2i· (γ

2 + 2)

4 (σ2
e + ai·σ2

v)
2 (1 + γ)

.

结合文中的定义有

J(i)
β =

∫
yi

uβ (yi | xi)uTβ (yi | xi) f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=

∫
yi

[
1

σ2
e

ni∑
j=1

aijxij (yij − xijβ)−
ai·σ

2
vx̄i

σ2
e (σ

2
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v)
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aij (yij − xijβ)

]
[
1

σ2
e
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ai·σ

2
vx̄i

σ2
e (σ

2
e + ai·σ2
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ni∑
j=1

aij (yij − xijβ)

]T
f 1+γ
θ (yi | xi) dyi

=

ni∑
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1

σ4
e

xijx
T
ij −

2ai·σ
2
vxijx̄Ti
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e (σ

2
e + ai·σ2
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+

a2i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

] ∫
yi

a2ij (yij − xijβ)
2 f 1+γ

θ (yi | xi) dyi
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+
∑
j ̸=j′
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e
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∑
j ̸=j′

[
1

σ4
e

xijx
T
ij′ −

2ai·σ
2
vxijx̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a2i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
aijaij′σ

2
v ,

=Mσ2
e

ni∑
j=1

[
1

σ4
e

xijx
T
ij −

2ai·σ
2
vxijx̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a2i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
aij

+Mσ2
v

ni∑
j,j′=1

[
1

σ4
e

xijx
T
ij′ −

2ai·σ
2
vxijx̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a2i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
aijaij′

=Mσ2
e

ni∑
j=1

1

σ4
e

aijxijx
T
ij +Mσ2

e

[
− 2a2i·σ

2
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a3i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
+Mσ2

v

[
a2i·
σ4
e

x̄ix̄Ti −
2a3i·σ

2
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a4i·σ
4
vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
2

]
=M

[
σ2
e

σ4
e

ni∑
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){
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vx̄ix̄Ti

σ4
e (σ

2
e + ai·σ2

v)
+

a3i·σ
4
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=

∫
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e
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=

∫
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∫
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J(i)
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∫
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=
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攻读学位期间发表的学术论文与研究成果

已发表 (或正式接受) 的学术论文:

1. Temperature trend analysis and extreme high temperature prediction based

on weighted Markov Model in Lanzhou[J]. Natural Hazards, 2021, 108(1).

2. 基于 γ散度的单元水平模型小域稳健估计 [J].统计与信息论坛,2023,38(3):3-

15.

3. Robust Small Area Estimation for Unit Level Model with Density Power

Divergence[J],PLOS ONE.

参加的研究项目及获奖情况:

• 国家社科基金重点项目“乡村治理绩效测度与评价研究”（20ATJ006）(参

与)；

• 甘肃省优秀研究生“创新之星”项目“基于小域估计的住户调查分析”（2021CXZX-

698）（主持）；
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兰州财经大学博士学位论文 致 谢

致 谢

经过几轮修改，我的博士论文终于完成，这意味着我的求学生涯暂时也将告

一段落。常常听到有人说，读书是一件最幸福的事，其实，并不是这样的，至少

读博不是这样的。四年的读博生活实属不易，只有亲自经历了方能知道其中的滋

味，工作、学习、生活上的努力对我今后的人生道路一定有莫大的帮助。这四年

中，更像是进行一场“修行”，我收获的不仅是学术上的提升，更多的是思想和

心态上的转变。这一路走来，更多的是收获和感激，想说的话有太多太多，想感

谢的人也太多太多。

首先我要特别感谢我的导师庞智强教授。庞教授学识渊博，阅历丰富，治学

严谨，是一位特别负责任的老师。在我四年的博士生涯中倾注了大量的心血，在

我工作、学习和生活等各个方面给予了许多的关怀和教诲。我的毕业论文能够顺

利完成，与老师的精心指导是密不可分的。从论文的选题、框架的搭建和最终的

定稿，每一个过程，每一个环节，老师都悉心指导，提出了许多宝贵的建议。在

此附老师给我修改论文的冰山一角（图7.1），从图中就可以看出老师严谨的治学

态度和高深的学术造诣。从老师身上，我深切体会到学术研究的意义不应以发表

几篇论文为目的，最重要的是要解决现实生活中遇到的问题。这四年中，老师带

领我多次参加实地调研活动，资助我参加各类学术交流，让我开阔了眼界，有更

多机会接触到一些学术圈中的大牛。师恩深重，终身难忘，在此谨向我的导师致

以诚挚的感谢和崇高的敬意！

(a) (b) (c)

图 7.1 老师修改的部分论文截图
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其次我要感谢我的爱人牛玺娟。正是她默默而无私的付出才使我有信心和

毅力完成论文写作，她的体谅和包容是我顺利完成学业的前提和基础。我们相识

于硕士阶段，能够在相识中相知、相恋、结婚，再到一起读博，我们共同度过了

整整十年时间，这确实是修来的缘分。感谢我的爱人这些年为我生儿育女，给了

我一个温暖的家。曾经有位名人说过，“人生的道路虽然漫长，但紧要处常常只

有几步，特别是在年轻的时候”。感谢我们在正确的时间里遇到了彼此，在这段

艰难奋战的日子里互相勉励并共同克服学习上的难关，这些将是我记忆里最美

的风景。

在博士毕业之际，我要感谢我的父母和岳父母，感谢他们一路走来的帮助和

陪伴。世间没有所谓的岁月静好，只不过是有人替你负重前行。感谢他们在身后

默默地支持，在我们夫妻双双读博的日子里主动伸出援助之手，他们无微不至地

照顾我们的两个孩子，帮助我们共同度过这段不平凡的岁月。同时，他们的存在

也让我们切身体会到了上有老下有小的普通老百姓的幸福生活。倘若没有他们

的支持与鼓励，我无法顺利完成学业，这份感激之情，永远铭记于我心中。

感谢 2019 级博士班的同学们，感谢他们陪我一起走过这段人生难忘的历程！

我们都是同路人，相同的经历和相似的环境，让我们学会了相濡以沫，同舟共济

的这四年是我们无法忘怀的美好记忆。感谢共同学习、讨论和生活的同学和师弟

师妹，在学习讨论中我们通力合作，在日常生活中其乐融融，让我充满活力，不

断向前，在此感谢他们在长期学习中给予的支持、理解和帮助。

感谢青海师范大学的领导对我攻读学位的大力支持，感谢他们为我读博提

供的方便，使我边工作边学习完成了学位的攻读。同时，感谢兰州财经大学统计

学院各位领导、老师在我博士学位攻读期间对我的关心、支持和帮助！

最后，再次感谢所有帮助过我和关心过我的人，我将永远带着感恩的心，好

好努力，好好生活！

2023 年 5 月

王朝旭
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