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摘 要

混料试验设计是一种重要的试验设计方法，也是数理统计学的一个重要研究

领域，在生物化学、工程、材料和农学等学科领域有广泛的应用。它是通过混料

函数来求解的。在实际生产中，许多因素和条件都是不确定的，为满足产品质量

和生产效率的要求，往往需要进行多次试验。混料试验设计就是在满足产品质量

要求和生产效率要求的前提下，以最小化试验次数为目标，通过对混料函数进行

优化来确定最佳混料方案的一种方法。其目的即是在一定的约束条件下，以最小

的费用和最大的收益为目标函数，在试验过程中对各个因素进行调整，得到最优

的试验设计。在各种不同的混料模型下，基于不同最优准则的最优设计问题一直

是试验设计的一个重要研究课题。

第一，本文应用混料试验的思想，推导讨论了两类常见混料模型：低阶

Scheffé中心多项式模型和混料 K 模型的 V-最优配置问题。在约束条件的限制下，

基于 V-最优准则理论，计算得到了两类模型的 V-最优观测的一般解析表达式，

同时利用 V-准则的等价性定理对三分量二阶混料中心多项式模型、二分量二阶

混料 K 模型所得到的最优配置进行了证明。最后对具体分量的两类低阶混料模

型的 V-最优设计的效率进行了对比分析。

第二，本文应用 R-最优准则理论，结合约束条件的限制探讨了多响应多项

式模型的 R-最优配置问题。计算得到了由两个 Scheffé二阶混料模型构成的多响

应模型的 R-最优配置，并利用 R-准则的等价性定理对所得到的最优配置进行了

证明。最后利用 R-准则的等价性定理及乘积设计的理论，证明了由 Scheffé一阶

和二阶混料模型构成的多响应混料模型的 R-最优配置就是 R-最优设计。

关键词：混料模型 多响应模型 最优设计 信息矩阵 等价性定理 条件极值



兰州财经大学硕士学位论文 混料试验的 V-和 R-最优设计研究

Abstract
Designs of mixture experiments is an important experimental

designs methods, and also an important research field of mathematical

statistics. It has been widely used in biochemistry, engineering, materials

and agronomy. It is solved by the mixing function. In the actual

production, many factors and conditions are uncertain, in order to meet

the requirements of product quality and production efficiency, often need

to carry out multiple tests. Experimental designs methods is a method to

determine the best mixing scheme by optimizing the mixing function on

the premise of meeting the requirements of product quality and

production efficiency, aiming at minimizing the number of tests. Its

purpose is to adjust various factors in the process of the test under certain

constraints, with the minimum cost and maximum income as the

objective function, and get the optimal experiment designs. Optimal

designs problems based on different optimality criteria have been an

important area of research in experimental designs under different

mixture models.

Firstly, using the idea of mixture experiments, two kinds of common

mixing models are derived and discussed: the low-order Scheffe central

polynomial model and the second-order K model. Under the constraint

conditions, based on the theory of V-optimal criterion, the general

analytical expressions of V-optimal observations for two types of models



兰州财经大学硕士学位论文 混料试验的 V-和 R-最优设计研究

are obtained. Meanwhile, the equivalence theorem of V-criterion is used

to prove the optimal configurations of the three-component second-order

central polynomial model and the two-component second-order K model.

Finally, the efficiency of V-optimal design of two types of low-order

mixture models with specific components is compared and analyzed.

Then, This article applies the R-optimality criterion theory and

explores the R-optimal allocation problem of a multi-response

polynomial model with constraints. The R-optimal allocation of a

multi-response model composed of two Scheffé second-order mixed

models is computed, and the optimality of the obtained allocation is

proved using the equivalence theorem of the R-criterion. Finally, the

equivalence theorem of R-criterion is used to prove that the R-optimal

configuration of the multi-response mixing model composed of Scheffe's

first-order and second-order mixing models is the R-optimal design.

Keywords：Mixture model; Multiple response model; Optimal design;

Information matrix; Equivalence theorem; Conditional extremum
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1 引 言

1.1 选题背景及研究意义

在材料工程、材料科学等领域中，如何在有限的资源下最大限度地提高材料的性能

一直是科学家们所关注的问题。在有限的资源条件下，如何实现材料的最优化设计，使

得其性能达到或超过期望值，成为一个十分重要和有意义的研究课题。因此，试验设计

是解决这一问题的主要途径之一。而混料试验设计是一种用于优化材料性能或工艺过程

中原材料用量的试验设计方法，它通过同时测试多个不同参数(如材料成分、配比和加

工工艺)，来探索最佳性能和改进工艺。在混料试验中，首先要确定待优化对象和要求，

然后把它划分为若干个子问题，每一个子问题都有其特定的目标函数和约束条件。在每

个子问题中，为了得到最优解集，必须在各种可能的条件下进行试验设计。因此，混料

试验设计就是要在有限资源下找到各子问题的最优解集。

试验设计的基本思想和方法是英国统计学家、工程师费歇尔于二十世纪二十年代创

立的。推广试验设计的意义十分重大。自费歇尔创立了“试验设计”后，许多试验设计

的研究工作一直在进行。最优设计理论的传统主题是对试验进行设计，以取得最可能的

准确统计推断。Smith 是最早提出回归问题准则并找到最佳试验设计的先驱之一。Kiefer

和 Wolfowitz[1]在回归设计理论方面做出了巨大贡献，将 Smith 在 1918 年提出的准则和

Wald 在 1943 年提出的准则分别称为 G-最优性和 D-最优性
[2,3]

，并证明了它们之间的等

价性。现在，最优设计的影响已经扩大到几乎所有的试验设计的领域。近年来，由于混

料试验在生产实际中有非常广泛的应用，而日益受到人们的重视。

随着科技的发展，混料试验设计方法在不断改进。现在，混料试验设计方法已经发

展得非常成熟，可以用于研究多种因素对产品性能的影响。此外，混料试验设计还可以

用于研究复杂系统中的性能问题，从而更好地了解系统的运行机制和特性。总之，混料

试验设计是一种非常有效的试验设计方法，可以用于研究多种因素对产品性能的影响。

随着科技的不断发展，混料试验设计将继续得到改进和发展，为人类提供更多有用的信

息。它是由 Scheffé提出来的，距现在有六十多年的发展历史。Scheffé[4]在 1958 年提出

了混料试验设计的概念，给出了试验域的定义和单纯形—格子设计的设计方法，单纯形

—格子设计是最基本的方法，至今依旧在很多方面被应用。1963 年，Scheffé[5]提出了单

纯形—中心设计方法，对之前提出的设计方法加以改进。在混料试验设计的发展进程中，
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研究者最感兴趣的就是最优设计理论，它将统计学和计算机科学的理论与方法应用到混

料试验设计中，从理论上解决了混料试验设计中的复杂问题。从混料试验设计的发展进

程来看，研究者们逐渐开始关注混料试验设计中的最优设计理论，并将其应用于解决复

杂问题。其中，A-最优准则、R-最优准则和 V-最优准则等最为常见。这些准则的提出原

理都是基于模型中未知参数估计的优劣情况，即各准则的出发点是相同的，但它们所考

虑的侧重点有所不同。此外，研究者们还将这些准则应用于解决复杂问题中，如寻找最

小投资比、提高混料成本等。

从那以后，有关的研究学者们对混料试验设计的讨论和分析越来越多，并且越来越

深入，逐渐发展成混料试验设计这个体系，囊括了许多新的小部分：比如 Cox 设计、

轴设计、混料均匀设计、最优设计、稳健设计等。在此期间，又相继出现了多种有不同

实用价值的最优设计准则，受到各位学者广泛运用的有 A-最优准则、D-最优准则、R-

最优准则、V-最优准则等，这些准则的提出原理都是基于模型中未知参数估计的优劣情

况,即各准则的出发点是相同的, 但它们所考虑的侧重点有所不同。生产者或试验者常

对产品的几种感兴趣的特性展开研究,这些特性往往与产品成份所占总量的比例之间存

在函数关系,而不受混料总量的影响.混料问题的可控变量,即每种成份在混料总量中所

占的百分比,是不能任意变化的,要受某些约束的限制。这些百分比必须都是非负的,而

且相加之和必须是 1。混料试验设计随着科技的迅速发展，最优设计理论一直是研究者

们关注的重点。

如今，许多产品都是由两种以上的成分组合而成的，其原因在于，使用单一的某一

种物质所耗费的经济成本，所产生的效应，经过试验的检验，往往要大于使用与多种物

质组合使用所耗费的经济成本，其效应也大不相同。因此，怎样在不同的试验中进行合

理的分配，以达到最好的效果和经济效益呢？这正是混料试验设计需要解决的问题。例

如，面包是由面粉、水、糖、酵母、盐这五种材料做成的，那么面包的酥脆程度就取决

于面粉、水、糖、酵母、盐所占的比例。往往研究者所感兴趣的某个特性指标（面包的

酥脆程度）与可控制变量（面粉，水等所占的比例）之间存在着函数关系，即当可控制

变量（各成分所占的比例）发生变化时，研究者们所关注的特性指标也会发生相应的变

化。为了达到试验目的，使其特性指标（面包的酥脆程度）达到研究者的预期，更进一

步研究产品的特性指标与可控变量之间的函数关系就变得尤为重要，这样一来，研究者

就可以通过所得到的函数关系确定出某种准则下的最优成分组合，以便更好满足生产需

求。然而，在理论研究上，特性指标与可控变量所占比例之间的函数关系仍没有定论，
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无法得到相应的解析表达。这时候，就可以通过一种广泛应用于试验设计中的技术“响

应曲面法”,确定试验因素与试验结果之间的关系，得到两者之间的近似表达式，来确

定最优的试验设计方案。它能够有效地模拟实际情况，从而获得更加准确的试验结果。

在这当中，响应变量是衡量试验结果的量化指标。此外，在实际的生活和使用过程中，

我们不但会解决上述诸如面包酥脆程度的单响应的实际课题，更多的将面临解决大量含

有多个响应变量的实际问题。近年来，随着人们生活水平的不断提升，人们有了更多的

经济能力，可以更好地选择高品质、高智能的商品，这既给企业带来了巨大的机遇，也

给企业带来了巨大的挑战。企业要想增强其市场竞争能力，就必须提供高品质、少瑕疵

的产品。现如今，衡量质量好坏通常具有多个指标，这是由于在实际工作中，随着客户

需求的多元化、产品工艺的精细化、产品间的相关性越来越强、系统统计理论的飞速发

展等一系列的需要，过去只采用一个质量指标进行的产品设计，已无法满足时代的需要。

为了对多响应的实际问题有一个更加直观的认识，本文以缝隙障板为例，进行一个简单

的介绍。智能电视的一个关键组成部分是彩色显像管，而彩色显像管离不开的一个东西

是缝隙障板，其质量至关重要，决定着显像管能否正常运行。红、绿、蓝 3 种不同的电

子束穿缝隙障板上的条孔，并分别击中相应的粉条（红、绿、蓝）上：64 厘米彩色管遮

光板大约有 50 万个条孔，这意味着荧光屏上大约有 150 万个荧光粉条。电视生产商通

常通过调整缝隙障板上的条孔的大小和个数来进一步优化彩色管的质量。缝隙障板上的

条孔的半径越大，孔的个数越多，缝隙障板的质量就更好。研究就会发现条孔的半径和

条孔的个数都会随着缝隙障板上条孔与条孔之间的距离变化，所以，就可以通过控制条

孔与条孔之间的距离，得到一个距离的最优配置，进而使条孔的半径和个数也达到理想

中的目标。

在此基础上，在混料试验设计的大框架下，不管是研究单个响应还是多响应问题，

都将能够有效地揭示出它们的特性及其规律，从而展现出其重要的理论意义和应用价

值。这种研究也将有助于我们更好地理解和利用不同材料之间的性能差异，为改善产品

质量提供科学依据。

1.2 国内外研究现状

（1）V-和 R-最优设计研究现状

关于 Scheffé模型 V-最优混料设计的发表的结果可以在 Lambrakis[6]、Laake[7]、Liu



兰州财经大学硕士学位论文 混料试验的 V-和 R-最优设计研究

11

和 Neudecker[8]中找到。Liu 和 Neudecker[9]讨论了 Becker(1968)模型的 V-最优设计。刘双

喆
[10]

证明了单纯形 Scheffé中心设计 V-最优观测频数实际上是整体利益区域上的 V-最优

设计。关颖男和张崇岐
[11]

运用���算法得到二阶可加模型的 V-最优设计。Legesse 和

Linda[12]研究随机截距项的简单线性回归模型的 V-和 D-最优化人口设计，用几何方法来

确认全局最优获得 V-最优设计并扩展至�-最优情况。Goos 和 Syafitri[13]提出重新寻找连

续的 q 维混料模型 V-最优设计的问题。Jones 和 Goos[14]讨论了 V-和 D-最优的响应曲面

设计。�����和��[15]研究了 V-最优的异方差情况，应用了静态设计，给出一个完全自适

应序列估计方法，产生一致的方差估计和渐近 V-最优设计。在本文中，我们主要关注最

常用的 Scheffé模型以及 K 模型。和 Scheffé (1958, 1963)一样，我们也专注于简单形状的

试验区域。

Dette[16]利用 Bonferroni-t 区间的方法（待估参数联合估计），构造了一个矩形置信

区域，并在这个区域内基于特定的线性回归模型推得一类最优准则—R-最优准则。自

1997 年 Dette 提出 R-准则之后，许多研究者都开始投入该准则的理论研究，受到了广泛

关注。赵洪雅等
[17]

于 2000 年在 R-准则的基础上给出了二阶 Scheffé正则多项式模型的

R-最优问题，讨论了它的参数估计的 R-最优设计。2001 年，赵洪雅等
[18]
进一步介绍了

1q  维的二阶可加混料模型参数估计的 R-最优设计问题。孙超
[19]

将 R-最优设计的思想

由混料模型推广到随机系数模型中，借助随机系数模型 R-最优设计的迭代算法给出了该

模型 R-最优设计的简单性质和等价性定理。2016 年，Liu 等
[20]

在 k 维单位立方体和单

位球上，创新地研究了二阶响应曲面模型 R-最优设计的构造问题，并给出了构造算法。

李俊鹏等
[21]
借助矩阵理论讨论了 R-最优设计问题，又将问题拉回到常见的混料模型：q

分量二阶混料 K 模型。近年来，R-准则与线性模型、回归模型的结合也成为了研究者的

研究热点。晋珊
[22]
将其与 Logistic 回归模型结合，给出了该模型在试验区域内的 R-最优

设计。Liu 和 Yue[24]则继 2016 年之后基于该准则，通过证明在 R-最优性方面 Elfving 定

理的适用性，又探索了多响应情况下 R-最优设计的构造问题，并给出了其几何刻画。胡

小玲
[23]

则是在李俊鹏 K 模型的基础上讨论了二阶塌落模型的 R-最优设计问题，充分展

示了混料最优设计的思想。贺磊
[25]

于 2019 年，基于现有的文献对混料试验设计的若干

问题进行了梳理，并通过推导计算详细给出了多种不同的混料模型的 R-最优问题。2021

年，Hao 等
[26]
对于二阶混料规范多项式模型,研究了该模型的 R-最优设计问题。

（2）混料中心多项式模型、混料 K 模型
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1963 年，Scheffé基于混料规范多项式首次提出了改进的 Scheffé中心多项式模型。

该模型的提出为研究者也提供了新的方向：佟毅等
[27]

基于 A-准则，讨论了单纯形区域

内中心多项式模型的 A-最优设计。冷薇等
[28]
则选择该模型作为研究对象，验证了 LASSO

变量选择在高维混料中心多项式模型的可行性，并比较分析了 AIC 准则和 LASSO 在进

行变量筛选时所展现出的不同与相同点。

Draper[29]对于混料试验中单个成分对于试验结果的权重强于交互效应的情况,利用

向量与矩阵的 Kronecker 代数，提出了混料试验的二阶 K 模型,它不同于其他混料模型，

是一类齐次模型,它是将混料分量的基本约束条件代入，从而将整个多项式中的一次项

剔除，只保留二次项。这样就方便研究时不用分开讨论，而是将线性转为二次项进行研

究。基于 K 模型展开的研究分布广泛，Manisha 和 Pal[30,31]是基于 K 模型，利用了矩阵

理论进行了最优设计的研究。龚政等
[32]

展开研究了含过程变量的 K 模型，并求出其 q

分量下满足 D-最优准则的正交区组设计。张小峰
[33]

讨论了二阶二变量的混料随机变系

数 K 模型的 V-最优。

（3）多响应混料问题的发展

由于混料试验所用的因素较多，每一因素对混料后产品质量的影响效果较复杂，因

此，要对这些因素进行全面分析是困难的。为了避免这种情况的出现，在进行混料试验

时，可以采用多响应混料试验方法。在实际生活中，由于客户需求日益多元化、生产工

艺日趋复杂、以及对于试验设计所达效果的更高要求，品质特征的评价指标常常是多个，

基于此研究多响应混料问题具有重要的理论意义和实际意义。与单响应混料模型下的最

优设计理论的快速发展相比，多响应混料模型的最优设计理论发展相对迟缓，Draper 和

Hunter[34]是最早研究多响应模型最优设计的，他们探讨的是在多响应模型下基于参数估

计的试验设计问题。Fedorov[35]则是建立了多响应模型最优设计的理论基础，同时给出

一种构造 D-最优近似设计的迭代算法。ROY[36]等将单一响应模型下的经典最优设计准

则推广到了多响应模型的情况。Wijesinh[37]等给出了多响应模型协方差未知情况下 D-最

优设计的迭代算法。Chang[38]等得到了由一个 r 次多项式和 m 次多项式所构成的双响应

回归模型的 D-和 Ds-最优设计。JIN[39]
等提出了由 Scheffé一阶和二阶所组成的多响应混

料模型并进行了讨论。顾原
[40]
讨论了多响应线性模型的复合最优设计。乐锐

[41]
将多响应

混料模型推广到由两个 Scheffé q 分量二阶可加混料模型所构成的多响应混料模型。
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1.3 研究内容、研究思路及可能的创新点

1.3.1 研究内容

本文的重点是在混料试验设计的大框架下，基于两种常见的最优准则，通过计算推

导分析了混料单响应问题和多响应问题，增加了单响应和多响应问题的理论研究。基于

低阶混料中心多项式模型、混料 K 模型以及二阶多响应模型，嵌套 V-最优准则、R-最

优准则理论，获得了两类低阶单响应模型的 V-最优配置，以及二阶多响应模型的 R-最

优配置。论文布局有五章，各个章节的具体研究将按照以下思路展开：

第一章，首先重点阐述了选题背景、研究意义，并对国内外的研究文献展开了回顾，

最后给出了本文的整体结构流程图。

第二章，重点对本论文所需的相关理论进行了阐述，主要包括混料问题、最优设计

准则和设计效率等方面的基本理论，以及如何使用这些理论来指导后面论文的展开，为

后续两章的研究提供坚实的基础，有助于我们更好地理解研究过程中所涉及的各种问

题。

第三章，基于 V-最优准则，讨论分析了低阶 Scheffé多项式模型的 V-最优设计的理

论论证。除此之外，在具体的生产生活中需要结合具体的实际问题选取不同的混料模型，

所以探讨了二阶混料 K 模型的 V-最优设计问题，并对二者进行了最优设计效率对比分

析。

第四章，展开讨论了多响应混料模型 R-最优设计的相关内容。本章以 R-最优设计

理论为基础，在混料试验的基本约束条件的限制下，针对由 Scheffé二阶混料模型构成

的多响应混料模型的 R-最优设计问题进行了深入的探讨，并运用 R-准则的等价性定理、

多变量函数极值定理等方法证明 R-最优设计问题。最后，运用乘积设计理论进一步证明

了由 Scheffé一阶和二阶混料模型构成的多响应混料模型的 R-最优设计。

第五章，经过对论文的讨论结果进行总结，发现了研究的不足，并提出了一些有待

进一步探讨的问题，以便能够更好地改善现有的研究。

1.3.2 研究思路

文章内容结构的流程图框架如下图 1.1 所示。
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图 1.1技术路线图

1.3.3 可能的创新点

（1）针对 V-最优设计相关理论知识，探讨了单响应混料模型的 V-最优设计。

（2）以具体分量为例，对不同混料模型的 V-效率进行了对比分析。
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（3）将 R-最优设计与多响应混料模型结合起来，并分别利用矩阵运算以及乘积设

计理论，讨论了多响应混料模型的 R-最优设计问题。
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2 混料试验设计

无论是当今还是未来人们的日常生活、工农业生产和科学研究中，为了得到在某个

指标或多个指标满意的成品，通常将原材料按不同比例进行混合，即混料问题。例如盖

房子所需的混凝土是由水、碎石、不同类型的水泥和沙子组成的混合物。在这个过程中，

人们关注的指标是混凝土的强度，它的性能取决于混凝土中每种成分占测试总量的比

例。随着混凝土中不同成分比例的变化，混凝土的强度也随之变化。从实际考虑出发，

通过试验设计获得一批数据，进而得到我们所关注的指标与可控变量之间的函数关系，

这将帮助我们筛选出产品制作时的最佳配比，这也是生产及试验过程重点关注的问题。

2.1 混料问题

混料试验设计是因为它是在一定的约束条件下进行的，这些约束条件是：试验次数，

试验质量要求（即精度），成本约束条件（即效率）。在上述约束条件下，进行混料试验

的目的是确定出一组或几组产品的最优成分组合，进而可以确定出在该最优成分组合下

产品的特性指标或响应变量（如混凝土的强度）。与传统的均匀设计不同，混料试验的

结果是在一定的约束条件下确定出的。在设计混料试验时，首先要建立试验点，根据给

定的可控变量选择一个或几个试验点。当然，对混料产品的特性指标或响应（如混凝土

强度）而言，选取的试验点一般是具有代表性的点。该代表性值应满足这些点的分布要

均匀，即要将所有可能影响产品特性指标或响应变量的可控变量都考虑进去；而且每个

试验点的取值应能代表产品的特性指标或响应变量（如混凝土强度）。为此，在设计混

料试验时，应根据对产品特性指标或响应变量的影响程度选择几个试验点，并尽量使这

几个试验点分布均匀。

在 q分量混料试验模型中,用 表示试验指标或响应值, 表示混料系

统中 q种成分各占的百分比,则混料试验设计就是要在满足约束条件

1

0 1, 1,2, ,

1, 1, 2, ,

i
q

i
i

x i q

x i q


  



 






(2- 1)

的限制下进行试验,并由此定义了一个 维正规单纯形试验区域

 1 1 2 1
: ( , , , ) | 1, 0; 1,2,q

q q i ii
S x x x x x x i q 
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把满足式(2-1)的变量称为混料变量或者称为混料分量。式(2-1)称为混料问题中最基本的

约束条件。混料试验中各个变量只受式(2-1)限制的问题称为无附加约束的混料问题。

混料问题明确后，还需要选择恰当的试验设计, 应用试验设计方法获取试验点。混

料试验设计是一种特殊的回归设计,即是在给定的某些约束条件下,适当地选取试验点

进行试验,并探求响应观测值 y关于各分量比例 x的函数关系的一种回归设计方法，其中

每种设计方法的试验利益区域及其回归模型都是相应的,下面介绍几种常用的试验设计

方法：

（1）单纯形格子设计

在回归设计中，每种设计方法是与一定的试验利益区域及数学模型相适应的。单纯

形格子设计的利益区域是整个的正规单纯形，其数学模型不是一般的多项式。我们所要

拟合的数学表达式在整个单纯形区域上表示响应曲面。为了能够做到这样，很自然的选

择这样的设计：设计的试验点均匀的分布在整个单纯形因子空间中。我们知道，正规单

纯形的格子点均匀而且有规律的分布在正规单纯形因子空间中，故针对给定的混料规范

多项式模型，将试验点取在相应阶数的正规单纯形格子点上，这样的试验设计称为单纯

形格子设计。其 1q  维m阶的混料单纯形格子设计中有 1
m
q mC   个格子点，全部格子点构

成 1q  维m阶格子点集，记为 ,q m 。

当 3q  时，单纯形格子设计的试验利益区域可以发现是一个等边三角形，三角形的

三条边相交形成的的三个交点，以及三条边的二等分点构成的整个点集称为三分量二阶

格子点集，记为 3,2 ，如图 2.1(a)所示；三阶格子点集可以表示为 3,3 ，它是将等边

三角形的三条边平分成三个相等的小线段，然后将相邻边上的相对应的点连接起来，这

样就形成与第三条边平行的线段，而由此形成的所有交点的集合即是所要求的点集，如

图 2.1(b)所示；三分量的试验利益区域里加起来有 15 个点，记为 3,4 ，如图 2.1(c)所

示。同样的， 4q  ，它的试验区域可以表示为一个正四面体，这个四面体的所有交点

和每条边上的二等分点所构成的集合就可以称为四分量二阶的格子点集 4,2 ，如图

2.1(d)所示；同理，这个四面体的所有边的交点和每条边上的三等分点，还有每个面上

的重点所构成的大集合则称为四分量三阶的格子点集 4,3 ，如图 2.1(e)所示。
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图 2.1 二维与三维单纯形格子点集

试验设计的相关研究中，整个试验利益区域上的点集会利用坐标系来标记，比如说

某个 1q  维 m 阶的单纯形-格子点集  ,q m 中，就能将每个交点分别标记为

1 (1,0, ,0)r   ， 2 (0,1, ,0)r   ，， (0,0, ,1)qr   ，那么试验区域上的随便一个点都可

以标记为 1 2( , , , )q
rr rR

m m m
 ，并且单纯形格子设计的试验点的集合可以用

  1 2
1 2, ( , , , ) 0( 1,2, , ),q

q i i

rr rq m r r r m r i q r Z
m m m

 
        
 

  ，

来表示，上式也可以用来计算 ,q m 中每一个点的单纯形坐标。下面以 4n  为例，算出

 4,2 和 4,3 各点的坐标。即 4q  , 2m  时， 1 2 3, ,r r r 和 4r 有两种取法：某个 r为 2，其

余者为零，有 1
4 4C  个点；某两个 r为 1，其余者为零，有 2

4 6C  个点。 4,2 的 10 个点

如表 2.1 所示。

 ,q m 表示一个混料试验，混料规范多项式模型也就是 q分量m阶的混料试验通过

拟合想要呈现的效果，这类模型也可以标记为多项式。
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表 2.1  4,2 各点坐标

点号/坐标
1x 2x 3x 4x

1 1 0 0 0

2 0 1 0 0

3 0 0 1 0

4 0 0 0 1

5 1/2 1/2 0 0

6 1/2 0 1/2 0

7 1/2 0 0 1/2

8 0 1/2 1/2 0

9 0 1/2 0 1/2

10 0 0 1/2 1/2

为了方便论文的展开，接下来阐述三种在混料试验设计的理论研究中被广泛应用的

混料规范多项式。

（a） q分量一阶混料规范多项式为

1

q

i i
i

x 




（b） q分量二阶混料规范多项式为

1

q

i i ij i j
i i j

x x x  
 

  

（c） q分量三阶混料规范多项式为

1

( )
q

i i ij i j ij i j i j ijk i j k
i i j i j i j k

x x x x x x x x x x    
    

       

（2）单纯形中心设计

1963 年，Scheffé首次通过一系列研究定义了一种优势相比单纯形格子设计更突出的

设计方法。单纯性中心设计方法主要有以下两方面的改进：一方面它是在对数据进行回

归拟合时，一次性囊括了所有分量的混料响应预测值，这样一来就改进了单纯形格子设

计仅仅用 q个分量的片面性，相比起来，这种预测更可靠，更符合实际情况，包含了多
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种可能。另一方面，单纯形中心设计当模型由低阶变到高阶时，它会剔除掉一些项，既

使得多项式的内部结构保持对称，也不至于让在进行试验时需要的试验点过多。由此产

生了如下这样的 q分量中心多项式，

123 1 2
1

q

i i ij i j q q
i i j

x x x x x x   
 

       (2- 2)

对于 q分量中心多项式，采用单纯形中心设计方法，恰好整个试验区域内的试验点

都落在试验区域内的每个处在中心的点上。分别是：

(1,0, ,0) 的 1
nC 个排列，表示纯混料；

(1 2,1 2,0, ,0) 的 2
nC 个排列，表示两种成分等比例混合；

(1 3,1 3,1 3,0, ,0) 的 3
nC 个排列，表示三种成分等比例混合；

(1 ,1 ,1 , ,1 )n n n n 的 n
nC 个排列，表示所有成分等比例混合。

经过计算可以看到，当试验区域内的所有试验点，它的分量等于零，或者各个分量

赋予相等的值时，记起来有 1 2 2 1n n
n n nC C C     个试验点，因此，单纯形-中心设计

在试验利益区域内也是一种饱和设计。

2.2 最优设计

最先讨论最优设计这一新的概念的是 Kiefer，随着试验设计理论框架越来越明晰，

最优设计也在试验设计大框架中扮演越来越重要的角色，将其与混料试验设计结合起来

的研究者也水涨船高。这种设计是预先给定特性指标与各控制变量之间的关系是符合某

类函数模型所描述的关系的，研究怎么样选择试验点和用何种方法来得到问题获得最优

解时试验点所对应的测度。从而使得在混料试验的几类最优设计准则下，预先设定的函

数模型中未知参数可以获得最优估计的一种设计方法。最优设计，得到的结果也就是最

优方案。为了验证最优方案，可以将其推广到更一般的形式。例如，如果试验中引入了

一个随机因素，该因素对混料试验的结果影响不大时，则可以将最优方案推广到任意数

量的随机因素（即最优准则）。
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2.2.1 信息矩阵

设计的信息矩阵不仅与试验设计方案所安排的试验点，与试验采用的方法也有关，

还与假设的回归模型息息相关。一般设定响应变量与控制变量之间存在以下的回归模

型：

( ) ( )y x f x   

这里， 表示为随机误差，满足假设： ( ) 0E   ， 2var( ) I  ，  代表的是未知的参数

向量， 2 则代表未知方差， ( )f x 是回归函数向量。若设总试验次数为N ， 1, Nx x 为试

验点，并记 1( ( ) , , ( ) )NF f x f x   ，则上述模型还可以写为 ( )E y F  。未知参数 

的最小二乘估计为 1ˆ ( )F F F y    ，最小二乘估计的方差为 1ˆvar( ) ( )F F   。信息矩阵

则可以表示为试验设计中，计算得到模型中未知参数的最小二乘估计，由此便可以知道

其协方差矩阵，进而计算得到逆矩阵，即M F F 。在该模型下，设计所对应的信息

矩阵为
0

( ) ( ) ( )
n

n i i i
i

M p f x f x 



 。然而实际所遇到的问题往往很复杂，要满足方差相等

的设定更是难上加难，因此，我们也要关注方差不相等的情况。设定响应变量与可控变

量之间同样是符合上面所阐述的回归模型，而且各个可控变量的观测值互相也是完全独

立 的 ， 误 差 期 望 还 是 为 0 ， 知 识 各 个 观 测 点 ix 之 间 的 方 差 有 了 变 化

2

var( | ) , 1, ,
( )i i

i

y x i N
w x


   。记

1

2

( )
( )

( )n

w x
w x

W

w x

 
 
 
 
 
 


，

则 未 知 参 数 向 量  的 加 权 最 小 二 乘 估 计 为 1ˆ ( )F WF F Wy    ， 方 差 为

2 1ˆvar( ) ( )F WF    。该模型的信息矩阵为加权最小二乘估计的协方差矩阵的逆矩阵，

即M F WF 。

上面的理论是在模型为线性模型的基础上所研究的，众所周知，日常实际的生产生
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活有很多问题所涉及到的数据是不符合线性模型所表达的特点的，因此就要采用非线性

模型，尤其是广义线性模型。广义线性模型在生物医学，经济社会等各个领域的数据研

究中扮演着重要的角色，它从最初讨论的正态理论回归模型，逐渐发展到单参数指数分

布族中的任意分布，这样一来，也让广义线性模型的应用更广泛，适用于各行各业的数

据资料。

设响应变量 y的均值为 ，即 ( )E y  ，x表示的是控制变量， ( )f x 称为回归函数

变量， 被标记为回归参数向量，称 ( )f x  为线性预测项，针对广义线性模型，它

满足严格单调且充分光滑的函数  g  ,即 ( )g   ，称函数  g  为连结函数，响应变量 y

服从的分布为指数族分布，这样就意味着响应变量的均值和期望暗含着某种函数关系，

这值得思考。当然可以试着假设 var( ) ( )y V  ，这里  为分散度函数，称 ( )V  为方差

函数。由参数的极大似然估计的方差可以得到：在广义线性模型的大框架下，可以推导

得到它的设计的信息矩阵为 ( , ) ( ) ( ) ( )M x f x f x     ，其中 1 2( ) ( )( )dw x V x
d



 。可知

广义线性模型的信息矩阵与响应变量服从的分布、连续函数的选取有关，也就是说广义

线性模型的信息矩阵的计算是会涉及到模型中的未知参数，这对于我们的研究分析无疑

是非常不利的。研究人员只能另辟蹊径，往往通过设定一定参数的先验信息，从而应用

局部最优、贝叶斯最优，极大极小最优等方法去达到预期设定的最优目标。在本篇文章

的讨论中主要采用极大极小来寻找最优设计。

2.2.2 最优设计准则及等价性定理

最优设计是一种相对高级的试验设计方法，旨在通过最少的试验次数找到最佳的参

数组合，以实现特定的目标。最优设计可以应用于各种领域，包括工程、医学、农业等。

最优设计往往与一个目标函数有关，通常都是先建立一个目标函数，也就是最优准则函

数，使得这个函数在混料试验的基本约束下达到最优。设定就采用常见的混料模型或是

其他回归模型的条件下，因此得到的准则函数一般都是试验所选定的设计所对应的信息

矩阵的一个凸可微函数，记作 ( ( ))M  。

定义 2.1 设实验的设计区域为  ，      ： 是 上的概率分布 为  上所有设计的
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集合，  ( ) ( ) :M M     为  上所有设计的信息矩阵的全体， ( )  是定义在 ( )M  上

的一个准则函数，若设计 满足

( ( )) inf ( ( ))M M


 


  

则称设计 为 最优设计。

如果准则函数是确定的，那么最优设计的准则函数的计算将离不开模型的信息矩

阵。常见的最优准则有�-最优、�-最优、�-最优、�-最优等。下面介绍几种常见的最优

设计的准则及其判定定理。

（1）D-最优设计准则

若设计 满足

( ( )) max det( ( ))M M


 


 

则称设计 为 D-最优设计。D-最优设计的理论阐述为：使得由设计矩阵所得到的信息

矩阵进行行列式计算，然后使得这个式子取到最大值。

D-最优设计的等价定理：一个设计为 D-最优设计，当且仅当

( , ) ( ) ( ) ( )D f M f m      

且在驻点处等号成立。其中，m是参数个数。也就是方差函数的最大值要小于等于未知

参数的个数。

（2）A-最优设计准则

若设计 满足

1( ( )) min ( ( ))M tr M


  


 

则称设计 为 A-最优设计。即 A-最优设计通过求得信息矩阵的逆，继而计算得到信息

矩阵逆的迹值。 1( ( ))tr M  所表达的是先计算得到参数向量的每一个分量的最小二乘估

计的方差，再对其进行加和。因此，A-最优设计是所加和的方差取得最小值。A-最优设

计的等价定理，若一个设计为 A-最优设计，当且仅当

1 1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))A f M M f tr M             ，

且在驻点处等号成立。
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（3）G-最优准则

若设计 满足

( ( )) min max ( , )
x

M d x
 

 

 
 

则称设计 为 G-最优设计。其中 ( , )d x  表示设计的标准化方差函数。在信息矩阵的

逆不等于 0的条件下，在点 x处的预测值 ˆ( )y x 的方差 ˆvar( ( )) ( , )y x d x  。G-最优设计即

可以描述为在整个试验利益区域内，去求得预测方差最大值最小时的最优设计。又因为

其与博弈论（Game）中的极大极小化是相似的，故称为 G-最优。G-最优设计的等价定

理：若一个设计为 G-最优设计，当且仅当：集合 ( ) | ( , ) max ( , )
x

Z a d a d x


   


    
 

中

存在一个测度，有

1 2( , ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( , )G x f x M f a d a d a       ，

且在驻点处等号成立。

（4）V-最优设计准则

回归预测值 的方差 是利益区域上的点函数,即

2ˆvar( ( )) ( )y x x 

这里 是试验误差的方差。对于不同的试验设计方案来说, 在各个点 x是不同的,我

们可以把回归方程预测值方差在整个利益区域上的平均值作为衡量设计优良性的一种

标准,它越小越好。设

1 1ˆvar( ( ) qW y x dx dx    

为整个单纯形区域上响应估计的积分方差。

对于模型(2-2),则

1

1

1
1 1

1
1 1

1 1

( ) ( )

( )( ) ( )

[( ) ]

q

q

qS

qS

W f x M f x dx dx

f x X X f x dx dx

tr X X L





 


 


 



 

 









这里，信息矩阵M X X  ，设计矩阵 1 2[ ( ), ( ), , ( )]qX f x f x f x   ，测度矩阵
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1 11 1 22( , , , )q qqdiag r I r I r I   ， kkI 为 k k
q qC C 阶单位阵， 1( ) ( )f x M f x  为给定点 x

的响应估计的方差： 。使W在 1q  维正规单纯形试验区

域 的平均值达极小值的设计称为 V-最优设计。即

达极小值.这里, 为 1q  维单纯形的体积 ,则

1ˆ(var( )) [ ]AVE y tr M B

其中, ( )B L q  。

（5）R-最优设计准则

若设计 满足

1

1

( ( )) min ( ( ))
m

ii
i

M M


  




  

则称设计 为 R-最优设计。其中 1( ( ))iiM  是矩阵 1( )M  主对角线上的元素。R-最优设

计可以描述为：求得信息矩阵的逆之后，进一步得到逆矩阵主对角线上元素的乘积，使

得这个值取得最小值。 R-最优设计的等价定理：若一个设计为 R-最优设计，当且仅当

1 2

1
1

( ( ) ( ))
( )

n
i

i i i

e M f x n
e M e




  

  


 ,

这里， (0,0, ,1,0, ,0)ie
   表示的是 n维单位列向量，它只有第 i个元素取值为 1，其

它元素都取值为 0。N 代表的是参数空间上的维数，并且在设计点 x为支撑点时取等号。

2.3 混料试验设计的效率

在《关于试验设计的效率及有关问题》一书中，张建方认为，“效率”是一种用于

表示投入方式和输出结果效果的量度，是一种用于评价一项设计最佳效果的量度。人们

一开始进行试验设计的目的，以及最终想取得的结果都是提高效率，提高生产生活的效

率，效率也成为人们衡量一次试验是否成功的重要指标。在混料试验的大框架下，基于
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不同最优准则的效率也因此被定义。

（1）D-最优设计准则下的效率为

1
1det( ( ))( )

det( ( ))

n

D
D

Me
M




 
  
 

.

（2）A-最优设计准则下的效率为

1

1

( ( ))( )
( ( ))

A
A

tr Me
tr M






 .

（3）R-最优设计准则下的效率为

1

1

1

1

1

( ( ))
( )

( ( ))

n n

R iii
R n

iii

M
e

M














    
  

.

（4）V-最优设计准则下的效率为

1

1

( ( ) )( )
( ( ) )

A
V

tr M Be
tr M B








其中，
1

( ) ( )
q

T

S
B f f d  



  .

（5）G-最优设计准则下的效率为

1( )
max ( , )G

je
d x





 .

其中， D 代表的是混料模型的 D-最优设计， A 则代表混料模型的 A-最优设计， R 代表

混料模型的 R-最优设计， V 代表混料模型的 V-最优设计，表示的是在随便一种最优

准则下的任何一种可能的设计，det( ( ))M  代表的是设计的信息矩阵的行列式，

( ( ))Tr M  表示信息矩阵的迹， ( , )d x  为由混料模型所计算得到的离差函数，n表示模型

中未知参数的数量。

2.4 乘积设计

定义 2.4 所谓两个设计的乘积设计，是指两个设计所对应的概率测度的 Kronecker



兰州财经大学硕士学位论文 混料试验的 V-和 R-最优设计研究

27

乘积，即新的设计点为原有设计的设计点的所有组合，而对应的概率为原对应概率的乘

积
[42]
。

如：设计 1 2

1 2

X X
p p


 

  
 

与 1 2

1 2

t t
p p


 

  
 

的乘积设计为

1 1 1 2 2 1 2 2

1 1 1 2 2 1 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )X t X t X t X t
p w p w p w p w

 
 

       
.
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3 混料模型的 V-最优设计

3.1 模型介绍

混料系统中，当有 q个不同成分时，我们可以使用维数为 q的正规单纯形来表示混

料的各个成分。在这个正规单纯形的每个顶点上，我们可以计算出一个多项式模型，称

为 q阶单纯形中心多项式模型：

123 1 2
1

q

i i ij i j q q
i i j

x x x x x x   
 

       (3- 1)

该多项式模型可以用来描述不同成分在混料中的相互作用和混料特性，从而帮助我

们更好地理解和控制混料系统的行为。具体而言，该模型可以根据混料的各个分量的浓

度向量，预测混料的物理、化学性质等各种特性。因此，在混料系统中，q阶单纯形中

心多项式模型是非常重要的工具和模型。当模型中有 q个分量时，采用单纯形中心设计

的方法，根据试验点的数量等于单纯形上的顶点数加 1，可以得到有 2 1q  个不尽相同的

试验点数。特别地，当阶数 2n  时， 1q  维正规单纯形 上的分量二阶中心多项式模

型为

1 1

q

i i ij i j
i i j q

x x x  
   

   (3- 2)

模型(3-2)中， i ， ij 是模型中要求取的参数，加起来有
2

1 2

2q q
q qC C 

  个。参数 i 的

含义为单一分量 i混料的期望响应值；参数 ij 是分量 i与 j的非可加性混料系统，它的含

义为纯分量 i混料的期望响应、纯分量 j混料的期望响应及分量 i与 j等比例混料的期望

响应之线性组合。上面涉及到混料系统中的两个参数：单一分量 i混料的期望响应值 i 和

分量 i与 j的非可加性混料系统的代表 ij 。首先，单一分量 i混料的期望响应值指的是只

加入分量 i的情况下，混料系统的期望响应值。可以理解为单独加入分量 i后，混料系统

的表现。这个参数通常用于评估某种成分在混料系统中的贡献程度。其次，分量 i与 j的
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非可加性混料系统的参数，是指在混料系统中，分量 i和分量 j之间存在非线性关系，

无法简单地将各个分量的响应值直接加起来得到混料系统的总体响应值。这时，需要通

过这个参数来描述混料系统的性质。具体地，这个参数可以拆解为三个部分：纯分量 i混

料的期望响应、纯分量 j混料的期望响应以及分量 i与 j等比例混料的期望响应之线性组

合。这些信息可以帮助我们更好地理解混料系统中各个成分之间的相互作用和影响。

二阶二变量的 K 模型

2 2
11 1 22 2 12 1 2y x x x x     (3-3)

K 模型与 Scheffé模型很相似，主要的不同在于 K 模型含有 2
ix 项，而 Scheffé模型却

没有。

3.2 q分量二阶混料中心多项式模型 V-最优设计

引理 3.1
[43]

对于混料试验区域 上的二阶中心多项式模型(3-2),响应估计的最优

设计驻点是 上的各类中心点（顶点、中点和重心）。

假设在模型(3-2)中，我们有若干个测度，分别用来衡量每个顶点和两个顶点中心，

并且这些指标满足一些特定的条件： 。为了设计这个模型的试验，我们

采用了单纯形中心设计方法，并根据这种方法得到了对应的设计矩阵，该矩阵的具体数

值可见于表 3.1。

表 3.1 单纯形中心设计的设计矩阵

0N 1x 2x 3x


1qx  qx 1 2x x 1 3x x 
1q qx x

1 1 0 0  0 0 0 0  0

2 0 1 0  0 0 0 0  0

          

q 0 0 0  0 1 0 0  0

1 1qC  1/ 2 1/ 2 0  0 0 1/ 4 0  0

1 2qC  1/ 2 0 1/ 2  0 0 0 1/ 4  0
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2 1qC  0 0 0  1/ 2 1/ 2 0 0  1/ 4

它可分块为 ,这里 表示的是 q 阶单位矩阵, 表示的是 阶

零矩阵, 即 阶的 矩阵。它的排在第一行前面的第 个元素为 1, 对于第

一行中的每个位置，其他行的元素在该位置的取值都按照第一行对应位置的元素值在字

典序中的排列顺序排列。 是 阶单位阵.测度矩阵表示为： ,则该

模型所对应的信息矩阵 为：

利用矩阵反演公式,求出信息矩阵 的逆为：

又可知

由
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2 2 2
1 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1

2
( 1)!q q q qx dx dx dx x dx dx dx x dx dx dx
q      
     

1 2 1 2 1 1 1 2 1
1

( 1)!q q q qx x dx dx dx x x dx dx dx
q    
   

2 2
1 2 1 2 1 1 1 2 1

2
( 2)!q q q qx x dx dx dx x x dx dx dx
q    
   

1 2 3 1 2 1 2 1 1 2 1
1

( 2)!q q q q qx x x dx dx dx x x x dx dx dx
q     
   

2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 1 2 1

4
( 3)!q q q qx x dx dx dx x x dx dx dx
q    
   

1 2 1 1 2 1 3 2 1 1 2 1
1

( 3)!q q q q q q q qx x x x dx dx dx x x x x dx dx dx
q       
   

可以得到矩阵 L 为：

L=

其可分块为

这里, 为 阶元素全为 1 的矩阵, 为 阶 矩阵,它的首行的排在

前面的两个元素为 1, 对于第一行中的每个位置，其他行的元素在该位置的取值都按照

第一行对应位置的元素值在字典序中的排列顺序排列。
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其中

11 21 11 12 12 21 22 21 22
3(2 ) 2 , ( 1) ( 3) 2 2 ,qA q I qJ M J B q M q J M M M J        

           

21 21 11 21 11 21 21 21 21 211 22( 6) 4( 2) 4 4 2( 2) , ,C q M q J J M J J q M J C M J         
          

21 12 21 12 22 22 22 22 22 22 22

22 22

1

2

( 3) 4( 2)(2 ) 2 ,

22 .
m

m

D q M M M J q I M J J J M J J

D I M J
          

 

          

  

则矩阵 的迹为:

1

1 2

1 2 1 1

2

1 2

2 2 2( ( ) ) [ ( ) 2] 2
( 1)! ( 2)!

2 2 16 4( 1) 4 4 1 ( 2)( 3)( ) 2
( 2)! ( 3)! ( 3)! 2

2 1 1 32(4 7 14)
( 2)! 3

     
 

                         
 

      

tr M L
q r q r

q q q q
r q r r q r q

q q q
q r r q

这样,V-最优准则下 q分量二阶混料中心多项式模型的最优设计所对应的测度应是条件

极小值问题

1

1 2

1 1

2
1 2

2 1 1 32min ( ( ) ) min (4 7 14)
( 2)! 3

1

qS

q

qtr M L q q
q r r q

qr C r




  
       

  

(3- 4)

的解。利用拉格朗日乘子法,令

对 , 求偏导,并令 ,则可得
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2
2

1 1

2
2 1

2
1 2

1 2 (4 7 14) 0
( 2)!

1 64 ( 1) 0
( 3)! 2

1 0q

G q q q q
r r q
G q q q
r r q
G qr C r







        
 

   
 


   



(3- 5)

结合 Mathematica 软件解方程组(3-5),可得模型(3-2)的 V-最优观测频数的一般表达式为:

2 3 4 5 6 2 2 3 4 5 62 3 4
*

1 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6

2 2 3 4 5 6
*

2 2 3 4 5 6

8 42 7 40 4 8 42 7 40 41 32 64 32(2 )
2 26 25 56 4 26 25 56 4 26 25 56 4

8(4 4 42 7 40 4 )
26 25 56 4

q q q q q q q q q q q qq q qr
q q q q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q
r

q q q q q

         
   

           


     
    

因此，得到如下定理。

定理 3.1 对于三分量二阶混料中心多项式模型，测度设计

1 1
2 2
1
2

1
2*

1
2
1
2

* * * * * *
1 1 1 2 2 2

01 0 0
00 1 0 0

0 0 0 0
=

0 0 1 0 0
r r r r r r



          
          
          
          
          
          
                         
 

 
    

是 V-最优设计.这里 1 0.100723159654081750r  ， 2 0.232610173582679252r  .

证明 首先，我们将使用单纯形算法找到一个最优解，即 V-最优配置。接着，我们

将证明该解在整个单纯形利益区域内的任何其他解都不会比我们找到的最优解更优。

当 对应设计矩阵为： ,其中 ,对应测度矩阵为

, 其 中 , , 满 足 。 信 息 矩 阵

,则易求得信息矩阵的逆 以及该模型所对应的矩阵 L:
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则矩阵 为：

这样由 V-最优设计准则就可得如下条件极小值问题：

结合 Mathematica 软件利用拉格朗日乘子法可得到结果：
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因此,三分量二阶中心多项式模型的 V-最优配置为

再证明该配置是整个单纯形利益区域最优的，运用 V-最优等价定理，由引理 3.1 可知，

可取
1 1 1( ) ( , ,0, ,0,0)
2 2 4

f x  ，

因此 1 1 1( ) ( ) ( ) 0.611051177665 1( ) ( 15( 0) 3)f x M LM f x tr M L       。

定理 3.1 证毕。

3.3 q 分量二阶混料 K 模型的 V-最优设计

本节讨论的是如何在正规单纯形 1qS  上进行二阶 K 模型的 V-最优设计问题。该模型

涉及到未知参数的估计，需要进行试验来获取相关数据。在正规单纯形上，可以实现饱

和的 V-最优设计，这意味着试验点的数量达到了最小化参数估计误差的极限，从而最大

程度地提高了试验效率。我们可以通过以下引理来确定试验点集。试验点集的确定是通

过引理得出的。这里需要注明的是， ii 、 ij 为需要求取的参数，加起来有
2
q

k q  
   

 
个。

引理 3.2 对于混料试验区域 1qS  上的二阶 K 模型(3-3),响应估计的最优设计驻点是

上的各类中心点（顶点、中点和重心）
[43]
。

假设 1r ， 2r 分别表示 1qS  上的每个顶点及两顶点重心的测度，且满足 1 2

q
1

2
qr r 

  
 

，

则模型(3-3)所对应的设计矩阵 X 为：
q

2 m

I 0
X = 1 1M I

4 4

 
 
  
 

，测度矩阵为
1 q

2 m

r I 0
0 r I

 
   

 
。

则该模型所对应的信息矩阵 ( )M  为

2 2
1 2 2 2

2 2
2

16 16( )

16 16

q

m

r rr I M M M
M X X

r rM I


 



  
    

  
 

求出信息矩阵的逆为：
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2
1 11

2 2 2
1 2 1

1 1

( )
1 16 1

q

m

I M
r r

M
M I M M

r r r









  
 
 
  
 

其中，0为
2
q

q  
 
 

阶零矩阵， 2M 为第一行前两个元素是 1，其余行为第一行字母的字典

排序的
2
q

q 
 

 
阶矩阵，令

2
q

m  
  
 

，记 mI 和 qI 分别为m阶和 q阶单位矩阵。

可计算得分块矩阵 L为：

11 12 12

21 21 22 22

4 2(5 + ) (2 )
(q+3)! (q+3)!
2 1(2 ) (2 )

(q+3)! ( 3)!

q

m

I J M J
L

M J I M J
q

  

   

  
 
     

-1 =
A B

M L
C D


 
 
 

（ ）

其中，

21 12
1

16( 1) 2=
( 3)! ( 3)!q
qA I M J

q r q r  




 

22

22 22 21 12 22 22 22

1 2 1 1 2

1 1 2 1

-3(q-2) 32 3 2 16=
( 3)! ( 3)! ( 3)! ( 3)!

1 2 16 1  ( 2 )
( 3)! ( 3)! ( 3)!

m
qD I J

q r q r q r r q r

qJ M M J M J J
q r q r q r r



      

    
            

   
            

这里,
ij

J 为
q q
i j
   

   
   

阶元素全为 1 的矩阵,
ij

M 为
q q
i j
   

   
   

阶 矩阵,其第一行的前

两个元素为 1,其余行是第一行按字典顺序的全排列。

则矩阵的迹为

1

1 1 1 2 1

1 1

2

1 2

1 4! 1 3! 1 3! 16 2 4( ( ) ) [ ( ) ( 1)] [( ) 2 ( )
( 3)! ( 3)! ( 3)! ( 3)!

1 2 1 1 ( 2)( 3) ( 1)2( 2) ]
( 3)! ( 3)! 2 2

1 32[ (2 14 36) ( 1)]
( 3)!

tr M L q q
r q r q r q r r q

q q q qq
r q r q
q q q q

q r r

               
   

  
       

 

    


由 V-最优准则定义可得如下约束极小值问题
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1 2

1 2

1 2

1 32min ( ( ) ) (2 14 36) ( 1)
( 3)!

1
2

qtr M L q q q
q r r

q
qr r

  
         


      

利用拉格朗日乘子法，令

2
1 2 1 2

1 2

q1 32( , , ) (2 14 36) ( 1) ( 1)
2( 3)!

qG r r q q q qr r
q r r

 
   

            

对参数 1r， 2r ，求偏导，得

2
2

1 1

2
2 2

1 2

1 (2 14 36)
( 3)!

32 ( 1) ( 1)
( 3)! 2
( 1) 1

2

G q q q q
r r q
G q q q q
r r q
G q qqr r







        
  

    
 

 
  



由
1

0G
r





，

2

0G
r





， 0G






。可计算得到结果：

2 2 3 42 3 4
*

1 2 3 4 2 3 4

2 2 3 4
*

2 2 3 4

4 2( ) 18 71 16 32 162
2 10 9 7 10 9 7

4( 4 4 2 18 7
10 9 7

q q q q qq q qr
q q q q q q q

q q q q q
r

q q q

          
        

     


  

(3-6)

定理 3.2 对于二阶二分量混料 K 模型，测度设计

是 V-最优设计。

证明 利用 V-最优等价性定理证明，二阶二分量混料 K 模型的测度是最优的。要

证明定理，只需证明 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) )f x M LM f x tr M L      。

1 1(1,0) (0,1) ( , )
2 2

1 1 1
4 4 2
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1 1 2 2
1 2 1 2

21 1 1 1
1
2
2

1 1 1 1
1 2

1 1 1 2 1 1 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( , , )

1 1 1 11 1 10 0
5 30 20

1 1 1 1 1 1 10 0
30 5 20
1 1 11 1 1 8 1 1 1 82( ) 2( )20 20 30

8

f x M LM f x x x x x

r r r r x
x

r r r r
x x

r r r r r r r r

r

     

                                               


2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2
2 2

1 2

( ) 128 ( ) (2 2 )
15

r x x x x r x x r x x x x x x
r r

     

(3-7)

由 (3-6) 可 得 ， 2q  时 ， 1
1
4

r  ， 2
1
2

r  ， 将 其 代 入 3-7 ， 则

1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2

64 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) 8 ( ) (2 2 ))
15 4

f x M LM f x x x x x x x x x x x x x          

由 于 1 2 1x x  ， 即 1 21x x  ， 代 入 1 1( ) ( ) ( ) ( )f x M LM f x   
， 令

1 1
2( ) ( ) ( ) ( ) ( )Max x f x M LM f x    ， 通 过 软 件 mathematicas 计 算 得 到

1 1 32( ( ) ( ) ( ) ( ))
15

Max f x M LM f x     ， 1 32( ( ) )
15

tr M L  ， 那 么 可 得

1 1 1( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )tr M L f x M LM f x      。

定理 3.2 证毕。

3.4 效率对比分析

在设计中，衡量最优性的重要指标之一是效率。本节将讨论关于三分量二阶混料中

心多项式模型和三分量二阶混料 K 模型的 V-最优设计的效率。换言之，我们将探讨如

何在设计过程中优化效率。

由 2.3 节所介绍的混料试验设计的 V-最优设计的 V-效率知，V-最优准则下的效率为

1

1

( ( )( )
( ( )

v
v

tr M Be
tr M B










由 3.1，3.2 节可知， 3q  时，二阶混料中心多项式模型和混料 K 模型的 V-最优设

计相同，为

 *
1 20.100723, 0.232610r r     .

因此，对于二阶混料模型，中心多项式模型与 K 模型在设计效率方面优势相当，为
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1 2

0.61105( ) 1 4
2

1

0 15

ve

r r

 


可以看到，两类模型的 V-最优设计效率由测度 1r和 2r 的取值决定。
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4 多响应混料模型的 R-最优设计

在本章中，我们将研究两种多响应混料设计模型的 R-最优设计方法。其中，Scheffé

二阶混合设计模型具有独特的特点：它由两个多响应混料模型组成，并且这两个模型所

需的设计点数量相等。相对而言，Scheffé 一阶和二阶多响应混料模型更为复杂，因为

这两个模型所需的设计点数量不相等。通过研究这些模型，我们可以优化试验设计，提

高试验效率和准确性。

4.1 模型介绍

4.1.1 多响应 Scheffé二阶混料模型

考虑模型：

1 1 11

2 2 22

( ) ( )( ) 0
[ ( )]

( ) ( )0 ( )
y x xf x

E Y x
y x xf x

 
 





      
        
      

(4- 1)

其中，

1 1 2 1 2 1 3 1( ) ( , , , , , , , ),q q qf x x x x x x x x x x
  

2 1 2 1 2 1 3 1( ) ( , , , , , , , ),q q qf x x x x x x x x x x
  

1 11 1 112 113 1, 1,( , , , , , , ) ,q q q      
  

2 21 2 212 213 2, 1,( , , , , , , ) ,q q q      
  

( ( )) 0, ( 1, 2)iE X i  

2
1 1 2

1 2 2
1 2 2

( ( ), ( ))Var x x
  

 
  
 

    
 

对于 Scheffé q分量二阶混料模型，计划 1 均匀配置测度
2 3

1 3 4

( 1) 2 2
2

q q q q
r

q q q
  


  

到各个

顶点 (1,0, ,0)x  ，
2 2 3

2 3 4

2( 2 )
2
q q q

r
q q q
 


  

到各个二顶点中心
1 1( , ,0, ,0)
2 2

x  为 R-最

优设计。对于双曲面混料模型，所考虑的试验计划 1qS   的支撑点也同样限定在顶点
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(1,0, ,0)x  和二顶点中心
1 1( , ,0, ,0)
2 2

x  。因为模型相对于 q个分量 1 2, , , qx x x 都是

对称的，则在任一种最优标准下，在同一类顶点中心设计点上试验的测度都必须相等。

设在每个顶点的测度为 1r ，在二顶点测度为 2r ，这里 1r 和 2r 要满足约束条件

1 2 1 2
( 1) 1,0 , 1

2
q qqr r r r

    。

4.1.2 Scheffé一阶和二阶构成的多响应混料模型

考虑模型：

1 1 11

2 2 22

( ) ( )( ) 0
[ ( )]

( ) ( )0 ( )
y x xf x

E Y x
y x xf x

 
 





      
        
      

(4- 2)

其中，

1 1 2( ) ( , , , ),qf x x x x  

2 1 2 1 2 1 3 1( ) ( , , , , , , , ),q q qf x x x x x x x x x x
  

1 11 1( , , ) ,q    

2 21 2 212 213 2, 1,( , , , , , , ) ,q q q      
  

( ( )) 0, ( 1, 2)iE X i  

2
1 1 2

1 2 2
1 2 2

( ( ), ( ))Var x x
  

 
  
 

    
 

。

4.2 多响应 Scheffé二阶混料模型的 R-最优设计

下面在 R-最优标准下求出最优测度 1r和 2r 。

一个设计由试验利益区域上的设计点 1 2, ,x x 的集合，以及分布在这些设计点上

的测度 1 2, ,  集所构成，这里， 0, ( 1,2, )i i    ，且 1 2 1    。对于混料模型

( ) ( )x F x   和设计，信息矩阵为

1

1( , ) ( ) ( ) ( ),
qS

M x x d x   
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其中， ( )x  是分块对角矩阵 1 2( ( ), ( ))diag f x f x  ，是协方差矩阵，假设我们有很多观

测值，在这些观测值受到一定的测量误差影响，观测误差服从期望为零，方差为 2 的正

态分布。通常，我们使用最小二乘法来优化误差。这里，我们使用正态分布的误差模型，

可以使用信息矩阵来进行优化。信息矩阵是一个矩阵，它包含了观测误差的方差和协方

差信息。使用信息矩阵，我们可以构建一个 R-最优设计，即使得信息矩阵的逆矩阵的主

对角线元素的乘积最小的设计。这样就可以提高拟合的精度和稳定性。设计 称为是

R-最优的，如果存在设计 使得信息矩阵 ( , )M   的逆矩阵的主对角线元素的乘积最小，

即

1 1( ( , )) min ( ( , )) ,ii iiM M      

其中 1( ( , ))iiM   是信息矩阵的逆矩阵中主对角线上的第 i个元素。

计算多响应混料模型(4-1)的信息矩阵，首先定义 1 0
0
a

b
  

   
 

，则

( 1) 2
1 1

1 2
1 1

11 12

21 22

33 34

43 44

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
0 0

0 0
0 0

q qq

i i j j
i j

M r x x r x x

A A
A A

A A
A A

    


   

 

    

 
 
 
 
 
 

 

其中，

11 1 2 q[ ( 2)] ,
4 4q
a aA ar r q I J   

12A 是由 1 2 1, , ,q qX X X   组成的分块矩阵，

12 1 2 1( ),
8 q q
aA X X X  

 ( 1)0 1 , ( 1, 2, , 2)n n q n n nX I n q 
    

 1 1 1 21 12 22 ( 1)
2

1 , , ,
16

T
q q q q q

aX I A A A I 
     

33 1 2 34 2[ ( 2) , [ ( 2)] ,
4 4 8 8q q q q
b b b bA br r q I J A r q I J      
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43 34 44 2, [ ( 2)] .
16 16q q
b bA A A r q I T   

( 1)0n q n   是 ( 1)n q n   阶矩阵，且每个元素都为 0；

qJ 为 q q 阶矩阵，且矩阵中的每个元素都为 1；

qI 为 q q 阶单位矩阵；1n
为 q维列向量，且每个元素都为 1。

根据 Frobenius 公式可知信息矩阵 ( , )M   的逆矩阵为：

1
1 0

1
0

0
( , ) ,

0
M

M
N







 
   

 

其中

33 3411 12
0 0

43 4421 22

, ,
A AA A

M N
A AA A

  
    
   

( 1) ( 1) 1
1 12 22

0 1 ( 1) 1 ( 1) 1 1
22 21 22 21 12 22 22

,
A A A A

M
A A A A A A A A A

    


       

 
  

  

1 ( 1) 1
22 ( 1) 11 12 22 21 1

2 2

16 , ,q q qA I A A A A A ar I
ar

   
   

( 1)1 1 ( 1)
22 21 22 21[ ] ,A A A A A A

       

1 ( 1) 1 1
22 21 12 22 22 ( 1 ( 1)

2 1 12 2

16 4 4[ ] .q q q qA A A A A A I J
ar ar ar

    
    ）

( 1) ( 1) 1
1 34 44

0 1 ( 1) 1 ( 1) 1 1
44 43 44 43 34 44 44

,
B B A A

N
A A B A A B A A A

    


       

 
  

  

1
44

2 2

8(2 3) 4 ( ),
( 1)( 2) q q q

qA I J I
q q br br

 
  

 

( 1) 1 1 ( 1)
33 34 44 43 44 43

1 1

1 2, ,q qB A A A A I A A B I
br br

          

1 ( 1) 1 ( 1)
44 43 44 43[ ] ,A A B A A B        

1 ( 1) 1 1
44 43 34 44 44

2 1 2

8(2 3) 4 4( ) ( ).
( 1)( 2) q q q

qA A B A A A I J I
q q br br br

     
    

 

则可得：
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2 ( 1)
1 ( 1) ( 1)12

2
1 2

1 1( ( , )) ( ) ( ) 8 (2 1) ,
q qq q

q q q q q
ii

i

rM ab ab
ab c r r




  



     


由 R-最优准则定义可得如下约束极小值问题：

2

1 ( 1) ( 1)1

1 2

1 2

1min ( ( , )) 8 (2 1)

( 1) 1
2

q q
q q q q

ii
i

rM S
r r

q qqr r




  




     


  



这里，
( 1)

2
2

1 ( ) ( ) .
q q

qS ab ab
ab c






利用拉格朗日乘子法，令

( 1) ( 1)1
1 2 1 2

1 2

1 ( 1)( , , ) 8 (2 1) [ 1],
2

q q q qr q qH r r S qr r
r r

   
       

对参数 1r， 2r ，求偏导，得

2

2

( 1) ( 1) 11 1
2

1 1 2 1 2 2

( 1 11
2

2 2 2

1 2

1 2 ( 1)8 [ (2 1) (2 1) ] ,

( 1) ( 1)8 [ (2 1) ] ,
2

( 1) 1.
2

q q q q q q

q q q q

r rH q qS q
r r r r r r

rH q q q qS
r r r
H q qq r r







   

  

              
  

       


 
   



）

由
1

0H
r





,

2

0H
r





, 0H







,可计算得结果：

2

1 2

2

2

2

1 6 1 20 20
2(2 )

(1 6 1 20 20 )2( 1
2(2 )

( 1)

q q q
r

q q

q q q q
q qr

q q

    




    

 
   

.

定 理 4.1 对 于 多 响 应 Scheffé 二 阶 混 料 模 型 ， 测 度 设 计

2

2 2
* * *

1 22

(1 6 1 20 20 )
2( 1

1 6 1 20 20 2(2 ),
2(2 ) ( 1)

q q q q
q q q q qr r

q q q q


    
  

         
  

  

是 R-最优设计。
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证明 一个设计是 R-最优设计的充分必要条件是，该设计的信息矩阵行列式等于该

设计自由度的常数乘以单位矩阵的行列式。对于多响应 Scheffé二阶混料模型，该设计是

最优设计的充分必要条件是，该设计的信息矩阵行列式是所有可能设计中最大的。换句

话说，该设计是最优的，当且仅当其信息矩阵的行列式大于或等于其他可能设计的信息

矩阵的行列式。按照设计 * 是 R-最优设计的同等条件，针对多响应 Scheffé二阶混料模

型，要给出 * 是最优设计，当且仅当下式成立。

2 1 * 2

1 *
1

( ( , ) ) ( 1)
( , )

q q
i

i i i

e M x q q
e M e




 

 



 



对于多响应 Scheffé二阶混料模型，所考虑的试验计划 1qS   的支撑点同样限定

在顶点和二顶点，根据设计点的对称性，不妨取 1 2
1 1( , , ) , ,0, ,0
2 2qx x x     

 
  ，则有

1 1 2 1 2 1 3 1( ) ( , , , , , , , )

1 1 1( , ,0, ,0, ,0, ,0)
2 2 4

q q qf x x x x x x x x x x




 

 
,

1

2

1 1 1, ,0, ,0, ,0, ,0 0( ) 0 2 2 4
1 1 10 ( ) 0 , ,0, ,0, ,0, ,0
2 2 4

f x
x

f x





 
  

    
    
 

 

 

从而得，

2( 1)
1 1

1 1

1 2 1 2

1 1 2 1 1 2

2
2 1 1

( , ) ( ( , ))

4 (4 ) 4 (4 )( 1) 1 ( 1) 1( 4 ) ( 4 )
2 2

2 1[4 ( 1)( ) ]

q q q q

i i ii
i i

e M e M

b r r a r rqb q q qa q qb a
r r r r r r
a b qq q
ab c r r r

 
 

  

 

  

  
     


   



 

(4- 3)
( 1)

1 *
2

1 2 1 1

2 1( , ) [ ( 1)( ) ]
2

q q

i
i

a b qe M x q q
ab c r r r




 




    

 (4- 4)

其中,
0,0, ,1,0, ,0 0

0 0,0, ,1,0, ,0ie
  
  
 

 
 

为 2 ( 1)q q  阶矩阵。并令
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1 * 2

1 *

( ( , ) )( ) ( 1)
( , )

i

i i

e M xG x q q
e M e




 

 


  


,

将(4-3)和(4-4)，1r和 2r 代入 ( )G x ，借助 Mathmatica 软件得到 ( ) 0G x  ，当且仅当 1 2r r 时

等号成立。

特别地，对于多响应 Scheffé二阶三分量混料模型，
7

(
3

) 298G x   。

因此，定理 1 证毕。

4.3 Scheffé一阶和二阶构成的多响应混料模型的 R-最优设计

定理 4.2 存在唯一的 2
2(0, )

( 1)
r

q q



, 1 2

1 1 1(0, )
2
qr r

q q
 
   ，对于模型(4-2)，当 2r



和 1r
 分别表示计划   分配到 q 个顶点 (1,1, ,0)x  和

( 1)
2

q q 
个二顶点的中心点

1 1( , , ,0)
2 2

x  的测度时，计划 是 1qS  上的 R-最优设计。

证明 计算多响应混料模型(4-2)的信息矩阵，首先定义 1 0
0
a

b
  

   
 

,则

 

( 1) 2
1 1

1 2
1 1

2
1 2

2

1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
20 01

1 14 4
0 0 0 0 2 4

1(
4

q qq

i i j j
i j

q q

q

M r x x r x x

a c c
U Va c a c c b bI I rqr rc b c b

c b V bI

a c qr
c b

    


   

 




 
 
 

    

    
             

                       
          

 

  
  

 


 

 

2 2
2

2
2

2

)
4 8

1
8 16

q

q

cr rr I U V
b

r c b V br I




 
 
 

  
   

  
 

 
 
 

这里，
, 1,

( )
q

ij i j
i j i j

V E e e 

 

  , ie 表示 q 维列向量，第 i行元素为 1，剩余行元素都为 0。

ijE 为
2
q
 
 
 

维标准单位向量， 1 11 1q q qU I
   。
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为了计算信息矩阵的逆 1( , )M   ，定义 ( , )
A B

M
C D


 

   
 

，通过计算得到

 

 

 

1 2 2

2 2

2

2

2

2

16
8 8

( )
4

( )
4

(( 1) ),
4

q

q

cr rBD C V I c b V
b br

cr V c b V
bb

cr c b V V
bb

c cr q I Ub
c b

 
 
 
 





 
     

 

  
    

  
  

   
  

 
      
 

则有

2

1 2 2
1 2

2 2

2 2 2
1 2

1

1 1

1(( ) ) (( 1) )
4 4 4

( 1)1( )
4 4 4 4

,

q q

q q

q

q q

ca c cr rqG A BD C r r I U q I Ubc b
c b

c ca c a cc cq r r rqr r I I U Ub bc b c b
c b c b

W cr I
cr I br I


 

                   
 

   
                           

   
 

  
 

2 2
2 2

1
( 1)( ( )) ( ) .

4 4q
q r rc cW ar a I a U

b b


    

2
1c

q
rQ G I
b

  ,

1 1 1
1

1 1 1 1 1 1
( , ) ,

G G BD
M

D CK D D CK BD


  


     

 
   

  

这里

1 1

1
2

1 1
2

1

,
1

q

cQ Q
b

G
c cQ I Q
b br b

 



 

  
 
   
 

其中， 1 2 2
2

2
1

1 ((1 ) ),
4 4( ( 2))( )

4

q
qr qrQ I U

r cr q a
b

   
  

因此，信息矩阵的逆为
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1 1

1
1

2 1
2

2

2

2 16( , ) ,
4

q

c
G G V

bb
M c b VK

cb
br I c b VK V

b b



  




 
 
 
 

  
   

  
  
  

        

1
22

2
1

( 1)2 2
2

2
21 2 1

1

1( ( , )) (1 )
4( ( 2)( )

4

11 16 84 ( )
( 2)

4

q

ii

q

q q

qM r
r cr q a

b

q rc
rbr ab c br brr q

 



 
 

    
   
  

  
      

 



因为有 1 2 1 2
( 1) 1, 0, 0,

2
q qq r r r r

     则有

2
1

22

2

( 1)2
2

22
2

2 2 2

2

1( ( , )) (1 )1 3 4( 1)
4

1 1 16 8(1 ) ( )1 1 1 3 1 14( ) ( 1) ( )
2 4 2

( , , , , )

q

ii

q

q q

def

c qM r
ab c q r

q

c q rq qab c brb r q r b r
q q q

f a d c q r

 



 
 

     
  

  

 
 

     
     

  





借助 Mathematica 软件验证对于 2
1(0, )

2

r
q

 
 
 
 

，都有
2

22
2

( , , , , ) 0,d f a b c q r
dr

 即

2( , , , , )f a d c q r 为
1(0, )

2
q 
 
 

上的凸函数，并且，当 2 0r  或 2
1

2

r
q


 
 
 

时有

2( , , , , )f a d c q r ，因此，存在唯一的 2r
和 1 2

1 1
2
qr r

q
 
  使得 1( ( , ))iiM    取得最

小值。定理证毕。
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5 结论与展望

5.1 主要结论

这篇文章讨论了混料试验的最优设计问题，分为两个部分。一是讨论了 Scheffé二阶

模型和二阶 K 模型的 V-最优设计问题，二是讨论了多响应模型的 R-最优设计问题。主

要有：

（1）首先引入了文章的选题背景和研究意义，着重介绍了文章所研究内容的国内

外研究现状。并介绍了文章后续所用的重要理论知识，包括混料问题的界定及设计方法，

混料最优设计的原理、混料试验设计的效率。最后介绍了多响应混料试验设计研究过程

中所运用的乘积设计。

（2）对于 Scheffé二阶和 K 模型的 V-最优设计问题，首先借助中心多项式模型的信

息矩阵及 V-最优准则，计算得到二阶中心多项式模型的 V-最优观测频数的一般表达式，

然后利用 V-最优设计的等价性定理证明了三分量二阶中心多项式模型的 V-最优测度满

足等价性定理。同时为了满足实际问题中不同问题所需模型不同，讨论了 K 模型的 V-

最优设计，并证明了二分量二阶 K 模型的 V-最优测度满足等价性定理。最后，对二者

的 V-最优设计进行了效率对比分析，发现二者在设计效率上的优势相当。

（3）对于多响应模型的 R-最优设计问题，首先讨论了由 Scheffé二阶构成的多响应

模型的 R-最优设计，结合软件 Mathematica 计算得到该多响应模型的 R-最优配置，并利

用等价性定理证明了所得的结果就是 R-最优设计。最后进一步讨论了由 Scheffé一阶和

二阶构成的多响应模型的 R-最优设计，借助乘积设计及 R-最优设计的等价性定理证明

了其最优配置就是 R-最优设计。

5.2 研究不足和有待进一步探讨的问题

在本文的基础上，对于混料试验的最优设计研究还可以进一步探讨：

（1）由于研究条件的限制，难以获取实际的试验数据，所以本文仅作了混料试验

最优设计的理论论证。因此后续条件允许可以做实证数据分析，从实证的角度进行最优

设计验证。

（2）由于计算的复杂性，论文未推导分析两类多响应模型的R-最优设计效率，这

也是论文的不足之处。因此后续可借助Matlab软件的矩阵运算，进行多响应模型的最优
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设计效率的比较分析。

（3）不管是单响应还是多响应混料试验设计，单一准则下的最优设计在有些实际

问题中并不适用，因此也可以讨论混合最优准则下的相关最优设计问题。

（4）除了本文研究的多响应模型，还可以研究由其他混料模型构成的多响应模型

的R-最优设计，如Scheffé一阶和二阶可加模型构成的多响应模型。
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