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摘要

混料试验设计主要研究的是配方配比中的试验设计问题，它是安排混料试验

和分析混料数据的一种数学理论和方法，是数理统计学的重要分支。混料试验设

计是约束区域上的优化问题，大多数是以最优设计理论为基础的。它在工农业生

产、经营管理和科学研究中有着广泛的应用，给企业和社会带来了极大的经济和

社会双重效益。在各种不同的混料模型下，基于不同最优准则的最优设计问题一

直是该领域的研究热点，近些年来，相关研究人员将稳健设计与最优设计结合起

来研究，探讨混料模型与回归模型的稳健最优设计问题成为了新的研究方向。

首先，本文应用 R-最优准则理论，结合约束条件的限制探讨了二阶中心多

项式模型的 R-最优配置问题，并利用 R-准则的等价性定理对所得到的最优配置

进行了证明。同时，文章针对三阶的混料中心多项式模型，探讨了三分量三阶中

心多项式模型的 R-最优设计问题，并利用Mathematica软件给出了三分量三阶混

料模型 R-最优设计的数值解。

然后，本文应用稳健 R-最优准则理论，结合约束条件的限制探讨了二阶中

心多项式模型的稳健 R-最优配置问题，并计算得到了该最优配置解。对于具体

的先验测度，给出了三分量二阶混料模型的稳健 R-最优配置，之后对于所得到

的结果利用稳健 R-准则的等价性定理，并结合多元函数的条件极值定理，证明

了该稳健最优配置就是稳健 R-最优设计。最后对 R-最优设计与稳健 R-最优设计

的效率进行了比较分析。

关键词：中心多项式模型 R-最优设计 稳健 R-最优设计 等价性定理 条件极值
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Abstract
Mixture experiment design mainly studies the experimental design

problem in the formula ratio, which is a mathematical theory and method

to arrange mixture experiment and analyze mixture data, and is an

important branch of mathematical statistics. Mixture experiment design is

an optimization problem in the constraint region, most of which is based

on optimal design theory. It is widely used in industrial and agricultural

production, management and scientific research, and has brought great

economic and social benefits to enterprises and society. The optimal

design problem based on different optimal criteria has always been a

research hotspot in this field under different mixing models. In recent

years, relevant researchers combine robust design with optimal design,

and it has become a new research direction to discuss the robust optimal

design of mixture model and regression model.

Firstly, the R-optimal configuration of the second-degree central

polynomial model is discussed by using R-optimal criterion theory, and

the obtained optimal configuration is proved by using the equivalence

theorem of R-optimal criterion. At the same time, this thesis discusses the

R-optimal design problem of the third-degree central polynomial model

of the concrete component, and gives the numerical solution of the

R-optimal design of the three-component third-degree polynomial model
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by using Mathematica software.

Secondly, based on the theory of robust R-optimal criterion, the

robust R-optimal configuration of the second-degree central polynomial

model is discussed, and the optimal configuration solution is obtained.

For the specific prior measure, the robust R-optimal configuration of the

three-component second-degree mixture model is given. Then, the robust

R-optimal configuration is proved to be the robust R-optimal design by

using the equivalence theorem of the robust R-criterion and the

conditional extremum theorem of multivariate functions. Finally, the

efficiency of R-optimal design and robust R-optimal design is compared

and analyzed.

Keywords: Central polynomial model; R-optimal design; Robust

R-optimal design; Equivalence theorem; Conditional extreme value



兰州财经大学硕士学位论文 混料中心多项式模型的 R-最优与稳健 R-最优设计研究

IV

目 录

1 引言 ..................................................................................................................................................................1

1.1 选题依据 ........................................................................................................................................... 1

1.2 研究的意义与目的 ......................................................................................................................2

1.3 国内外研究现状 ........................................................................................................................... 3

1.4 主要研究内容及章节安排 ......................................................................................................5

2 混料试验设计理论知识 ................................................................................................................7

2.1 混料试验设计概况 ......................................................................................................................7

2.2 最优设计准则及等价性定理 ..............................................................................................11

2.3 混料试验设计的效率 ..............................................................................................................14

2.4 稳健最优设计相关理论 .........................................................................................................15

3 混料中心多项式模型的 R-最优设计 ............................................................................18

3.1 模型介绍 .........................................................................................................................................18

3.2 二阶模型的 R-最优设计 ....................................................................................................... 19

3.3 三阶模型的 R-最优设计 ....................................................................................................... 22

4 混料中心多项式模型的稳健 R-最优设计 ................................................................27

4.1 二阶模型的稳健 R-最优设计 .............................................................................................27

4.2 三分量二阶模型的稳健 R-最优设计 .............................................................................29

4.2.1 模型介绍 ..........................................................................................................................29

4.2.2 定理证明 ..........................................................................................................................30

4.3 效率对比分析 ..............................................................................................................................33

5 结论与展望 .............................................................................................................................................35

5.1 主要结论 .........................................................................................................................................35

5.2 研究不足和有待进一步探讨的问题 ..............................................................................35

参考文献 .........................................................................................................................................................37

攻读硕士学位期间所发表的论文 ...........................................................................................41



兰州财经大学硕士学位论文 混料中心多项式模型的 R-最优与稳健 R-最优设计研究

V

后记 ......................................................................................................................................................................42



兰州财经大学硕士学位论文 混料中心多项式模型的 R-最优与稳健 R-最优设计研究

1

1 引言

1.1 选题依据

混料试验设计主要研究的是配方配比中的试验设计问题，它在工农业生产、

经营管理和科学研究中有着广泛的运用，给企业和社会带来了极大的经济和社会

双重效益，它是由 Scheffé提出来的，距现在有六十多年的发展历史。Scheffé在

1958年提出了混料试验设计的概念，给出了试验域的定义和单纯形—格子设计

的设计方法，单纯形—格子设计是最基本的方法，至今依旧在很多方面被应用。

1963年， Scheffé提出了单纯形—中心设计方法，对之前提出的设计方法加以改

进。自此之后，相关研究学者对混料试验设计进行了深入的探讨和剖析，提出了

各种混料试验设计方法[1-5]的新概念，比如 Cox设计、轴设计、混料均匀设计、

最优设计、稳健设计等。在这一发展过程中，各种具有不同实际意义的最优设计

准则也被先后提出，运用较广泛的有 A-最优准则、D-最优准则、R-最优准则、

I-最优准则等。混料试验中我们感兴趣的的指标仅仅与混料分量中各种成分所占

的比例或者所含的比例有关系，与混料总的量没有关系，且各混料分量并不可以

完全随意变化，需要受到混料基本约束条件的限制。在混料试验设计的发展进程

中，研究者最感兴趣的就是最优设计理论和稳健设计理论两方面的研究。

在稳健设计理论方面，稳健性是指影响试验过程的因素发生微小变差时，对

试验结果影响的不敏感性，稳健设计是指试验过程在满足稳健性的思想下，对产

品的各种性质综合考虑，对此做出最佳设计，使得既能够提高产品的质量，又能

够降低生产的成本。在大多数实际情况下，试验者在进行试验之前对其基础模型

了解很少，因此只能假定未知模型属于回归模型集，在这种情况下，最优设计问

题被称为模型稳健设计，并且得到了广泛的讨论，其中一篇开创性的文章是 1974

年 Läuter的一类模型的试验设计这篇文章，他通过在有限组可能的模型上平均设

计准则函数，引入了 D-最优性准则的模型稳健性版本，基于 Läuter的研究，国

内外相关研究者对此进行了大量的讨论研究，大大促进了稳健最优设计的发展。

在关于稳健最优设计的相关文献中，现有工作大多数主要关注的是具体区间上回

归模型中的稳健最优设计，对于混料试验设计中相关混料模型的稳健最优设计的
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研究则相对较少。

鉴于此，本文从 R-最优准则和稳健 R-最优准则入手，基于混料模型，主要

讨论以下内容。第一是讨论了二阶中心多项式模型的 R-最优配置问题、三分量

三阶混料中心多项式模型的 R-最优配置问题，并利用等价性定理，证明了二阶

混料模型的 R-最优配置在整个单纯形利益区域内是最优的。第二是讨论了二阶

中心多项式模型的稳健 R-最优配置问题，给出了三分量二阶混料模型的稳健 R-

最优配置，之后对于所得到的结果利用稳健 R-准则的等价性定理并结合多元函

数极值定理，证明了得到的该稳健 R-最优配置就是稳健 R-最优设计，最后讨论

了 R-最优设计与稳健 R-最优设计的效率。

1.2 研究的意义与目的

有关混料模型的稳健最优设计已成为最优混料试验设计的一个重要的研究

方向，将稳健 R-最优设计与混料中心多项式模型相结合，研究混料中心多项式

模型的稳健 R-最优设计对于提高试验的效率以及产品的质量性能有重要意义。

本文是建立 q 分量混料中心多项式模型的 R-最优设计和稳健 R-最优设计，整体

论文需要覆盖以下目标。

（1）研究二阶中心多项式模型的 R-最优设计、三阶中心多项式模型的 R-

最优设计。文章首先利用 R-最优准则并结合约束条件得到二阶模型的 R-最优配

置，然后通过 R-最优准则的等价性进行了证明。另一方面，三阶混料模型不同

于二阶，由于三阶自身的复杂性，在实际中并不常用到，但在理论上却有着一定

的研究价值，所以很有必要考虑三阶混料中心多项式模型的最优设计，文章探讨

三阶混料中心多项式模型的 R-最优配置，对于具体分量的三阶混料中心多项式

模型，讨论其 R-最优配置的数值解。

（2）研究二阶中心多项式模型的稳健 R-最优设计。讨论了二阶中心多项式

模型的稳健 R-最优配置问题，给出了三分量二阶混料模型的稳健 R-最优配置，

之后对于所得到的结果利用稳健 R-准则的等价性定理并结合多元函数极值定理，

证明了得到的该稳健 R-最优配置就是稳健 R-最优设计，并讨论了 R-最优设计与

稳健 R-最优设计之间的效率。
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1.3 国内外研究现状

（1）混料中心多项式模型的研究现状

中心多项式模型最早是由 Scheffé于 1963年提出的，对于中心多项式模型的

研究，1993 年，关颖男和刘春雨[6]给出了 q 分量高阶混料中心多项式模型的 A-

最优设计的算法研究，并利用计算机算法举例进行了具体的讨论。1999年，佟

毅等[7]结合 A-最优性准则，讨论了 A-最优的单纯形-中心设计。2019年，冷薇等

[8]以 q 分量中心多项式模型为基础，研究了高维混料中心多项式模型的 LASSO

变量选择问题，并对AIC准则和LASSO在变量选择问题上的优良性进行了比较。

（2）R-最优准则的研究现状

1997 年，Dette[9]针对给定的线性回归模型，按照待估参数联合估计的

Bonferroni-t区间的方法，构造了一个矩形置信区域，从而提出了基于该矩形置

信区域的一类最优准则—— R-最优准则。自 Dette 提出 R-准则以来，该最优准

则的理论研究就受到了许多研究者的关注。2000 年，赵洪雅等[10]介绍了二阶

Scheffé正则多项式模型参数估计的 R-最优设计问题。进一步，2001年，赵洪雅

等[11]对于 q-1 维的二阶可加混料模型，介绍了其参数估计的 R-最优设计问题。

2012年，孙超[12]将 R-最优设计的思想推广到随机系数模型的情形中，在结论中

给出了随机系数模型 R-最优设计的简单性质和等价性定理，并介绍了该模型 R-

最优设计的迭代算法。2013年，Liu和 Yue[13]对于多响应回归模型，讨论了该模

型的最优设计问题，并将 R-最优准则从单响应模型推广到了多响应模型，同时

针对该多响应模型，给出了它对应的 R-最优设计的等价性定理。2014 年，Liu

等[14]考虑了多因素回归模型的 R-最优设计问题，结果表明，对于具有完全交互

作用的 Kronecker乘积型模型，其乘积型设计是最优的。同年，Liu 等[15]讨论了

随机系数回归模型的 R-最优近似设计问题，并给出了随机系数回归模型 R-最优

性的等价性定理。2015年，Liu 等[16]在模型稳健框架下扩展了由 Dette提出的 R-

最优性准则，将 R-最优性推广到模型稳健最优设计，其中先验概率设置在一类

候选线性模型上，并证明了 Elfving定理的推广，给出了模型稳健 R-最优设计的

几何刻画。2016年，Liu 等[17]考虑了二阶响应面模型 R-最优设计的构造问题，

并给出了在 k 维单位立方体和单位球上二阶响应面模型 R-最优设计的构造算法。

2017年，李俊鹏等[18]对于 q 分量二阶混料 K模型，讨论了其 R-最优设计的问题。
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2018年，晋珊[19]对于 Logistic回归模型，讨论了该模型的 R-最优设计问题。2018

年，胡小玲[20]结合混料最优设计的思想，对于二阶塌落模型，讨论了该模型的

R-最优设计问题。2019年，Liu和 Yue[21]研究了多响应线性模型中 R-最优设计的

构造问题，证明了 Elfving定理在 R-最优性方面的推广，并给出了 R-最优设计的

几何刻画。2019年，贺磊[22]讨论了基于 R-准则下最优试验设计的若干问题，并

细化研究了多种不同混料模型所对应的 R-最优问题。2021年，Hao等[23]对于二

阶混料规范多项式模型，研究了该模型的 R-最优设计问题。

（3）稳健最优设计的研究现状

在大多数实际情况下，试验者在进行试验之前对其基础模型了解很少，因此

只能假定未知模型属于回归模型集 ，在这种情况下，最优设计问题被称为模

型稳健设计，并得到了广泛的讨论。其中一篇开创性的文章是 1974年 Läuter的

一类模型的试验设计这篇文章，他通过在有限组可能的模型上平均设计准则函数，

引入了 D-最优性准则的模型稳健性版本。基于 Läuter的研究，1982年，Cook 和

Nachtsheim[24]考虑了当多项式的阶数未知时的多项式回归模型下的最优设计问

题。1993年，Dette[25]将 c-最优性准则推广到了模型的稳健情况，并得到了 D- 最

优性的几何特征。1995年，Dette和 Studden[26]建立了相对于 D-最优设计效率的

加权平均值的准则，并对未知阶数的多项式回归最优设计问题进行了更深入的研

究。1997年，Liu 和Wiens[27]考虑了当真实响应模型与假设回归模型之间存在一

个有界偏差函数的近似多项式回归模型的稳健设计。2000年，Dette和 Franke[28]

考虑了多项式回归的约束 D-和 -最优设计。2007年，刘欣和岳荣先[29]针对多

响应近似线性回归模型，讨论了该模型的 D-最优稳健设计问题。 2008年，金红

娣[30]对混料试验设计中的若干问题进行了研究，其中讨论了当混料模型存在偏差

时的最优稳健设计问题。2009 年，Huang 等人[31]研究了当不确定一阶或二阶多

项式回归模型是否合适时，得到了相对于某个设计准则的完备设计类，并在给定

的先验测度下，利用效率的最小最大准则获得了相关的先验测度和设计。2015

年，Liu 等[16]对于线性回归模型，探讨了其稳健 R-最优设计的问题，将 R-最优

性推广到模型稳健最优设计上。2017年，李俊鹏等[32]运用稳健 D-最优设计准则

相关理论知识及其等价性定理和函数极值定理，探讨了当先验测度已知时可加混

料模型的最优稳健设计问题，并针对前后所得到的结果，将该混料模型的 D-最
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优设计与稳健 D-最优设计的效率进行了比较，得出后者的效率高于前者。同年，

李俊鹏在其硕士论文[33]中，对于 q 分量二阶混料 K模型，研究了其稳健 R-最优

设计的相关问题，并结合等价性定理和多元函数极值条件定理证明了所得到的结

果就是模型的稳健 R-最优设计。

综上所述，通过仔细梳理国内外相关研究文献，发现学者们对稳健最优设计

准则方法做了大量研究，取得了一些有意义的成果，为论文后续的研究提供了参

考。但深入分析发现仍存在一些问题值得进一步探究。

第一，对最优设计而言，高阶混料模型最优设计的研究较少。对于混料模型

中最优设计的研究，相关文献也只讨论了二阶模型的最优设计问题，对二阶以上

的模型的讨论比较少，因此，有必要将高阶模型的最优设计理论引入到混料试验

设计的研究上来。

第二，对稳健最优设计而言，混料模型稳健最优设计的研究较少。目前的大

部分工作主要关注的是具体区间上回归模型的相关稳健最优设计问题，对于混料

试验设计中相关混料模型的稳健最优设计的研究则相对较少。

1.4 主要研究内容及章节安排

论文的主要内容是利用相应的最优准则对混料中心多项式模型进行研究。运

用 R-最优准则、稳健 R-最优准则知识，获得了相应二阶及三阶混料中心多项式

模型 R-最优配置的表达式、二阶混料中心多项式模型的稳健 R-最优配置。同时，

针对具体分量的混料中心多项式模型，根据稳健 R-最优准则的等价性定理和多

元函数条件极值定理，证明了前面得到的最优配置就是稳健 R-最优设计的。论

文总共分为五个章节，各章节的研究内容设计如下：

第一章，主要介绍论文的选题依据以及研究目的和意义，并对国内外的研究

文献进行了综述，给出了文章结构流程图。

第二章，主要介绍混料试验设计的发展历程，介绍论文研究所需要的一些理

论基础知识，为后面两章的进一步研究做好铺垫。

第三章，研究二阶和三阶混料中心多项式模型 R-最优设计的问题。主要给

出了二阶中心多项式模型的 R-最优设计，另一方面，由于实际中需保持预测值

的精度，需要适当提高模型的阶数，所以探讨了三阶混料中心多项式模型的 R-
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最优设计问题，并对于具体的该混料模型，讨论了模型 R-最优设计所对应的最

优配置。

第四章，研究二阶中心多项式模型稳健 R-最优设计的问题。基于 R-最优设

计理论知识，利用模型稳健 R-最优设计理论，结合约束条件的限制讨论了二阶

中心多项式模型稳健 R-最优设计的问题，并利用稳健 R-最优准则的等价性定理

和多元函数极值定理，对其进行了证明，在最后讨论了 R-最优设计与稳健 R-最

优设计的效率比较分析。

第五章，归纳整理了论文的研究结果，并指出了研究的不足以及有待进一步

探讨的问题。

文章内容结构的流程图框架如下所示。

图 1.1 技术路线图
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2 混料试验设计理论知识

在日常生产及科学研究中，经常会遇到一些配方配比方面的问题，并且绝大

多数产品都是由多种成分混合制作出来的，例如不锈钢合金是由铁、镍、铜和铬

四种元素组成的。在这个过程中，我们感兴趣的指标是不锈钢合金的强度，该指

标是与不锈钢合金中的每种成分含量在试验总量中所占的比例有关。对于我们感

兴趣的指标，想办法计算出每种成分在混料总量中占的比例大小，从而使得所感

兴趣的指标可以在某一特定的意义下达到最优状态，这是生产及试验过程中需要

重点关注的问题。

2.1 混料试验设计概况

混料试验设计的应用非常普遍，它与生产生活及科学研究的关系十分密切，

因此近几十年来混料试验设计快速发展。其中发展最为迅速的最优试验设计就是

在假设模型形式已知的前提下，对试验域内设计点的选择情况进行讨论，确定出

合理的试验点进行试验，并以较少的试验次数，来获得模型最优的参数估计。

在混料试验中，混料总量中的各个分量所占总体的百分比是不可以随便变化

的，它们会受到约束条件的限制，并且这些百分比都是大于等于 0的，而且它们

加起来必须为1。在关于q分量的混料系统中，各混料成分的占比

需要服从下面的约束条件

(2-1)

从而构成了混料系统中 q-1维正规单纯形

把满足式（2-1）的变量 称为混料变量或者称为混料分量。式（2-1）

称为混料问题中最基本的约束条件。混料试验中各个变量只受式（2-1）限制的

问题称为无附加约束的混料问题。除无附加约束的混料问题之外，还有有约束的
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混料问题。例如，在一些受到实际问题限制的混料问题中，除了对各个分量

有式（2-1）的约束外，还需要再添加上其它的约束条件，比如经常

见到的是各个分量或者某几个分量 不是从 0变化到 1，而是限制在[0,1]区间中

的一个小的子区间内变化，形成如下式所示的混料问题

其中，参数 表示分量 的下界， 表示分量 的上界，这两个参数是根据实际问

题取值的。

对于混料问题中各混料分量 受到式（2-1）约束的几何阐述

就是：混料试验的试验点需要在 q-1维的正规单纯形内安排，其中纯混料问题是

指仅由某一种成分组成的混料，完全混料问题是指由试验中全部的分量共同组成

的混料。纯混料分量的作用是用来作比较，主要用于与好几种混料成分组成的混

料问题相对照。在 q-1维的正规单纯形上，其中一维棱上的点是由两种混料成分

组成的，二维面的点是由三种混料成分组成的，……，以此类推，k 维边界面上

的点是由 k+1种混料成分组成的。由所有的混料成分组成的点称为混料单纯形的

内点。接下来简单介绍两种经常用到的混料设计方法。

（1）单纯形—格子设计

单纯形—格子设计[34]为之后学者提出的各类试验设计方法奠定了基础，现今

依旧在许多领域中被应用，它是在 1958年由 Scheffé提出的。在单纯形—格子设

计中，整个的正规单纯形是它对应的利益区域，而它所对应的数学模型并不是常

见到的普通多项式，而是混料规范多项式模型。对于已知的混料规范多项式模型，

单纯形—格子设计就是将设计点安排在对应阶数的正规单纯形的格子点上。q-1

维正规单纯形 n 阶格子点集的表达式可表示为

这个格子点集共有 个格子点，该格子点的个数与 q 分量 n 阶混料规范多项

式的项数相等，所以单纯形—格子设计是一种饱和最优设计，它在试验中的试验

点的个数是最少的。



兰州财经大学硕士学位论文 混料中心多项式模型的 R-最优与稳健 R-最优设计研究

9

下面介绍四种在混料试验设计中经常见到的混料规范多项式。

(a) q 分量一阶混料规范多项式为

(b) q 分量二阶混料规范多项式为

(c) q 分量三阶混料规范多项式为

(d) q 分量四阶混料规范多项式为

表 2.1给出了常见单纯形—格子设计的试验点个数与所对应的混料规范多项

式回归模型阶数之间的关系。

表 2.1 单纯形—格子设计的试验点数

分量 q
回归模型的阶数 n

2 3 4

3 6 10 15

4 10 20 35

5 15 37 70

6 21 56 126

8 36 120 330

10 55 220 715

（2）单纯形—中心设计
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Scheffé在 1963年提出了单纯形—中心设计[35]的设计方法，主要是因为单纯

形-格子设计有两个不可避免的缺点，一是运用回归方程的过程中，往往要有 q

分量混料响应的预测值，但是平常用到的回归方程是通过拟合单一分量的响应观

测值，二分量混料的响应观测值，……，n 分量混料的响应观测值而得到的，久

而久之人们开始对使用这样的回归方程来预测 q 分量混料响应的可靠性产生了

怀疑。二是 q 分量 n 阶单纯形—格子设计共有 个试验点，当混料模型从低

阶变到高阶时，在试验中所需用到的试验点的个数依旧比较多。针对这些不足之

处，单纯形—中心设计的方法被提出，它采用了一种新的混料模型——q 分量中

心多项式模型，具体形式为

(2-2)

q 分量单纯形—中心设计的试验点总共有 个，分别是：

的 q 个纯混料，

的 个二分量等比例混料，

的 个三分量等比例混料，

……

的所有分量的等比例混料。

也就是说，q 分量单纯形—中心设计中的设计点是由混料分量的各个非空子

集构成的，而且各个试验点的分量值要么相等，要么为 0。有的 q 分量混料系统

的试验并不需要高阶项，为了进一步减少试验点的个数，可将上式（2-2）中的

m 阶以上的高阶项删掉，使用 q 分量 m 阶中心多项式回归模型

(2-3)

对于式（2-3），m 阶广义单纯形—中心设计的设计方案是：

个单纯形顶点，

个两顶点中心，

……
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个 m 顶点中心。

广义单纯形—中心设计的设计矩阵如表 2.2所示。

表 2.2 广义单纯形—中心设计的设计矩阵

试验点 频数

1 1 0 0 … 0 0

2 0 1 0 … 0 0

… … … … … …

q 0 0 0 … 0 1

1/2 1/2 0 … 0 0 1/4 0 … 0

1/2 0 1/2 … 0 0 0 1/4 … 0

… … … … … … … … … …

0 0 0 … 1/2 1/2 0 0 … 1/4

1/3 1/3 1/3 … 0 0 1/9 1/9 … 0 1/27 …… 0

… … … … … … … … … … …… …… ……

0 0 … 1/9 0 …… 1/27

2.2 最优设计准则及等价性定理

最优设计是 Kiefer在 1959年提出来的，它是学者非常关注的一类设计。一

般情况下，最优设计是在模型给定时，研究它的设计点是怎么选择的，并确定出

各设计点所对应的测度，使得给定模型里所需要计算的未知参数能够得到最佳估

计。经常使用到的最优设计准则有 D-最优设计、A-最优设计、R-最优设计、

最优设计等。

对于混料系统中 q-1维正规单纯形 ，假设我们考虑的一般线性模型的基

本形式为
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这里 y 为响应变量， 是试验域内任一点，函数

是关于混料设计点 的已知向量，参数

表示 n 维未知参数向量。参数 表示随机扰动项，一般假设

， ，在试验域中，不相同的试验点处观测值之间是相互独立

的。

记 是试验域 中的 N 个试验点，

记 为 N 次试验的结果。若 N 次试验共有 k 个不同的设计点，

记为 。

通常假设试验域中试验点 的测度是 ，则任一 k 点设计可表示为

记 ，那么 是设计 的试验点的集合，

是与每一个试验点的集合相关的测度向量，且 ，设计 一般简记为

。

我们称 是具有测度向量的 k 点设计， 代表所有设计的全集，将 称之

为设计空间。一个设计 所对应的信息矩阵可定义为

最优设计就是确定出设计 ，使得在某种意义下达到最优，也就是找到

某一种实泛函 ，并使它达到最大。根据不同的实际应用背景，学

者们创新性地介绍了各种信息矩阵所对应的实泛函，文章[36]中详细介绍了一些比

较常使用到的最优设计准则。本文主要介绍以下几种设计准则及其所对应的一般

等价性定理。

（1）D-最优设计准则

D-最优准则的统计意义就是把设计所对应的信息矩阵行列式进行最大化，从

而使得参数向量的置信椭球体的体积达到最小。一个可行设计 称为是 D-最优

的，如果存在设计 使得信息矩阵 的行列式达到最大化，即
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D-最优设计的等价定理可以用来判断一个设计是否为 D-最优。对于任意的

， 称为关于 的方差函数，令

设计 是 D-最优设计当且仅当

其中 n 为参数个数。该等价性定理也就是使得方差函数的最大值等于回归方程中

未知参数的个数。

（2）A-最优设计准则

A-最优准则的统计意义是将信息矩阵的逆矩阵的迹最小化，从而使得各未知

参数估计的置信区间长度的平方和最小。一个可行设计 称为 A-最优的，如果

存在设计 使得信息矩阵 的逆的迹最小，即

A-最优设计的等价定理可以用来判断一个设计是否为 A-最优。若设计 是

A-最优设计当且仅当

（3） 最优设计准则

最优准则的统计意义是使得设计的平均预测方差在整个试验区域上达到

最小。设计 称为 最优的，如果该设计 所对应的方差函数在试验区域上的

平均预测方差最小，即

其中，

最优设计的等价定理可以用来判断一个设计是否为 最优。设计 是

最优设计当且仅当

（4）R-最优设计准则
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R-最优准则的统计意义是将信息矩阵的逆矩阵的对角线元素的乘积最小化，

从而使得参数的 置信区间区域的体积最小。设计 称为是 R-最优的，

如果存在设计 使得信息矩阵 的逆矩阵的主对角线元素的乘积最小，即

(2-4)

其中 是信息矩阵的逆矩阵中主对角线上的第 i 个元素。

R-最优设计的等价定理可以用来判断一个设计是否为 R-最优。设计 是 R-

最优设计当且仅当

(2-5)

其中， 是 n 维单位列向量，它的第 i 个元素是 1，其余

元素都是 0。n 表示参数空间上的维数，式（2-5）中设计点 为支撑点时取等号。

所有的最优设计准则都是基于对模型中未知参数估计的优劣情况而提出的，

每个准则的出发点都是一样的，但是它们的侧重点不一样，对应的实际意义也不

一样。混料试验设计就是在满足这些准则的基础上给出一个设计的具体方案，而

衡量一个设计的效果好坏是利用混料试验设计的效率，因此，接下来简单介绍几

种常见的混料试验设计的效率。

2.3 混料试验设计的效率

张建方[37]在《关于试验设计的效率及有关问题》一文中指出效率是用来描述

投入方式及过程的有效性的一种度量，是衡量一个设计最优性的量。效率是试验

设计的根本出发点和一直追求的主要目标，是试验设计方法好坏的重要标志。对

于混料试验设计，可定义不同混料准则下的效率。

（1）D-最优设计准则下的效率为

（2）A-最优设计准则下的效率为
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（3）R-最优设计准则下的效率为

（4） 最优设计准则下的效率为

其中，

（5）G-最优设计准则下的效率为

（6）E-最优设计准则下的效率为

其中， 表示模型的 D-最优设计， 表示 A-最优设计， 表示 R-最优设计，

表示 最优设计， 为各准则下的任一设计， 表示设计 的信息矩阵

的行列式， 表示信息矩阵的迹， 表示矩阵 的特征根，

为模型所对应的离差函数，n 为模型中未知参数的个数。

2.4 稳健最优设计相关理论

稳健设计是当影响期望响应的因素发生微小变化时，对期望响应的影响不敏

感。考虑回归模型集

(2-6)

式（2-6）中，m 为模型的个数，参数 表示 维的未知向量，

函数 表示 维的回归向量，回归函数在设计空间 上

连续且线性独立。

在大多数实际情况下，试验者在进行试验之前对其基础模型了解很少，因此

只能假定未知模型属于回归模型集 ，在这种情况下，最优设计问题被称为模

型稳健设计，并得到了广泛的讨论。其中一篇开创性的文章是 Läuter[5]研究讨论
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的，他通过在有限组可能的模型上平均设计准则函数，引入了 D-最优性准则的

模型稳健性问题。基于 Läuter，Cook 和 Nachtsheim[24]考虑了当多项式模型的阶

数未知时的最优设计问题。Dette[25]将 c-最优性准则推广到模型的稳健情况，得

到了 D-最优性的几何特征。Dette和 Studden[26]建立了相对于 D-最优设计效率的

加权平均值的准则，并对未知阶数的多项式回归最优设计问题进行了更深入的研

究。Dette和 Franke[28]考虑了多项式回归的约束 D-和 -最优设计。Huang[31]等讨

论了混料试验中模型稳健 D-和 A-最优设计。

常见的稳健最优设计包括稳健 D-最优设计、稳健 A-最优设计和稳健 R-最优

设计，接下来重点介绍稳健 R-最优设计的概念。

考虑近似设计

其中 ， 。在模型集类 下，模型 的设计 所

对应的信息矩阵为 。设 为正数且

，向量 是模型集类 对应的一组先验向量且

反映了试验者对模型 的可信程度。Liu 等[16]给出了一个稳健

R-最优性的定义，对 Läuter提出的稳健性问题的 R-最优性准则做了推广。

设 是类 的先验测度向量，满足 且 ，

设计 称为稳健 R-最优的，如果设计 使得下式最小化

(2-7)

其中， 表示 上的第 i 个单位向量。

Liu等[16]指出，一般等价性定理在混料试验设计中有着重要的作用，于是介

绍了模型稳健 R-最优的等价性定理。并且为了比较不同准则下设计的效率，对

于任给的设计 ，定义了该设计的 R-效率和 D-效率。

对于给定的向量 ，对于类 ，设计 相
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对于先验 是稳健 R-最优的当且仅当

(2-8)

其中 ，当且仅当在 的支撑点上取等号。

设计 的 R-效率为

设计 的 D-效率为



兰州财经大学硕士学位论文 混料中心多项式模型的 R-最优与稳健 R-最优设计研究

18

3 混料中心多项式模型的 R-最优设计

在混料试验设计中，相关学者对混料模型的 D-最优设计进行了大量的研究，

极大地促进了 D-最优设计的发展。D-最优准则的几何意义是最小化模型参数向

量的置信椭球体的体积，但当模型参数的维数较大时，该置信椭球体的体积不方

便计算，且对于它的解释也比较复杂。基于此，为克服 D-最优准则的不足之处，

Dette基于 Bonferroni t-区间法

其中 和 表示 和 的最大似然估计，构造了参数联合估计的 k

维矩形置信区域。该 k 维矩形置信区域的体积与乘积 成

比例，想要使 的体积达到最小，另一类最优准则即 R-最优准则由此产生。R-

最优设计的统计意义是将信息矩阵的逆矩阵的主对角线元素的乘积最小化，从而

使得其 Bonferroni t-置信区域的体积达到最小。

3.1 模型介绍

对于 q 分量混料系统来说，q-1维正规单纯形 上的 q 阶单纯形中心多项

式模型为

(3-1)

在关于 q 个分量的单纯形—中心设计中，总共有 个不一样的试验点数，分

别为：

q 个纯混料，

个二分量等比例混料，

个三分量等比例混料，

……

全部分量的等比例混料。

特别地，当阶数 n=2时，q-1维正规单纯形 上的 q 分量二阶中心多项式
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模型为

(3-2)

模型（3-2）中， 是待估计的未知参数，总共有 个。参数 的

含义为单一分量 i 混料的期望响应值；参数 是分量 i 与 j 的非可加性混料系数，

它的含义为纯分量 i 混料的期望响应、纯分量 j 混料的期望响应及分量 i 与 j 等

比例混料的期望响应之线性组合。

当阶数 n=3时，q-1维正规单纯形 上的 q 分量三阶中心多项式模型为

(3-3)

模型（3-3）中， 是待估计的未知参数，总共有 个。

参数 、参数 和模型（3-2）中的参数含义相同。参数 是分量 i、分量 j 和

分量 k 的非可加性混料系数，它的含义为单一分量 i 混料的期望响应、单一分量

j 混料的期望响应、单一分量 k 混料的期望响应以及分量 i、j、k 中二分量等比例

混料的期望响应和三分量等比例混料的期望响应的线性组合。

3.2 二阶模型的 R-最优设计

本节考察的是在混料系统正规单纯形 上模型（3-2）的 R-最优设计，通

过计算给出了该模型在 内的 R-最优设计柱点及其测度。

引理 3.1[38] 对于混料区域 上的中心多项式模型，参数估计的最优设计支

撑点是 上每一类的中心点。

假设 分别代表混料区域 中每个顶点和两顶点中心的测度，且满足

则模型（3-2）所对应的设计矩阵 为
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这里， 表示 阶零矩阵， 为 阶单位矩阵， 为 阶的 矩阵，

具体形式为

记测度矩阵为

则该模型所对应的信息矩阵 为

利用矩阵反演公式（Frobenius公式），可得信息矩阵 的逆为

由 R-最优准则定义可得如下约束极小值问题

利用拉格朗日乘子法，令

对 求偏导，得
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由 ，可得 q 分量二阶混料中心多项式模型的 R-最优

配置为

因此，我们得到如下定理。

定理 3.1 对于二阶混料中心多项式模型，测度设计

是 R-最优设计。

证明 利用 R-最优准则等价性定理证明。针对 n=2的二阶混料中心多项式模

型，要证明该测度设计 是 R-最优设计的，只需证明

(3-4)

由引理 3.1知，可取 ，则有

因此
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令

将 的值代入，得到

计算可知，当 时， ，式(3-4)是成立的，定理 3.1得到了证明，所以

该测度设计 是二阶混料中心多项式模型的 R-最优设计。

定理 3.1证毕。

3.3 三阶模型的 R-最优设计

在上一节中，文章详细介绍了二阶混料中心多项式模型的 R-最优配置问题，

并利用一般等价性定理证明了所得到的 R-最优配置在整个混料区域 上就是

R-最优的。在实际生产过程中，二阶混料模型是应用最为普遍的，三阶混料模型

不同于二阶，由于三阶自身的复杂性，在实际中并不常用到，但在理论上却有着

一定的研究价值。在有关混料试验设计的研究文献中，关于高阶混料模型的研究

很少，仅张崇岐[39]讨论了 q 分量三阶混料可加模型的参数估计的 D-最优设计问

题，关颖男等[6]讨论了 q 分量高阶混料中心多项式模型的关于 A-最优设计的算法，

并利用计算机算法举例进行了具体的讨论，以具体的例子进一步论证了该最优算

法。佟毅等[40]研究了 q-1阶塌落的单纯形-中心设计问题和其模型所对应的 A-最

优配置。三阶模型所需估计参数的个数要比二阶模型的多，但往往效率并不高，

所以在理论上更多的是用来检验二阶模型的有效性，检验二阶模型的过拟合和欠

拟合问题。因此，对三阶混料中心多项式模型 R-最优设计的研究是很有必要的。

本节重点应用 R-最优准则理论，结合Mathematica计算软件探讨具体分量三阶混
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料中心多项式模型的 R-最优设计。

本节考察的是在混料系统正规单纯形 上当 q=3时模型（3-3）的 R-最优

设计，通过该模型的信息矩阵，利用拉格朗日乘子法并结合软件Mathematica 计

算得到三分量三阶中心多项式模型的 R-最优配置。

为进一步研究三阶混料中心多项式模型的 R-最优设计，假设 分别表

示 上的每个顶点、两顶点中心及三顶点中心的测度，且满足

则模型（3-3）所对应的设计矩阵 为

其中， 为 阶零矩阵， 为 阶元素全为 1的矩阵， 是三阶单位矩

阵。 为 阶的 矩阵，具体形式为

记测度矩阵为

则该模型所对应的信息矩阵 为

其中 是三阶方阵，其元素都是 1。

利用文献[41]中求 分块矩阵的逆矩阵的方法，求得信息矩阵 的逆为
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其中 为

为

为

为

由 R-最优准则定义可得如下约束极小值问题

利用拉格朗日乘子法，令

对参数 求偏导，得

由 ，可计算得到结果
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因此，三分量三阶中心多项式模型的 R-最优配置为

定理 3.2 对于三分量三阶混料中心多项式模型，测度设计

是 R-最优设计。

证明 利用 R-最优准则等价性定理证明。对于三分量三阶混料中心多项式模

型，要证明测度设计 是 R-最优设计的，只需证明

(3-5)

此时信息矩阵的逆 为

函数向量 为
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令

将 、 、 、 、 的值代入到 中，求解得到

的具体值，得到式（3-5）。

定理 3.2证毕。
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4 混料中心多项式模型的稳健 R-最优设计

近些年来，试验工作者对产品的质量和性能的要求有了一个比较高的标准，

在实际的生产过程中，相关研究学者日益关注的是产品设计稳健性的问题。所提

到的稳健性就是指对试验指标有影响的因素发生细微变化时，发生的变化对试验

结果基本不影响，而稳健设计是试验的整个过程在满足稳健性的基本要求下，对

产品的各种性质作出比较全面的考虑，并对此做出了最优的设计，使得该设计既

能够增强产品的品质性能，又能降低生产过程中的成本。陈立周[42]在《现代设计

丛书稳健设计》一书中详细的解释了稳健设计的基本概念和相关理论的原理方法，

提出了一种新的试验设计方法——约束多目标试验设计，扩充了稳健设计的发展。

本章重点应用稳健 R-最优设计准则的基础知识，探讨具体分量的二阶中心多项

式模型的稳健 R-最优设计问题。

4.1 二阶模型的稳健 R-最优设计

Liu和 Yue等[16]在模型稳健性框架下扩展了由 Dette提出的 R-最优性准则，

将 R-最优性推广到模型稳健最优设计，其中先验概率设置在一类候选线性模型

上。

对于二阶混料中心多项式模型（3-2），考虑回归模型集类（2-6），其中

,

记

其中 表示第 i 个分量取值为 1，其余分量取值为 0的纯混料点， 表示第 i 和

第 j 个分量取值都为 ，其余分量取值为 0的二分量混料点。

则二阶混料中心多项式模型所对应的测度设计为
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回归函数 所对应的信息矩阵为

则 时，

时，

其中， 矩阵的含义与上文相同。

利用矩阵反演公式，得到信息矩阵 的逆为

根据模型稳健 R-最优准则的定义，得到二阶混料中心多项式模型稳健 R-最

优准则为

又由于该式受混料约束条件 的限制，因此可得如下约束极小值

问题，即

利用拉格朗日乘子法，令

对 求偏导，得
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由 ，可得 所对应的最优设计测度为

4.2 三分量二阶模型的稳健 R-最优设计

4.2.1 模型介绍

考虑当 q=3时模型的稳健 R-最优设计。三分量二阶混料中心多项式模型的

表达式为

q=3时，设计 所对应的最优设计测度为

(4-1)

从式（4-1）可以看出，设计 所对应的最优设计测度是由混料模型的先验

测度 所决定的，因此，想要求得 对应的最优设计测度，首先需要得到先验测

度 的值。

文献[33]给出了稳健 R-最优设计所对应的最优先验，即 ，参考

这一结论，将 代入到（4-1）式中，得到如下结果
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4.2.2 定理证明

定理 4.1 对于三分量二阶混料中心多项式模型，测度设计

是稳健 R-最优设计。

证明 利用稳健 R-最优等价性定理（2-8）证明。针对三分量二阶混料中心多

项式模型，要证明测度设计 是稳健 R-最优设计的，只需证明

(4-2)

令

其中

，

，
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，

上面矩阵中的 表示三阶单位矩阵， 表示三阶零矩阵， 为三阶的 0-1矩阵，

具体形式为

将 的值代入到函数 中，化简得

下面求函数 的条件极值。

根据多元函数求极值的方法，令

对 求偏导，得
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由 ，可得稳定点为

文献[43]给出了三元函数条件极值的充分条件，利用该文献中的方法，可求得

点 为极大值点，且极大值为 。

点 ，

点 ，

点 ，不是极值点。

点 ，

点 ，

点 ，是极小值点，且极小值为 0.2846。

又因为在混料单纯形区域
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中函数 的最值一般是在边界的中点和顶点处取到，所以有

在顶点处，函数值为 0.9999。

在中点处，函数值为 1.0000。

从而（4-2）式成立，即

定理 4.1证毕。

4.3 效率对比分析

第二章中提到效率是衡量设计最优性的一个重要的量，所以本节讨论三分量

二阶混料中心多项式模型的 R-最优设计的效率和稳健 R-最优设计的效率以及对

两者的效率进行比较分析。

由 2.3节所介绍的混料试验设计的 R-效率知，R-最优设计准则下的效率为

对于三分量二阶中心多项式模型 R-最优设计和稳健 R-最优设计来说，未知

参数个数都是 个，所以它们对应的效率为

由 3.2节知，当 q=3时，该模型的 R-最优设计为

由 4.2.2节知，当 q=3时，该模型的稳健 R-最优设计为
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因此，三分量二阶混料中心多项式模型 R-最优设计的效率为

三分量二阶混料中心多项式模型稳健 R-最优设计的效率为

从这两个式子可以看出，无论是 R-最优设计还是稳健 R-最优设计，它们的

效率都是由测度 和 的取值决定的。为了更加清楚的比较效率 和 之间

的关系，下面给出当 和 取不同值时效率 和 值的大小，如表 4.1所示。

表 4.1 效率对比表

0.03 0.3033 0.273852 0.273855

0.09 0.2433 0.681679 0.681687

0.12 0.2133 0.822383 0.822393

0.15 0.1833 0.922900 0.922911

0.18 0.1533 0.982762 0.982774

0.21 0.1233 0.999474 0.999486

0.24 0.0933 0.967278 0.967290

0.27 0.0333 0.650108 0.650115

0.30 0.0033 0.221667 0.221670

由表 4.1知，当 和 取不同值时，效率 的值总是高于 的值，因此，

模型稳健 R-最优设计的效率高于 R-最优设计的效率。
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5 结论与展望

5.1 主要结论

本文运用最优设计准则，主要做了两部分工作，一是讨论了二阶和三阶中心

多项式模型的 R-最优设计问题，二是讨论了具体分量的二阶中心多项式模型的

稳健 R-最优设计问题。主要有：

（1）首先引入了文章的选题依据和研究的意义与目的，并介绍了后续研究

所需用到的重点理论知识，包括混料试验设计的发展、混料试验最优设计的原理、

常见的几种最优设计准则以及最优准则所对应的效率函数，最后，介绍了稳健最

优设计的理论知识。

（2）探讨了二阶混料模型和三阶混料模型的 R-最优设计问题。给出了二阶

混料中心多项式模型的 R-最优测度，并利用 R-最优设计的等价性定理证明了所

得的最优测度满足等价性定理，是 R-最优的。其次，讨论了三阶混料中心多项

式模型的 R-最优设计，结合软件Mathematica得到了三分量三阶中心多项式模型

的 R-最优配置的数值解。

（3）进一步将混料中心多项式模型与稳健 R-最优设计理论相结合，讨论了

二阶混料模型的稳健 R-最优配置。紧接着就三分量混料中心多项式模型展开了

讨论，给出了具体分量混料模型的稳健 R-最优所对应的数值解，结合等价性定

理和多元函数条件极值定理证明了所得的结果就是稳健 R-最优设计的，最后对

三分量二阶混料模型的 R-最优设计和稳健 R-最优设计的效率进行了研究，发现

稳健 R-最优设计的效率高于 R-最优设计的效率。

5.2 研究不足和有待进一步探讨的问题

在本文的基础上，对 q 分量混料中心多项式模型的最优设计问题还可做进一

步的研究：

（1）对于 q 分量混料中心多项式模型，可以探讨其它最优准则下的设计，

比如 T-最优设计、V-最优设计、 最优设计等等。

（2）本文讨论的是混料中心多项式模型在单一准则下的最优设计，但在实
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际运用中单一准则有着比较明显的缺点，它会导致做试验时相关费用的上涨以及

一些不必要的浪费，所以可以考虑混合最优准则下的相关设计问题，具体可以参

考文献[44]。

（3）在本文的基础上，可以探讨三阶模型检验二阶模型的有效性问题、三

阶模型检验二阶模型过拟合和欠拟合的问题。

（4）除了本文研究的混料中心多项式模型外，也可以研究其它模型的 R-最

优设计和稳健 R-最优设计。
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后记
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