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摘要 

大数据时代，海量数据大多数以高维矩阵形式存在，如何对高维矩阵进行降

维成为机器学习的研究热点问题。利用抽样技术降低高维数据的维度和计算复杂

度已被证明是一种有效手段，但不同的抽样和矩阵重构方法在降维过程中产生的

误差存在较大差异。本文从抽样的角度出发，研究高维矩阵低秩逼近的方法与误

差测度，关注在提高低秩逼近精度的同时，能够降低计算复杂度。主要工作包括

以下几方面： 

首先，对于大规模数据集，Nyström 方法是一种较为有效的矩阵低秩逼近技

术，旨在从原始数据矩阵中抽取部分列重构原始数据矩阵的低秩逼近矩阵。考虑

到不同抽样方法对重构矩阵的精度有较大的影响，提出将不等概抽样 Nyström 方

法与随机奇异值分解(SVD)方法相结合，进而在矩阵重构过程中提高矩阵低秩逼

近精度，并有效降低计算复杂度。研究结果表明，提出的 Nyström 方法在矩阵重

构中具有较高的精确度，且可以极大的降低计算复杂度。 

其次，高维大数据矩阵分析中，使用少量主要成分逼近原始数据矩阵是常用

方法，这些主要成分是矩阵行和列的线性组合，不易对数据的原始特征进行解释。

提出将不等概抽样与自适应抽样结合的适用于 CUR 矩阵分解的抽样方法，并将

该抽样方法与矩阵随机奇异值分解(SVD)方法相结合，对抽样得到的子矩阵 C 和

R进行随机SVD分解，在控制计算复杂度的同时提高矩阵低秩逼近重构的精度。

研究结果表明，基于不等概自适应抽样和随机 SVD 分解相结合的 CUR 矩阵分解

方法在矩阵低秩逼近中具有较高的精确度和稳定性。 

最后，将基于不等概抽样和随机SVD分解Nyström方法拓展运用于谱聚类，

利用上市公司股票财务比率数据进行实证分析。提出基于不等概抽样 Nyström 特

征提取方法，通过提取影响上市公司业绩的主要特征指标，在降低数据维度和数

据计算复杂度的同时最大可能保留原始数据信息，并在选取特征变量的基础上对

上市公司进行谱聚类分析。研究结果表明，按抽样比例为 20%对原数据指标进行

特征提取，可以均匀包含原数据 10 大类一级指标，表示特征提取的结果具有较

好的代表性。谱聚类结果分析可见，将选取的 73 家上市公司分为 4 类，通过聚

类效果评价准则，得到表示聚类效果的值 ，表明此次聚类具有良好的
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效果。 

将基于不等概抽样与随机SVD分解的CUR矩阵分解拓展运用于偏好特征提

取，该偏好特征提取方法基于原始数据抽样，数据可解释性较高，意义明确。利

用用户-电影评分数据进行实证检验，研究结果表明，利用 CUR 矩阵进行偏好特

征提取算法性能较好，提取的用户或产品的特征能较好地反映原始数据特征；且

随着抽样提取的列数和行数的增加，偏好特征提取的准确率呈上升趋势，压缩率

呈下降趋势；将基于 CUR 矩阵分解的偏好特征提取方法与基于 SVD 分解的偏好

特征提取方法相比，前者的准确度远远高于后者。 

 

关键字：Nyström 方法 CUR 矩阵分解方法 不等概抽样 不等概自适应抽样 随机

SVD 分解 相对误差 计算复杂度 
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Abstract 

In the era of big data, most of the massive data exist in the form of 

high-dimensional matrix. How to reduce the dimension of high-dimensional matrix 

has become a hot topic in machine learning. Sampling technique has been proved to 

be an effective method to reduce the dimension and computational complexity of 

high-dimensional data, but the errors generated by different sampling and matrix 

reconstruction methods are quite different in the process of dimensionality reduction. 

From the sampling point of view, this paper studies the method and error measure of 

low-rank approximation of high-dimensional matrix, focusing on improving the 

accuracy of low-rank approximation while reducing the computational complexity. 

The main work includes the following aspects: 

Firstly, Nyström method is a relatively effective low-rank approximation 

technique for large-scale data sets, which aims to extract some columns from the 

original data matrix to reconstruct the low-rank approximation matrix of the original 

data matrix. Considering that different sampling methods have great influence on the 

accuracy of matrix reconstruction, a combination of unequal probability sampling 

Nyström method and stochastic singular value decomposition (SVD) method is 

proposed to improve the low-rank approximation accuracy and reduce the 

computational complexity in matrix reconstruction. The results show that the 

proposed Nyström method has high accuracy in matrix reconstruction and can greatly 

reduce the computational complexity. 

Secondly, in high-dimensional big data matrix analysis, it is a common method 

to approximate the original data matrix with a small number of major components. 

These major components are linear combinations of matrix rows and columns, and it 

is difficult to explain the original characteristics of the data. Proposed to differ is 

sampling and adaptive sampling is suitable for the CUR sampling method of matrix 

decomposition, and the random sampling method and matrix singular value 

decomposition (SVD) method, combining the matrix C and R obtained by sampling 

randomly SVD decomposition, in the control of computational complexity and 

improve the accuracy of low rank approximation reconstruction. The results show that 

the CUR matrix decomposition method based on the combination of unequal 

probability adaptive sampling and stochastic SVD decomposition has high accuracy 
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and stability in low-rank approximation of matrices. 

Finally, the Nyström method based on unequal probability sampling and random 

SVD decomposition is extended to spectral clustering, and empirical analysis is made 

by using the financial ratio data of listed companies.A feature extraction method 

based on the Nyström method of unequal-probability sampling is proposed. By 

extracting the main feature indexes that affect the performance of listed companies, 

the original data information can be retained as much as possible while reducing the 

data dimension and the complexity of data calculation. On the basis of selecting 

feature variables, spectral clustering analysis is carried out for listed companies. The 

results show that the sample ratio of 20% for feature extraction of the original data 

index can uniformly include 10 categories of first-level indicators of the original data, 

indicating that the results of feature extraction have good representativeness. The 

analysis of spectral clustering results shows that the 73 listed companies selected in 

this paper are divided into 4 categories, and the value  representing the 

clustering effect is obtained through the evaluation criteria of clustering effect, 

indicating that the clustering has a good effect. 

The CUR matrix decomposition based on unequal probability sampling and 

random SVD decomposition is extended to preference feature extraction, and 

empirical test is performed using user-movie rating data. The preference feature 

extraction method is based on raw data sampling, which has high explanatory value 

and clear meaning. The results show that the preference feature extraction algorithm 

based on CUR matrix has better performance, and the extracted user or product 

features can reflect the original data features well. With the increase of the number of 

sampling columns and rows, the accuracy rate of preference feature extraction 

increases and the compression rate decreases. The accuracy of preference feature 

extraction method based on CUR matrix decomposition is much higher than that 

based on SVD decomposition. 

 

Keywords: Nyström method; CUR matrix decomposition method; Unequal 

probability sampling; Unequal probability adaptive sampling; Random SVD 

decomposition; Relative error; Computational complexity 
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1 引言 

1.1 研究背景与研究意义 

1.1.1 研究背景 

大数据时代，随着数据容量增加，维度上升，存储方式多样，如何高效利用

高维数据、有效提取数据信息是当前机器学习待解决的难题。 

在许多高维数据分析应用中，两个关键工具是降维和压缩。主成分分析

(PCA)、聚类等众所周知的方法允许对数据进行极大的近似和压缩，但代价是难

以准确解释降维和压缩结果。解决这一难题的一种方法是尝试利用数据的自我表

达能力,而不是用一些抽象的基来表示。因为在许多应用中,数据都是可以自表达

的，而且基于这种假设的方法在各种机器学习任务中取得了相当好的效果

(Elhamifar,2013)。 

在机器学习中，大多数高维数据是以矩阵形式存在的，矩阵的每一行和每一

列都代表着原始数据的特征信息。研究者可抽取矩阵的行和列，通过矩阵重构来

表示原始数据矩阵，实现维度缩减，即选择最具代表性的行或列来捕获初始矩阵

的基本信息，为此，SVD分解、QR分解、CUR矩阵分解、Nyström等低秩逼近方

法在子空间学习中的应用引起学者的高度关注(Mahoney,2009)。 

1.1.2 研究意义 

基于抽样的高维矩阵低秩逼近重构的目的在于降低数据维度，去除数据中的

冗余信息和噪声，保留有效信息，以此简化高维数据矩阵分析的计算复杂度。而

关于矩阵低秩逼近重构误差的测度，是矩阵低秩逼近效果的直观体现，误差越低，

低秩逼近的效果越好。 

抽样本身是一种降维的有效手段，通过选择合适的随机抽样方法抽取高维矩

阵的部分行或部分列构建样本子空间，以此进行矩阵低秩逼近重构。一方面，降

低数据维度，对数据进行有效压缩，节省存储空间；另一方面，高效提取高维数

据的数据特征，以便更好地完成进一步的分类或识别学习。因此，基于抽样的矩
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阵低秩逼近重构的研究及误差测度研究对高维数据降维具有重要的理论意义。 

关于高维矩阵分析的理论研究和实际应用研究都在不断涌现，使得相关算法

逐步完善。然而，对于信息变化多元化，数据日益复杂的大数据时代，现有高维

矩阵分析方法仍有不足，有待进一步改进和完善。特别是高维数据降维时精度与

计算复杂度的平衡问题，仍是学者们关注的重点之一。基于高维数据矩阵的研究

现状，本文将从抽样的角度出发，研究高维矩阵低秩逼近重构方法，以及误差界

的确定。通过理论分析与实证检验，为提高方法精度的同时降低计算复杂度寻找

较好的解决方案，同时拓展高维矩阵低秩逼近的应用领域，为高维数据有效降维

做出贡献。 

1.2 国内外研究现状 

1.2.1 国外研究现状 

近几年,高维矩阵降维问题引起了许多学者的关注，就降维方法而言，国外

学者首先提出通过特征提取与特征选择进行降维。特征提取是将高维特征投影到

一个低维的子空间，以此进行高维数据表示，达到降维的目的;特征选择是从特

征集中选择一个有代表性的子集来进行原始数据的表示。与特征提取相比，特征

选择能够保留原始特征的数据信息，提高了模型的可解释性(Wang 等,2013;Saeys

等,2007)。 

（1）子空间学习  

主成分分析(PCA)、线性判别分析(LDA)等特征提取方法的提出，使子空间

学习成为多数学者的关注点(Wold 等,1987;Yang 等,2009)，该方法也是高维数据

进行降维处理的有效手段之一。但传统子空间学习存在对噪声和异常数据敏感、

对数据流行结构提取不完整等问题。因此，有学者提出子空间学习可以通过高维

矩阵分解进行特征选择，从而获得原始数据的低维表示。基于矩阵分解的子空间

学习，一般可以分为两个过程:一是通过数学关系联合高维与低维空间，二是利

用矩阵分解得到相关投影矩阵。Wang 等(2015)提出一种基于矩阵分解的特征选

择方法，指出用特征子集张成的子空间可以很好表示由特征集张成的子空间。但

基于矩阵分解，通过最大投影，最小冗余进行无监督特征选择，容易忽略数据局

部的流形结构(Wang 等,2015)。Shang 等(2020)提出子空间学习无监督特征选择算
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法(SLASR)，矩阵分解子空间学习框架,不仅充分考虑了数据局部信息，并且可以

自适应学习流形结构，提高了子空间学习的性能。Rahmani(2015)提出一种对异

常值具有稳健性的随机 PCA 算法，该算法是将给定的数据矩阵通过随机抽样和

随机嵌入技术转化为压缩矩阵，再从压缩矩阵中提取低秩列子空间。Rahmani 和

Atia(2016)提出了一种针对高维低秩加稀疏的数据矩阵分解的新算法，该算法首

先提出子空间学习，仅使用数据矩阵的部分行或列，有效降低了计算的复杂度。

其次，该算法考虑到真实数据在低维子空间中非均匀分布的情况，在此基础上提

出有效列抽样的分解算法，并进一步对该分解算法进行改进，通过有效信息抽样

对一般均匀随机抽样方法优化。通过实证模拟得到，提出的算法可以以较少的样

本，得到较为准确的分解结果。Loyola 等(2016)对于高维数据应用回归模型，介

绍了智能抽样和增量函数学习算法(SSIF)。SSIF 可以精确逼近在高维输入空间上

定义的函数，可用于以最优方法创建或重新采样训练模式的问题，可与任何回归

工具(如神经网络、支持向量机和许多其他工具)组合。 

（2）高维矩阵低秩近似  

基于子空间学习，低秩近似作为高维矩阵降维的另一种有效方法引起大多数

学者的重点关注。 

在数值线性代数和计算机科学领域，有大量关于矩阵低秩近似的工作，其中

大部分是受到 Johnson 和 Lindenstrauss(1984)著名结论的启发，该结论指出随机

低维嵌入能够保留原始数据的欧几里得特性。随后，一系列将原始矩阵投影到低

维子空间的投影算法被提出。SVD 分解被认为是可以得到最佳低秩逼近的方法，

但随机投影算法和 SVD 分解算法都是基于整个矩阵进行存储和操作，而且对于

数据压缩结果也不容易解释，甚至 SVD 分解比投影算法复杂度更高。 

（3）基于抽样的低秩近似  

为了降低计算复杂度，且能保留原始数据信息，基于抽样的矩阵低秩逼近方

法被许多学者关注。该类方法的研究可以追溯到经典的理论结果，该结果表明，

对于任意矩阵，存在 k 列的子集，可以作为原矩阵的投影低秩逼近，这个投影逼

近误差相对矩阵的最优秩-k 近似是有界的(Kumar 等,2009b)。如 QR 分解算法，

一种需要计算矩阵秩的确定算法，可以获得接近最优矩阵的投影误差；但此类基

于抽样的投影近似算法需要遍历矩阵的每一项，以此保证低秩近似矩阵的良好性

能，这需要大量的时间和空间，对于大规模矩阵也不可行。 
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基于抽样的高维矩阵低秩逼近的另一类方法，只针对矩阵的子集进行存储和

操作，极大地降低了计算复杂度。比如 Nyström 低秩逼近和 CUR 矩阵分解方法。

Nyström 低秩逼近只需从原始数据矩阵中抽选部分列重构矩阵，在最大限度提取

原始数据信息的同时降低了计算复杂度，常用于对称半正定矩阵(SPSD)的低秩逼

近，推广到任意高维矩阵的低秩逼近，CUR 矩阵分解是一种有效替代方法，既

能通过抽样降低数据维度，简化计算复杂度，又可以将通过抽样得到的矩阵与联

合矩阵的乘积作为对任意矩阵的近似重构，且能保持矩阵的稀疏性和非负性。 

Nyström 方法最初是用来解决积分方程的问题，求解近似特征向量；Williams

和 Seeger(2001)将 Nyström 引入核机器学习，提高核矩阵分解速度和准确率；标

准 Nyström 对所有样本赋予相同的权重，与核函数定义的特征方程有所偏差，密

度加权 Nyström(DW-Nyström)通过引入概率密度函数作为权重，提高逼近精度

(Zhang,2009)；Kumar(2009)提出集成 Nyström，能够生成比标准 Nyström 更精准

的逼近；Wang(2013)将 CUR 矩阵分解中的技术引入 Nyström，提出一种改进

Nyström，提高了标准 Nyström 和集成 Nyström 的误差下降；针对逆矩阵的低秩

逼近，Wang(2014)提出了一种改进 Nyström，进一步提升逼近精度。 

CUR 矩阵分解已经被应用于许多领域，包括生物学、文本数据分析、医学

图像分析等。对于存在缺失数据的矩阵，Xu(2015)提出 CUR+，计算简单，适用

于低秩和满秩矩阵分解。Kevin(2016)给出了一种计算稀疏矩阵 CUR 分解的分布

式算法，较大程度地提高了算法的运行速度；Li(2018)提出基于 CUR 矩阵分解，

同时进行样本和特征选择的无监督学习方法，有效结合了特征和样本选择。

Wang(2017)利用 CUR 矩阵分解进行缺失数据恢复；Sheheryar(2020)将 CUR 矩阵

分解用于图片匹配。 

（4）误差测度  

关于误差测度，大多数学者都是基于范数进行相对误差或绝对误差测度。例

如，John 等(2018)基于谱范数利用相对误差对基于概率的子空间学习进行了误差

测度。Liu 和 Jing(2019)基于 F 范数利用绝对误差对提出的局部自适应矩阵低秩

逼近误差进行了测度。Mahoney 等(2009)基于 F 范数利用绝对误差对 CUR 矩阵

分解的误差进行了测度分析。Wang 等(2019)提出假设矩阵重构误差是一个低秩

矩阵，使用核范数来测量该误差，并通过最小化核范数来学习参数。 
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1.2.2 国内研究现状 

关于高维矩阵降维，近几年，国内学者相关研究成果也比较多。本文主要从

子空间学习、矩阵低秩逼近、误差测度三方面进行梳理。 

（1）子空间学习 

邹珊(2015)提出一种可以从原始数据中提取信息的共享子空间数据表示模

型，该模型利用高维特征信息，将原始数据有效地映射到低维空间中。李骜等

(2020)提出基于低秩表示的判别特征子空间学习模型，有效解决了一般特征子空

间学习不能保持样本局部结构和判别性，及样本具有噪声时，模型失效的两大问

题；基于更新迭代，可以将基于低秩稀疏表示的子空间学习概括为基于矩阵分解

和谱聚类的子空间学习(武继刚等,2021)。贺文琪等(2021)提出基于核嵌入的子空

间学习算法，解决了一般降维技术无法对高维非线性数据的内部结构进行深入挖

掘的问题。除了子空间学习相关算法的研究之外，更多的是应用型研究。詹永杰

(2015)研究了基于独立子空间学习的表情识别问题；耿妍(2016)结合 PCA 与子空

间学习对高维数据进行了分类处理；蔡雨红等(2021)提出类内低秩子空间学习，

并将其应用于人脸识别；许楠(2019)将子空间学习应用到多视角聚类中。 

（2）矩阵低秩近似  

基于子空间学习的高维矩阵低秩近似方面的研究，刘松华等(2011)针对传统

核矩阵分解，列与类别独立的假设，提出核矩阵低秩近似分解方法，避免对整个

核矩阵分解运算，降低了计算复杂度；唐文俊等(2012)提出基于密度的聚类

Nyström 方法，解决了一般 Nyström 随机抽样准确性不足的问题；曾琦等(2014)

指出 SVD 分解因为线性综合了全局信息，而使生成的数据稠密，难以解释，而

CUR 分解得到的矩阵稀疏，物理意义明确。雷恒鑫等(2017)基于行列联合选择，

利用 CUR 矩阵分解低秩近似，分别提取用户、产品偏好特征，并通过实证得到

该方法准确度和可解释性都更优良。杨美姣等(2018)将 Nyström 低秩逼近方法用

于偏好特征提取，进行电影推荐。 

（3）误差测度  

关于矩阵低秩逼近误差测度，赵知劲等(2014)使用 KL 散度度量增量非负矩

阵分解效果，分析得出使用 KL 散度节省了存储空间，且矩阵分离性能明显优于

基于欧氏距离的矩阵分解效果，但该方法的计算复杂度较高；雷恒鑫等(2017)使
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用误差率和压缩率测量基于行列联合选择矩阵分解的精度，压缩率指原始数据矩

阵中的元素总数与低维近似矩阵总的元素数之比。段菲等(2020)指出，传统测量

重构矩阵逼近效果的最小二乘误差平方函数法，需假定噪声服从零均值的高斯分

布，实际应用中较难满足。因此，该作者提出，对于标准的非负矩阵分解，以样

本整体的重构误差为度量单元，利用 F 范数的平方度量矩阵重构误差。此外,还

有部分文献中不直接测度矩阵分解误差,而是从保留数据全局重构信息的角度出

发，通过最小化子空间学习残差矩阵进行矩阵重构误差测度。 

综上所述，关于高维矩阵的低秩逼近，抽样技术仍是基础又成熟的方法，基

于抽样的高维矩阵低秩逼近方法研究仍是目前研究的热点问题。其中，Nyström

低秩逼近是 SPSD 矩阵低秩逼近的代表方法，推广到任意高维矩阵，CUR 矩阵

分解是有效替代 Nyström 方法的低秩逼近技术。此外，在基于抽样的高维矩阵低

秩逼近研究中，抽样方法与交叉矩阵低秩逼近方法的选择对整体矩阵低秩逼近的

精度和计算复杂度具有重要影响，也是目前研究重要的关注点。 

误差测度是矩阵低秩逼近精度测量的直观体现，分析总结相关研究文献可见，

关于抽样的矩阵低秩逼近误差测度研究尽管已经取得了一些成就，但还处于探索

阶段，研究文献相对匮乏，有限的相关研究文献中，常用的方法是通过矩阵范数

方法来测量矩阵分解误差。而不同的抽样方法和矩阵低秩逼近方法对于误差测度

具有重要影响，如何精准测度基于行列抽样的矩阵低秩逼近子空间学习过程中的

误差有待进一步研究。 

1.3 主要研究内容和重点解决的问题 

1.3.1 主要研究内容 

本文的研究内容主要包括三部分，分别是： 

（1）基于行列抽样的矩阵低秩逼近研究  

该部分主要研究如何基于抽样方法来进行矩阵低秩逼近，提高精度，同时降

低学习计算和时间复杂度。讨论针对对称半正定矩阵的低秩逼近方法，Nyström

方法，以及任意矩阵的低秩逼近方法，CUR矩阵分解，并对两种方法进行改进；

尽管已有文献已讨论了一些有效方法，但矩阵低秩逼近中主要问题是确定低秩 k ，

以及降低误差，提升计算效率。此外，这两种方法需要随机抽取样本列或行对大
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规模的矩阵做精确近似逼近，选取样本列和样本行的抽样方法与抽样比例的不同，

以及子矩阵中样本列与原矩阵对应行交叉点数据构成的交叉矩阵、联合子矩阵与

原矩阵的联合矩阵的低秩逼近方法不同，重构矩阵的精度与计算复杂度也各有差

异。本文拟讨论几种随机抽样方法，关注不同抽样方法下、交叉矩阵不同低秩分

解方法下，抽样误差与时间复杂性以及在概率保证下的矩阵低秩分解的精度。 

（2）误差界与计算复杂度的确定 

 从理论层面出发，讨论本文提出的矩阵低秩逼近方法与一般最佳秩逼近方

法之间的误差大小，以及计算复杂度的比较，确定新提出方法的误差界和计算复

杂度。 

（3）数值模拟与实证检验  

为检验前述理论研究结果，还需通过数值模拟和实证检验进行验证分析。数

值模拟部分通过随机生成满足条件的高维数据对抽样方法及其误差与时间复杂

度进行测度研究；实证分析部分首先将改进的Nyström低秩逼近方法拓展应用于

谱聚类，并与一般的k-means聚类就聚类精度进行比较；其次将改进后的CUR矩

阵分解拓展应用于偏好特征提取，并与一般的SVD分解偏好特征提取就准确率进

行比较。 

1.3.2 重点解决的问题 

研究不同抽样方法抽取原始高维矩阵行列构建子矩阵、不同低秩逼近方法近

似逼近交叉矩阵，及其对整体高维矩阵低秩逼近精度和计算复杂度的影响是本文

研究的主要内容，也是关键部分。基于矩阵行列抽样的低秩逼近误差测度的实现

可优化行列抽样方法，提高高维矩阵低秩逼近精度和降低机器学习的计算复杂度。 

综合以上研究内容，本文研究思路与技术路线如图 1.1 所示。 
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图 1.1 研究思路与技术路线 

1.4 论文组织结构 

本文主要从抽样的角度出发，研究基于抽样的高维矩阵低秩逼近方法以及误

差界的确定，通过对抽样方法和低秩逼近方法进行改进，提高矩阵低秩逼近精度，

降低计算复杂度，最后通过模拟数据进行实证检验，再将改进后的方法运用到解

决实际问题中。主要安排如下： 

第 1 节为引言，主要概括了高维矩阵低秩逼近的研究背景和研究意义，并介

绍了近几年国内外学者对高维数据降维和压缩的研究现状，提出本文的研究内容

和组织框架，以及本文的创新点。 

第 2 节介绍了基于不等概抽样与随机 SVD 分解的 Nyström 方法，对已有

Nyström 矩阵低秩逼近方法进行改进，提升矩阵低秩逼近精度，降低计算复杂度，
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进一步提出改进后方法的误差界，并利用模拟数据进行了实证检验。 

第 3 节将 SPSD 矩阵的低秩逼近方法进行推广，介绍了基于不等概抽样和随

机 SVD分解的CUR矩阵分解重构方法，对现有CUR矩阵分解方法进行改进后，

提出新的误差界，并进行了实证检验。 

第 4 节将第 2 节提出的方法拓展应用，将基于不等概抽样与随机 SVD 分解

的 Nyström 方法利用上市公司股票财务指标数据运用于谱聚类，并与 k-means 聚

类进行聚类效果比较。 

第 5节将基于不等概抽样和随机 SVD分解的CUR矩阵分解运用于偏好特征

提取，利用用户电影评分数据进行实证分析，进一步与 SVD 分解偏好特征提取

方法就准确率进行比较。 

第 6 节对本文的研究内容进行了总结，并根据现有方法的研究不足提出了进

一步的研究方向。 

1.5 创新点 

（1）基于低维不等概抽样思想，构造新的不等概抽样 Nyström 方法，即根

据矩阵每一列不同的入样概率随机抽取部分列构建样本子集，在保证样本列选取

随机性的同时，最大限度提取原始数据信息。在基于样本列的矩阵重构过程中，

利用随机 SVD 分解对由样本列与对应行交叉点数据构成的矩阵进行低秩逼近，

使重构后的矩阵与原矩阵之间的误差更小。 

（2）在传统自适应抽样方法的基础上，提出不等概自适应抽样法。将不等

概抽样的思想与自适应抽样结合，充分保留原始数据信息的同时，使样本列和样

本行更具代表性；降低抽样误差的同时，提高抽样效率。其次，通过随机 SVD

分解对子矩阵 和 进行低秩逼近，简化时间和空间存储复杂度；再利用随机

SVD分解低秩逼近后得到的矩阵 和 ，联合 、 和原矩阵近似逼近矩阵 ，

进一步低秩重构原始高维矩阵，提高整体 CUR 矩阵分解逼近重构的精度，且具

有明确的误差界。 
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2 基于不等概抽样与随机 SVD 分解的 Nyström 方法 

信息技术的发展为海量数据的收集和存储提供了技术支撑，进而，如何有效

处理海量数据便成了当前机器学习关注的热点问题。这也给大规模数据矩阵的机

器学习中，尤其是传统的算法，如支持向量机(Joachims,1998)、核主成分分析

(Shi,2009)、流形学习(Chao,2013)以及聚类等方法的计算和存储带来了新的挑战。 

对于大规模数据矩阵，目前有效的解决方法之一是对原矩阵进行降维处理，

常用的方法包括矩阵奇异值分解(SVD)、正交三角分解(QR)等低秩逼近方法，但

此类方法通常要求矩阵具有稀疏性或非负性。且传统的矩阵分解方法对线性可扩

展数据是有效的，但对非线性数据便无能为力。二是基于抽样方法进行降维处理，

即通过构建抽样子空间进行低秩逼近，Nyström 低秩逼近方法、CUR 矩阵分解逼

近等。相比 SVD 或 QR 矩阵分解方法或 CUR 矩阵分解，Nyström 低秩逼近方法

只需从原始数据矩阵中抽选部分列重构矩阵，在最大限度提取原始数据信息的同

时降低了计算复杂度。其中 Nyström 低秩逼近方法常用于对称半正定矩阵(SPSD)

的低秩逼近，也广泛应用于加速核算法、流形学习、图像分割以及矩阵填充等方

面。 

而大规模矩阵进行低秩逼近的有效方法之一的 Nyström 方法，其关键点是对

矩阵列的抽取，样本列的抽样方法又对低秩逼近精度具有重要影响

(Williams,2000; Fine,2001)。在使用 Nyström 方法对高维数据分析过程中，均匀

抽样首先引起了学者的关注。Williams等(2001)首先将均匀不放回抽样与Nyström

方法融合应用到机器学习中，加速核矩阵特征分解。Kumar 等(2009)对均匀抽样

和非均匀抽样下数据核矩阵的低秩逼近进行了实例分析，并对其性能做了对比分

析，结果表明，均匀抽样在时间、空间和近似精确度方面都优于非均匀抽样。李

毅等(2015)将均匀抽样与大数据挖掘相结合，通过误差率比较五折交叉、随机抽

样和均匀抽样在数据挖掘算法中的表现，并指出均匀抽样的误差率低于其他两种

抽样方法。Kumar 等(2012)认为矩阵每一列的信息随着抽样过程在不断变化，于

是提出自适应抽样方法，并将其与 Nyström 方法结合，提出自适应抽样 Nyström

方法。贾洪杰等(2017)提出基于概率的增量抽样方法，通过在每次迭代中不断更

新样本的抽样概率选择新的样本点，进而有效降低抽样误差。随后，这类增量抽
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样方法也广泛应用于数据挖掘、谱聚类、动态优化、路径规划算法等方面。 

传统的均匀抽样是在抽样和估计中都使用相等权重的抽样方法(晏振等，

2016)，且每个样本的入样概率都相等。基于数据集具有相同重要性信息的思想，

不需要遍历整个数据集，因此，它的采样效率一般较高，也是 Nyström 方法中较

为常用的抽样方法。但对于大规模数据集，均匀抽样的样本点易集中于一个区域，

且数据集重要性信息变化多样时，均匀抽样会导致样本代表性较差，而损失掉重

要信息。此时自适应抽样比均匀抽样更加准确，但计算效率较低。概率增量抽样

与自适应抽样法类似，也是一种动态抽样方法，相比其他抽样方法更加准确的同

时，也会因为多次更新检索整个数据集，以及动态更新每一列的入样概率而使计

算效率降低。且由于该方法每次抽取的样本是根据每步迭代更新的入样概率大小，

便无法保证样本的随机性，使样本代表性大打折扣。 

Nyström 方法需要随机抽取样本列对大规模的矩阵做精确近似逼近，选取样

本列的抽样方法与抽样比例的不同，以及原矩阵中样本列与对应行交叉点数据构

成的交叉矩阵的低秩逼近方法不同，都会导致重构矩阵的精度与计算复杂度存在

差异。基于此问题，Kumar(2010)提出集成 Nyström 方法，该方法使用块对角矩

阵逼近交叉矩阵的逆矩阵，除非交叉矩阵接近于块对角矩阵，否则这样的矩阵逼

近效果特别差。Halko 等(2009)提出了一种简单但精确度较高的随机算法，即随

机 SVD 分解算法，用于构造低秩近似矩阵。Mu Li(2010)将 Nyström 方法与随机

SVD 算法结合，对交叉矩阵进行随机 SVD 分解，提高低秩逼近精度。 

本节基于低维不等概抽样思想，构造新的不等概抽样 Nyström 方法，即根据

矩阵每一列不同的入样概率随机抽取部分列构建样本子集，在保证样本列选取随

机性的同时，最大限度提取原始数据信息。与标准 SVD 分解相比，随机 SVD 分

解更适用于大型数据，可以避免因计算量大而无法收敛的问题，也可以更快速求

解奇异向量，降低矩阵低秩逼近误差。在基于样本列的矩阵重构过程中，利用随

机 SVD 分解对由样本列与对应行交叉点数据构成的矩阵进行低秩逼近，可使重

构后的矩阵与原矩阵之间的误差更小。 
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2.1 理论基础 

2.1.1Nyström 方法 

考虑对一个对称半正定矩阵 ，基于从矩阵本身随机抽选的

的样本列生成一个 的低秩逼近矩阵 。假设样本列已选取， 表示由这些样本

列构成的 矩阵， 表示矩阵 中由 列样本列与相对应的 行相交组成的

矩阵。矩阵 的行和列抽样后重新排列，使 和 可以写成下面的形式

(Kumar,2012)： 

              ，                  (2.1) 

因为 是对称半正定矩阵，所以 也是对称半正定矩阵。 的元素表示剩

余点与样本点的相似矩阵， 的元素表示所有剩余点的相似矩阵。当 时，

一般比较大。Nyström 方法是使用式(2.1)中的 和 来逼近 ，即： 

                         (2.2) 

其中， 表示矩阵 的逆矩阵。 

可以证明，随着抽取的样本列数 增加， 收敛于 (贾洪杰,2017)。  

假设对称半正定矩阵 可以分解为 ， 是对角矩阵，对角元素

为矩阵 的特征值，这些特征值对应的特征向量为 的列。Nyström 方法是对

进行特征分解得到 和 。假设使用均匀不放回抽取样本列，将 的 SVD 分

解写为 ，由式(2.2)可得，  

 

所以，Nyström 方法对矩阵 生成的近似特征值和特征向量为 

 

 

对于特别大的数据集，分解较小的交叉矩阵 的计算复杂度也较高。因此，
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对矩阵 进行低秩逼近是降低计算复杂度的有效手段。而标准 Nyström 方法就

是对矩阵 生成秩为 的低秩逼近，记为： 

                                (2.3) 

其中， 是 关于 范数或谱范数的秩为 最佳近似，可由 的奇异值分解(SVD)

得到， 表示矩阵 的伪逆矩阵。Nyström 方法对矩阵 生成的前 个奇异值

( )和奇异向量( )记为： 

，   

对矩阵 进行 SVD 分解的时间复杂度为 ，其他矩阵相乘运算时间复

杂度为 ，所以，标准 Nyström 方法总的时间复杂度为 。因

为 ， ，所以，该方法的复杂度低于直接对 作 SVD 分解的复杂度

。 

2.1.2 随机 SVD 分解 

在对高维矩阵做降维低秩处理时，SVD 分解一般是较佳选择。但对于大规

模矩阵，精确的 SVD 分解会在计算上出现较高的复杂性。为了解决这一问题，

Halko 等(2009)提出的随机 SVD 分解算法构造低秩近似矩阵，即通过一组正交

基将大矩阵转换为小矩阵，通过对小矩阵的分解，近似得到大矩阵的奇异值分解。

该算法将矩阵低秩近似分为两个部分：一是构造一个低维子空间捕捉矩阵的信息；

二是将矩阵限制在子空间中，并对限制后的子矩阵进行矩阵分解。主要包括以下

两步： 

阶段一：对输入矩阵 构造一个近似矩阵，可以理解为寻找一个矩阵 ，要

求 具有正交列，满足 。希望 的列尽可能的少，但能包含输入矩阵

的精确近似。 

阶段二：利用矩阵 ，对 进行标准分解(SVD、QR 等)。 

以大型矩阵 进行 SVD 逼近为例。两阶段随机法为 SVD 分解提供了一种更

精确的计算方法，但由于输入矩阵 SVD 分解缓慢，该方法的简单计算在应用中

往往不够。为此加入了过采样参数 和幂迭代参数 。而在实践中， 或 ；
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或 时，一般会产生较优的结果。对于一些类型的随机抽样方案，当样

本量较小时，SVD 低秩分解会失效，但随机 SVD 分解方法的失效概率会随过采

样参数 的增加呈超指数下降。 

两阶段随机 SVD 分解过程具体见算法 2.1(Halko,2010)。 

算法 2.1 随机 SVD 分解 

输入：给定一个 的矩阵 ，奇异向量目标个数 ，超参数 （ 或 ），幂迭代

参数 （ 或 ）， 

输出：一个近似秩为 的分解 ， 和 是正交矩阵， 是非负的对角阵。 

stage1: 

step1: 构造一个 的 Gaussian 测试矩阵 。 

step2: 计算矩阵 。 

step3: 构造一个矩阵 ，它的列构成 值域的一组标准正交基。 

stage 2: 

step4: 构造 ，得到 的低秩因子分解 。 

step5: 对低秩矩阵 进行 SVD 分解：   

step6: 令  

step7: 计算矩阵 的近似奇异值分解。 

随机 SVD 分解在对输入矩阵低秩逼近过程中至少需要遍历一次输入矩阵的

列，因此计算复杂度稍高于 SVD 分解，但其基本原理简单，实用性更强，精度

更高。 

2.2 基于不等概率抽样与随机 SVD 分解的低秩逼近的矩阵重构 

2.2.1 不等概矩阵列抽样 

从高维大数据点构成的矩阵中随机抽取的列子集可以作为独立的样本(贾洪

杰,2017)，考虑到数据点信息差异性，入样概率可以从矩阵的列范数与矩阵 范

数决定的概率分布中得到。由于矩阵列范数不尽相同，利用不等概率抽样方法抽

取样本列，在保证抽样的随机性的同时，能充分体现数据列反应信息的差异。对

于矩阵 ，可以一次性从中选择 列构造矩阵 ，为体现样本列之间数据信息的

差异性，第 列的抽样概率可定义为： 
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                                                     (2.4) 

其中， 表示矩阵 的第 列， 表示第 列向量的 范数， 表示矩阵的

范数。 

基于抽样产生的大小为 的样本列，与相应矩阵 的 行交点构成交叉矩阵

。 

2.2.2 交叉矩阵的随机 SVD 分解 

通过随机 SVD 方法对 进行低秩逼近处理，主要包括两步：一是构造一个

能捕捉到矩阵 “行为”的随机矩阵 ；二是对 进行限制，并利用约化矩阵

进行 SVD 分解。具体的计算见算法 2.2(Halko,2010)。 

算法 2.2  交叉矩阵随机 SVD 分解 

输入： 

输出：  

step1： 

step2： 

step3： 

step4： 

step5： 

step6： 

step7： 

对称矩阵 ，秩 ,过采样参数 ,幂参数 。 

特征向量矩阵 ， 的低秩近似矩阵 。 

构造一个 ( )m r p  的标准 Gaussian 随机矩阵 ； 

计算矩阵 和 ； 

通过 QR 分解得到一个正交矩阵 ，使 ； 

计算约化矩阵 , ； 

对 进行 SVD 分解得到 ； 

计算矩阵 ； 

求 的低秩近似     (2.5)     

算法 2.2 计算矩阵 和 的时间复杂度为 ，QR 分解的复杂度为

，计算矩阵 的复杂度为 ，SVD 分解的复杂度为 。所以，该

算法总的时间复杂度为 ，为 的二次型。 

2.2.3 低秩逼近的矩阵重构 

根据 Nyström 方法，利用随机 SVD 分解方法对交叉矩阵进行低秩为 的逼近

后，需要对低秩逼近矩阵 求解伪逆矩阵，可以得到矩阵 ，从而可以根据

得到原数据矩阵 的低秩逼近重构矩阵。 
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根据矩阵每一列的不同入样概率进行抽样，可以保证抽选样本列的代表性，

降低样本不均衡造成的抽样误差。为保证抽样的随机性，且为避免抽取到重复列，

本文主要讨论不放回不等概抽样 Nyström 方法。具体的抽样重构过程如算法 2.3

所示。 

算法 2.3 不等概抽样 Nyström 算法 

输入：  SPSD 矩阵（ ），要抽取的样本列数( )。 

输出：子矩阵 、重构矩阵 以及矩阵低秩逼近误差 。 

Step1：计算列抽样概率 ； 

Step2：根据 选择样本列，构造样本子矩阵 ；  

Step3：构造交叉矩阵 ； 

Step4：对 进行随机 SVD 分解，求低秩近似矩阵 ； 

Step5：计算 ； 

Step6：计算重构矩阵 ； 

Step7：计算矩阵重构相对误差 或绝对误差 。 

2.3 误差分析 

为了研究本文提出的低秩逼近方法的误差，首先介绍相关定义与引理。 

对矩阵 进行 SVD 分解可以写为 ， 为矩阵的秩，

称为奇异值， 和 构成矩阵列向量的正交基，分别表示

左奇异向量和右奇异向量。对于 ， 和 。

。 

根据 Eckart 提出的关于矩阵低秩逼近的定理(Golub,1987)，对秩为 的所有矩

阵 ，求使 最小化的最优解，得到矩阵 ，即为矩阵 的最佳秩 逼

近。 ，可以得到， 

     ，                      (2.6) 
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  定义 为一个列采样矩阵，如果矩阵 的第 列在第 次抽样中被

抽中，则 ，否则， 。 ，包含了由 标准化后的 的样本

列， 表示进行缩放的对角矩阵。 是 SPSD 矩阵，可以写为 ，

包含了由 标准化后 的样本列。进一步可以得到 ，

。 

为证明本文提出的定理，现引入引理 2.1。 

引理 2.1(Li,2014)：在算法 2.2 中，根据矩阵 生成的低秩逼近矩阵关于 范数的

误差期望为： 

              (2.7) 

其中， 表示 的奇异值， 。 

定理 2.1：假设矩阵 ，为 SPSD 矩阵，从 列中以抽样概率为

随机无放回地选择 （ ）构成子矩阵 ，令 为 的

近似逼近，则，  

                                (2.8) 

定理 2.1 的证明由文献（Drineas,2006）中定理 2 的证明可得。 

定理 2.2：假设矩阵 ，为 SPSD 矩阵，利用本文提出的基于不等概抽样

和随机 SVD 分解的 Nyström 方法，对高维 SPSD 矩阵 进行低秩近似重构，重

构后的矩阵关于 范数的低秩逼近误差存在以下不等式：  

                  (2.9) 

其中， ， 表示随机 SVD 分解中的超参数， 。 

证明：根据式(2.3)和式(2.5)，可以得到： 
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         (2.10) 

所以， 

 

其中， 是 的正交基， ， 为算法 2.2 中 QR 分解得到的矩阵。 

因为 是正交投影，也是半正定矩阵。所以，对于任意的向量 ， 

 

则， 也是半正定的。 

所以，   

根据(Li M等,2014)中的引理 4 和引理 5，可以得到， 

 

令 为一组正交投影，则 

 

根据引理 2.1 和式(2.6)，令 ， 



兰州财经大学硕士学位论文                               基于抽样的高维矩阵低秩逼近及应用研究   

19 

 

 

综上，根据定理 2.1，令 ，   

 

证毕。 

2.4 计算复杂度分析 

本部分讨论本章提出的不等概抽样方法结合随机 SVD 分解的 Nyström 低秩

逼近方法计算复杂度，并与均匀抽样 Nyström 方法、概率增量抽样 Nyström 方法

的计算复杂度进行比较。  

本节中， 表示数据矩阵的总列数， 表示抽样的样本列数， 表示所期望的

低秩， 表示原数据矩阵的相似矩阵中非零点的数目。标准 Nyström 方法的计算

复杂度为 ， 表示在 Nyström 方法中使用均匀抽样构造样本
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矩阵的计算复杂度，现用本文中应用的不等概抽样替换均匀抽样，不等概抽样的

计算复杂度为 (贾洪杰,2017)； 表示 SVD 分解的计算复杂

度，现用本文中的随机 SVD 分解替换 SVD 分解，即用 替换 ，

则算法整体的计算复杂度为 。 

同样地，均匀抽样结合随机 SVD 分解的 Nyström 方法的计算复杂度为

。概率增量抽样的计算复杂度为 (贾洪杰,2017)，

结合随机 SVD 分解的 Nyström 方法计算复杂度为 。 

将均匀抽样 Nyström 方法、概率增量抽样 Nyström 方法和本文提出的方法的

计算复杂度进行对比，见表 2.1。 

表 2.1 三种方法计算复杂度对比 

方法 计算复杂度 

均匀抽样 Nyström 方法  

概率增量抽样 Nyström 方法  

提出的方法  

由表 2.1 可得，概率增量抽样结合随机 SVD 分解的 Nyström 方法的计算复

杂度较高，因为 ，所以不等概抽样结合随机 SVD 分解的 Nyström 方法的

计算复杂度小于或近似于均匀抽样结合随机 SVD 分解的 Nyström 方法。 

2.5 数值检验 

2.5.1 模拟数据生成 

为验证本节提出的不等概抽样结合随机 SVD 的 Nyström 方法的有效性，随

机生成两组两类别样本行为 200，维度为 200 的数据集，分别记为 data1 和 data2。

data1 服从形状参数 ，位置参数 的伽马分布，data2 服从均值 ，

标准差 的正态分布。将 data1 和 data2 中心标准化后，通过相关运算转换为

的 SPSD 矩阵。 
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2.5.2 方法模拟与精度比较 

本节通过低秩逼近矩阵重构的相对误差对方法精度做出对比。令 等于交叉

矩阵的秩，分别比较基于不等概抽样、均匀抽样和概率增量抽样的 Nyström 方法

在标准 SVD 分解和随机 SVD 分解下的低秩逼近重构误差，具体如表 2.2 所示。

相对误差数值越小，说明方法精度越高。 

表 2.2 随机模拟数据低秩逼近相对误差 

样本比

例 
数据集 

Nyström 的抽样方法 

均匀抽样 概率增量抽样 不等概抽样 

标准 SVD 随机 SVD 标准 SVD 随机 SVD 标准 SVD 随机 SVD 

5% 
data1 12.27 11.94 - - 10.17 9.08 

data2 22.25 13.28 19.14 11.17 16.84 9.48 

10% 
data1 11.84 11.26 3.55 10.54 9.22 8.56 

data2 20.21 11.56 18.49 9.31 14.13 8.49 

20% 
data1 10.57 9.38 17.73 8.87 9.09 8.33 

data2 16.68 11.19 14.13 7.93 9.48 6.09 

30% 
data 1 9.73 8.59 3.40 8.15 8.72 7.91 

data2 14.13 9.94 10.86 7.07 6.51 5.38 

40% 
data 1 8.68 7.98 4.85 7.34 8.46 6.81 

data 2 11.44 6.94 10.74 6.51 5.45 2.51 

50% 
data 1 8.39 6.57 3.25 5.30 7.95 5.05 

data 2 7.02 5.99 6.04 5.86 3.38 2.38 

表 2.2 结果显示，通过基于抽样进行低秩逼近相对误差的平均值来看，对于

data1，在均匀抽样 Nyström 方法下低秩逼近误差随着抽样比例增加而平稳降低；

随机 SVD 分解方法下的平均误差均低于 SVD 分解方法下的误差；概率增量抽样

Nyström 方法下，抽样比例为 5%时，该方法因为样本量较少，抽样方法无法迭

代，无法低秩逼近；在 SVD 分解方法下，低秩逼近误差变化较不稳定，抽样比

例为 20%时，误差为 17.73，远远高于该抽样比例时随机 SVD 下的误差；而在不

等概抽样 Nyström 方法下，随机 SVD 分解方法下的误差均值皆低于 SVD 分解下

的误差。 

对于 data2，使用均匀抽样 Nyström 方法低秩逼近时，随机 SVD 分解方法下

的误差均低于 SVD 分解下的值，且在较小的抽样比例时两方法下误差值相差较

大。抽样比例为50%时，SVD分解下的误差值为7.02，随机SVD的误差值为5.99，
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相比其他抽样比例下的值较为相近。使用概率增量抽样 Nyström 方法时与均匀抽

样 Nyström 方法类似，在较小的抽样比例下两种分解方法的低秩逼近误差值相差

较大。比如抽样比例为 5%时，SVD 分解下的误差值为 19.14，随机 SVD 分解下

的值为 11.17，但整体上随机 SVD 分解下的误差值仍是低于 SVD 分解下的误差

值。但对于不等概 Nyström 方法，该数据集的低秩逼近误差值在 SVD 分解方法

下的降低速度高于随机 SVD 下的值同时精度低于后者。 

总的来说，对于两个模拟数据集，本节提出的不等概抽样结合随机 SVD 分

解的 Nyström 方法的误差值在所选抽样比例下，均低于均匀抽样、概率增量抽样

结合随机 SVD 分解的 Nyström 方法。且随着抽样比例增加，该方法的误差降低，

精度逐渐升高。 

进一步，为了说明不同的抽样方法对 Nyström 低秩逼近误差的影响，绘制了

数据集 data1 和 data2 在不等概抽样 Nyström 方法、均匀抽样 Nyström 方法和概

率增量抽样 Nyström 方法下，利用随机 SVD 分解方法对交叉矩阵低秩近似时，

三种低秩逼近重构方法相对误差随着抽样比例增加的变化折线图（图 2.1、图 2.2、

a）。为了明显区分 SVD 分解方法和随机 SVD 分解方法对低秩逼近的影响效果，

将两类数据在不等概抽样 Nyström 方法中，分别使用 SVD 分解和随机 SVD 分解

后的低秩逼近误差随着抽样比例变化的趋势可视化（图 2.1、图 2.2，b）。 

       

a(1)                                               b(1) 

图 2.1 data1 相对误差对比 

a(1)显示，对于 data1，三种抽样方法结合随机 SVD 分解的 Nyström 低秩逼

近重构误差随着抽样比例增加都呈递减趋势。抽样比例小于 20%时，三种方法误

差相差较大，20%至 40%时，三种方法误差值较为接近，抽样比例为 50%时，不

等概抽样结合随机 SVD分解的Nyström的误差接近概率增量抽样Nyström误差。

b(1)显示，不等概抽样结合随机 SVD 分解的 Nyström 低秩逼近重构误差远远低
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于该抽样方法结合 SVD 分解时的 Nyström 误差。 

      

a(2)                                              b(2) 

图 2.2 data2 相对误差对比 

a(2)显示，对于 data2，抽样比例小于 10%时，三种抽样方法结合随机 SVD

分解的 Nyström 低秩逼近误差相近，随着抽样比例增加，不等概抽样结合随机

SVD 分解的 Nyström 低秩逼近重构误差明显低于其他两种方法，且误差值降低

幅度也高于其他两种方法。b(2)显示，对于 data2，抽样比例为 30%和 50%时，

在同样的抽样方法下，两种低秩分解方法对整体低秩逼近重构误差影响效果相近，

其他抽样比例下，随机 SVD 分解误差远远低于 SVD 分解。 

2.5.3 方法模拟运行时间比较 

本部分从方法的运行时间出发，比较不等概抽样 Nyström 方法、均匀抽样

Nyström 方法和概率增量抽样 Nyström 方法在不同采样比例下的优良性，运行时

间越少，算法复杂度越低。如表 2.3 所示。 

表 2.3 算法关于模拟数据的运行时间（s） 

样本比例 
数据

集 

Nyström 抽样方法 

概率增量抽样 均匀抽样 不等概抽样 

标准

SVD 

随机

SVD 

标准

SVD 

随机

SVD 

标准

SVD 

随机

SVD 

5% 
data1 - - 2.14 2.11 1.92 2.00  

data2 5.32 8.23 2.08 2.81 2.07 2.73 

10% 
data1 2.24 3.49 2.06 2.24 1.92 2.05 

data2 6.33 9.56 2.12 3.18 2.03 2.78 

20% 
data1 4.23 5.24 2.20 2.31 2.08 2.20 

data2 9.39 11.42 2.29 2.93 2.20 2.63 

30% 
data 1 5.25 6.02 2.29 2.50 2.42 2.36 

data2 11.43 12.50 2.47 2.97 2.39 3.00 

40% 
data 1 5.25 8.44 2.61 2.97 2.77 3.02 

data 2 12.40 15.64 2.74 3.60 2.58 3.17 

50% 
data 1 8.28 8.93 2.92 3.39 2.97 3.36 

data 2 16.5 17.10 3.17 3.38 2.89 3.31 
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由表 2.3 可得， data1 抽样比例为 5%、10%、20%时，不等概抽样结合 SVD

分解的 Nyström 方法运行时间较少，分别为 1.92s、1.92s、2.08s。抽样比例为 30%，

40%，50%时，均匀抽样结合 SVD 分解的 Nyström 方法运行时间较少，分别为

2.29s，2.61s 和 2.92s。 

对于 data2，在所有的抽样比例下，不等概抽样结合 SVD 分解的 Nyström 方

法运行时间最少，远远低于概率增量抽样 Nyström 方法运行时间。 

整体来看，三类数据使用不等概抽样 Nyström 的运行时间，少于或接近均匀

抽样 Nyström 运行时间，皆低于概率增量抽样 Nyström 运行时间。此外，三种抽

样方法结合 SVD分解的Nyström方法运行时间少于结合随机 SVD时的运行时间，

且随着抽样比例增加，三种方法在两种不同低秩分解方法下的运行时间都呈上升

趋势增加。 

2.6 小结 

Nyström 方法是一种通过抽样进行矩阵低秩逼近降维的有效手段，而以抽样

子空间为基础的矩阵低秩逼近技术其关键点是样本列的选取。本节基于不等概抽

样方法，构造了不等概抽样 Nyström 方法。构建样本子空间时，利用不等概抽样

提取样本列，可以充分考虑到矩阵每列信息的不同，使样本更具有代表性、随机

性、且能充分保留原数据有效信息。此外，在矩阵重构部分结合随机 SVD 分解，

可加速求解交叉矩阵的奇异向量，降低矩阵重构误差。且在样本列较少时，随机

SVD 分解可通过调整过采样参数降低算法失效概率。研究结果显示，基于不等

概抽样和随机 SVD 分解的 Nyström 方法不仅保证了抽出样本的有效性，而且在

提高矩阵低秩逼近精度的同时有效降低了计算复杂度。 

通过模拟数据和实证数据对本文提出的方法与均匀抽样和概率增量抽样结

合随机 SVD 分解的 Nyström 方法进行对比分析。总体来说，相比均匀抽样和概

率增量抽样结合随机 SVD 分解的 Nyström 方法，本节提出的不等概抽样结合随

机 SVD 分解的 Nyström 方法精度更高，计算复杂度低于或近似于均匀抽样结合

随机 SVD 分解的 Nyström 方法，远远低于概率增量抽样结合随机 SVD 分解的

Nyström 方法。 
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3 基于不等概自适应抽样和随机 SVD 分解的 CUR 矩阵重构 

将 SPSD 矩阵推广到任意高维矩阵的低秩逼近，CUR 矩阵分解是一种有效

替代方法。CUR 矩阵分解相比 SVD 分解、QR 分解和 Nyström 低秩逼近方法，

既能通过矩阵行列抽样降低数据维度，简化计算复杂度，又可以将通过抽样得到

的矩阵对原始数据矩阵进行近似重构，且能保持矩阵的稀疏性和非负性。 

类似于 Nyström 低秩逼近列抽样，在 CUR 矩阵分解中，矩阵列或行的抽样

方法选择，对于矩阵低秩逼近精度具有重要影响。其中，均匀抽样是较为常用的

抽样方法，也是较早运用到矩阵低秩逼近技术中的抽样方法(Williams,2001; 

Kumar,2009)。对于信息列分布不均匀的数据，均匀抽样容易忽略重要信息，因

此该抽样方法不适合包含较多信息列的数据；这时，通过计算对角线元素权重(对

角抽样)或矩阵列的范数(列范数抽样)进行非均匀抽样的抽样方法逐渐出现

(Drineas,2005; Kannan,2006)。进一步，对于一些由核函数构造的矩阵，根据

Leverage 得分进行抽样较为合适(Drineas,2008)；Wang(2016)明确提出 Leverage

得分抽样算法，用于加速 SPSD 矩阵和 CUR 矩阵分解的低秩逼近速度。为了使

抽样的精确度更高， Deshpande 等(2006)首次提出理论基础较强的自适应抽样方

法的思想，并证明了抽样误差随着迭代次数增加呈指数下降；Kumar 等(2012)认

为矩阵每一列的信息随着抽样过程在不断变化，于是提出新的自适应抽样方法，

并将其与 Nyström 方法结合，提出自适应 Nyström 抽样方法；Wang 等(2013)将

自适应抽样用于 SPSD 矩阵逼近和 CUR 矩阵分解，提出该抽样方法下矩阵低秩

逼近关于 F 范数存在的误差界。 

均匀抽样基于原始数据信息具有一致性重要的思想，不需遍历数据集，所以

抽样效率较高；但一般大规模数据矩阵的列的信息重要性不尽相同，均匀抽样有

可能会使样本集中于同一个区域，从而降低样本的代表性，损失重要信息。对角

抽样、列范数抽样等非均匀抽样方法考虑了矩阵列的不同重要性，一般通过放回

抽样简化分析复杂度，相比均匀抽样需要更多的计算成本和存储空间，效率较低。

Leverage 得分抽样方法基于矩阵每一列的 Leverage 得分抽取矩阵列，在此过程

中需要对矩阵进行 SVD 分解，计算复杂度较高，在实际大规模数据应用中，
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Leverage 得分无法有效计算(Kumar,2012)。此外，以上抽样方法都是随机抽样，

选取的样本都具有随机性，该优良性更适用于 SPSD 矩阵的低秩逼近；而对于其

他任意矩阵，CUR 矩阵分解需要同时选取矩阵的部分行和部分列，为保证算法

的有效性，考虑每步抽取的行数与列数相同，此时随机抽样不适用于 CUR 矩阵

分解；因此相比其他抽样方法，自适应抽样更加有效，可通过迭代更新入样概率，

降低抽样误差。 

通过抽样得到列和行的子矩阵 和 后，需要考虑能够联合 、 和原矩阵

的联合矩阵 的计算。Stewart(1999)提出一种基于 QR 分解的称为稀疏行列近似

的 CUR 矩阵分解方法，通过对原矩阵 进行 QR 分解得到一组列，构成矩阵 ，

并计算一个上三角矩阵 使这些列正交，同样的方法可以找到行矩阵 和 ，

则 ；该方法在抽取的列数和行数较大时计算复

杂度较高，且没有明确的误差界。Wang(2016)利用 Leverage 得分抽样对 和 进

行二次抽样，通过二次抽样后的矩阵近似计算矩阵 ，以此加速 CUR 矩阵分解

Wang(2016)；该方法会因为二次抽样损失大量原始数据信息，使低秩逼近误差增

大。而其他多数学者大多数通过对 和 求伪逆矩阵，将其与原矩阵的乘积作为

矩阵 的近似矩阵(Li,2010)。 

Halko 等(2009)提出了一种简单但精确度较高的随机算法，即随机 SVD 分解

算法，用于构造低秩近似矩阵。Mu Li(2010)将 Nyström 方法与随机 SVD 算法结

合，对交叉矩阵进行随机 SVD 分解，提高矩阵低秩逼近精度。 

本节首先在传统自适应抽样方法的基础上，提出不等概自适应抽样法。将不

等概抽样的思想与自适应抽样结合，充分保留原始数据信息的同时，使样本列和

样本行更具代表性；降低抽样误差的同时，提高抽样效率。其次，通过随机 SVD

分解对子矩阵 和 进行低秩逼近，简化时间和空间存储复杂度；再利用随机

SVD 分解低秩逼近后得到的矩阵 和 ，联合 、 和原矩阵近似逼近矩阵 ，

进一步低秩重构原始高维矩阵，此过程可降低由于二次抽样引起的信息损失，提

高整体 CUR 矩阵分解逼近重构的精度，且具有明确的误差界。 



兰州财经大学硕士学位论文                               基于抽样的高维矩阵低秩逼近及应用研究   

27 

 

3.1 方法介绍 

3.1.1CUR 矩阵分解 

CUR 矩阵分解是一种较有效的矩阵低秩逼近方法。给定一个矩阵 ，

对其进行 CUR 矩阵分解，即指从 中选取 列构成矩阵 ，选取

行构成矩阵 ， 满足 ， 为残差矩阵，

即 。在该算法中， 和 包含了 的原始列和原始行，保证了特

征选择和数据解释的准确性。从计算的角度出发，该方法的挑战性在于如何高效

构造矩阵 、 和 ，使得 的值最小。而由于 和 是抽样构成，

所以一般通过寻找最优的 矩阵，使 值达到最小，即  

                                    (3.1) 

通常， ，(Wang 等,2013;Boutsidis 等,2017)。 

其中， 分别表示矩阵 、 的伪逆矩阵， 、

、 分别表示矩阵 的左奇异向量、奇异值和右奇异向量， 、 和 分

别表示矩阵 的左奇异向量、奇异值和右奇异向量。 

在 CUR 矩阵分解中，计算伪逆矩阵的时间复杂度为 ，矩阵相

乘的时间复杂度为 ，小于 SVD 分解的复杂度 。 

3.1.2 自适应抽样 

对于一个任意矩阵 ，自适应抽样是一种较为有效的抽样方法，可

以通过多次迭代更新抽样降低只进行一轮抽样的误差。一般的自适应抽样为两轮

抽样，以抽取矩阵列为例进行具体说明：在进行第一轮抽样后，抽出 列，得到

原始矩阵的列子集构成的矩阵，记为矩阵 ，计算得到其伪逆矩阵 ，

进一步得到第一轮抽样后的残差矩阵 ，再根据 计算

第二轮抽样的第 列入样概率，并以此概率从矩阵 中抽出 列。该抽样方法可

以抽取到包含较多信息的样本列，抽样误差随着抽样次数增加呈指数下降。 
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3.1.3 CUR 矩阵分解中的自适应抽样 

将自适应抽样可以进行有效列抽样的优良性扩展到矩阵行抽样，应用于

CUR 矩阵分解，提升矩阵分解重构精度。基本思想是：给定一个矩阵 ，

通 过 任 意 抽 样 方 法 抽 出 列 构 造 矩 阵 ， 满 足

，抽出 行构造矩阵 ，此过

程为第一轮抽样；再计算残差矩阵 ，根据 计算第二

轮抽样中第 行的入样概率，进一步根据入样概率 ，从矩阵 中抽出 行，构造

矩阵 ，因此，就有矩阵 。 

基于该抽样的 CUR 矩阵分解低秩逼近的误差关于 F 范数的期望有

（Wang,2013）， 

 

其中， 为矩阵 的伪逆矩阵， 为矩阵 的伪逆矩阵， 为矩阵的 F

范数。 

3.2 基于不等概自适应抽样的 CUR 矩阵分解 

3.2.1 不等概抽样 

一般的自适应抽样结合均匀抽样等随机抽样方法抽取矩阵列或行，虽然能保

证样本具有随机性，但不能保证抽样的有效性和稳定性，不适用于 CUR 矩阵分

解算法。因此，本文结合不等概抽样的思想，充分考虑矩阵每列每行信息差异性，

将矩阵列向量、行向量与矩阵的范数之比作为第 列、第 行的入样概率，即 

                   ;                         (3.2) 

根据抽出信息最大化原则，通过以上入样概率 对矩阵 进行列抽样，通过

对矩阵 进行两轮行抽样，抽出入样概率值较大的某些列构造列子集矩阵，并

将两轮抽样抽出的行子集合并，构造行子集矩阵。 
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3.2.2 不等概自适应抽样 

针对 CUR 矩阵分解需要同时从原始数据矩阵中抽取 列和 行，构造能有效

代表原矩阵信息的子矩阵 和 的算法特征，且满足在保证抽取“好”的样本列时，

也能保证抽取 “好”的样本行，本文进行两轮抽样。首先假设抽取的列数 与第一

轮抽样中的行数 相同，第二轮抽样的行数为 ；引入一个迭加参数 ，

在秩 固定时，通过迭加参数的变化，使抽样的列数和行数变动，且能通过调整

的取值范围使总的样本列数和行数控制在总体范围内，即 ，

从而保证抽样的有效性和一致性，具体的 CUR 矩阵分解的抽样过程如算法 3.1

所示。 

算法 3.1 不等概自适应抽样 

输入：任意矩阵 ，目标秩 ，迭加参数 。 

输出：子矩阵 ； 。 

Step1：计算矩阵 每一列的入样概率，  ； 

Step2：计算矩阵 每一行的入样概率，  ； 

Step3：根据 从 中抽出入样概率较大的 列，构造矩阵 ， ； 

Step4：根据 从 中抽出入样概率较大的 行，构造矩阵 ， ； 

Step5：计算残差矩阵 ； 

Step6：计算残差矩阵 每一行的入样概率 ； 

Step7：根据 从 抽取入样概率较大的 行，构造矩阵 ， ； 

Step8：合并 ，得到矩阵 。 

算法 3.1 中，计算矩阵 的伪逆矩阵的计算复杂度为 ，矩阵相乘的计

算复杂度为 。 

3.2.3 抽样子矩阵的随机 SVD 分解 

为使矩阵分解算法具有更高的精确度，本文利用随机 SVD 分解方法对矩阵

和矩阵 进行低秩逼近，以矩阵 的随机 SVD 分解步骤为例进行具体说明，

具体见算法 3.2。 
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算法 3.2 矩阵 随机 SVD 分解 

输入： 

输出：  

step1： 

step2： 

step3： 

step4： 

step5： 

step6： 

step7： 

矩阵 ，秩 ,目标低秩 。 

特征向量矩阵  ，低秩逼近矩阵  

构造一个 的标准 Gaussian 随机矩阵 ； 

计算一个新的矩阵， ， ； 

对 进行 QR 分解得到一个正交矩阵 ，使 ； 

计算约化矩阵 , ； 

对 进行 SVD 分解得到 ； 

计算左奇异向量矩阵 ； 

求 的低秩近似矩阵   。 

其中， ， 。矩阵 的随机 SVD 分解类似算法 3.2，低秩逼近

矩阵记为 。算法 3.2 计算矩阵 的时间复杂度为 ，QR 分解的复杂度

为 ，计算矩阵 的复杂度为 ，SVD 分解的复杂度为 。所以，

该算法总的时间复杂度为 ，为 的二次型。 

3.2.4 矩阵 U 的近似逼近 

根据上述随机 SVD 分解后得到的矩阵 和 ，本节希望通过以下目标函

数近似逼近矩阵 ，提高 CUR 矩阵分解精度的同时不增加计算复杂度。 

 

通过迭代逼近，可以找到， 

                                (3.3) 

证明：  
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令 ， ， ,

, ， ，且矩阵的迹具有性质

① ,② . 

上式可以写为，  

 

  

 

即，  

则， 。 

3.2.5 基于不等概自适应抽样和随机 SVD 分解的 CUR 矩阵低秩重构 

经过对原矩阵抽样，得到可表示原矩阵信息的子矩阵 和 ，及通过相关运

算得到联合矩阵 后，就可根据 对高维矩阵进行低秩逼近重构，重构

后的矩阵表达式见式(3.4)。 

                       (3.4) 

为了简便运算，避免抽取到重复的样本列或行，本文的讨论主要基于不放回

抽样。具体的抽样分解重构过程如算法 3.3 所示。 

算法 3.3 基于自适应抽样的 CUR 矩阵分解重构 

输入： 

输出：  

step1： 

step2： 

step3： 

step4： 

矩阵 ，目标低秩 ，迭代参数 。 

低秩重构矩阵  ，重构误差 。 

根据算法 3.1 得到矩阵 、 ； 

根据算法 3.2 对矩阵 、 进行随机 SVD 分解得到 和 ； 

进行矩阵重构， ; 

计算矩阵重构相对误差 。  
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3.3 误差界分析 

为了研究本节提出的 CUR 矩阵分解低秩重构方法的误差界，首先引出引理

3.1 和引理 3.2。 

引理 3.1(Wang,2013)：令 表示任意给定的 矩阵，低秩参数 是小于 和 的

任意正实数， 为误差参数，令 和 表示由 的部分列

和部分行构成的矩阵， 和 都大于 ，则有以下不等式成立， 

                   (3.5) 

引理 3.2 (Li M,2010)：给定矩阵 ，利用随机 SVD 分解生成随机高斯

矩阵对 进行低秩处理， 的期望为 

                 (3.6) 

其中， 表示 的奇异值， 。 

定理 3.1：对于任意给定的矩阵 ，从中抽取部分列和行构造矩阵

和 ，构造 ；再利用随机 SVD 分解算法对两子

矩阵进行降秩处理得到矩阵 和 ，构造 ，

则 关于 F 范数存在以下不等式： 

                              (3.7) 

证明：矩阵 和矩阵 的 SVD 分解可以表示为 

, ， 

随机 SVD 分解表示为 

，  

则  

令 ，则，  
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令 ,则， 

， 

 

即， ，  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

而 

 

则， 

 

根据引理 3.1，可得 

 

                         

由 可得(Hoyle,2010) 
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所以，  

定理 3.1 得证。 

通过定理 3.1 可以看出，当 和 充分大时，对高维矩阵 进行 CUR 分解重

构后的低秩逼近误差接近于对 直接进行随机 SVD 分解的低秩逼近误差； 

定理 3.2：对于任意给定的矩阵 ，从中抽取部分列和行构造矩阵

和 ，利用随机 SVD 分解算法对两子矩阵进行降秩处理得到

矩阵 和 ，并以此计算矩阵 ，再根据

对矩阵 进行分解重构，重构后的矩阵关于 范数的低秩逼近误差存

在以下不等式： 

                  (3.8) 

证明：根据引理 3.2 和定理 3.1，可得， 

 

                     

                     

证毕。 
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定理 3.2 显示，当 的列数和 的行数充分大时，对高维矩阵 进行基于

不等概自适应抽样和随机SVD分解的CUR矩阵分解重构精度几乎和 的最佳低

秩逼近精度一样好。 

3.4 计算复杂度分析  

本节中， 和 表示原始矩阵的行数和列数，和 表示子矩阵的列数和行数，

和 表示矩阵 和 的列数， 表示所期望的低秩。在传统 CUR 矩阵分解算

法中，计算伪逆矩阵 和 的时间复杂度为 ，矩阵相乘的时间复

杂度为 。因此，即使使用均匀抽样从矩阵 中抽样构造矩阵 和

，不需要遍历原矩阵列和行时，计算 的时间复杂

度也至少为 ， 为均匀抽样时间复杂度。 

不等概抽样的时间复杂度为 ，矩阵相乘的复杂度为

， 则 基 于 不 等 概 抽 样 计 算 矩 阵 的 时 间 复 杂 度 为

。 

本节所应用的自适应抽样算法中，计算 的时间复杂度 ，矩阵相乘

时间复杂度为 ，计算 的时间复杂度为 。 

将三种抽样方法的时间复杂度进行对比，具体见表 3.1。 

表 3.1  三种抽样方法时间复杂度对比 

CUR 矩阵分解的抽样 计算复杂度 

均匀抽样  

不等概抽样  

本文提出的方法  

如表 3.1 所示，因为 ， ，所以 ，

，相比其他两种抽样方法，本节提出的不等概自适应抽样的

计算复杂度较低。 

经过抽样得到子矩阵后，需要对子矩阵进行随机 SVD 分解，矩阵 和矩阵

进行随机 SVD 分解的时间复杂度分别为 、 ，计算 、

、 的时间复杂度分别为 、 和 ，

表示计算伪逆矩阵 、 的时间复杂度，
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则计算矩阵 的时间复杂度为 ；因此，本文提出的

基于不等概自适应抽样和随机 SVD 分解的 矩阵分解逼近的时间复杂度

为 ， 而 基 于 不 等 概 自 适 应 抽 样 ， 利 用

进 行 CUR 矩 阵 分 解 的 复 杂 度 为

，两种矩阵低秩逼近方法的时间复杂度对比如表 3.2 所示。 

表 3.2 两种 CUR 矩阵分解方法复杂度对比 

矩阵分解重构方法 时间复杂度 

  

本文提出的方法  

如表 3.2 所示， ， ， ，但 与 没有

明显的大小关系，只能说明本文提出的方法的时间复杂度不会明显高于前一种方

法，随着参数的变换调整，两种方法的时间复杂度会出现相交点。 

3.5 数值检验 

3.5.1 模拟数据生成 

本节首先通过四组随机模拟数据对不等概自适应抽样方法的有效性进行验

证，数据大小都为 120000，分别记为 data1、data2、data3 和 data4，为了说明不

同分布的数据对方法精度的影响，令 data1、data2 服从伽马分布，data3、data4

服从正态分布。 

进一步为了说明服从同分布，但参数不同的数据对方法精度带来的影响，令

data1 服从形状参数 ，位置参数 的伽马分布；data2 服从形状参数 ，

位置参数 的伽马分布；data3 服从均值 ，标准差 的正态分布；data4

服从均值 ，标准差 的正态分布。再将四组随机数转化为矩阵形式，分

别表示为 、 、 、 ，此时矩阵

的秩都为 300。 
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3.5.2 抽样方法模拟 

1.方法模拟与精度比较 

本节通过矩阵重构误差对抽样方法的优良性进行模拟比较，为了比较结果的

精确性，这里先不采用本文提出的关于矩阵 的方法，而是令 ，重

构矩阵 ，分别比较基于不等概自适应抽样、均匀抽样

和不等概抽样的 CUR 矩阵分解重构误差，具体见表 3.3，误差越小，抽样方法精

度越高。 

表 3.3 随机模拟数据低秩逼近相对误差 

目标秩 k 数据集 
抽样方法 

不等概自适应抽样 不等概抽样 均匀抽样 

10 

data1 0.5506 0.5167 0.5085 

data2 0.0926 0.0927 0.0931 

data3 0.9436 0.9462 0.9503 

data4 0.9434 0.9519 0.9502 

20 

data1 0.4224 0.4326 0.4339 

data2 0.0784 0.0792 0.0792 

data3 0.8265 0.8341 0.8406 

data4 0.8253 0.8435 0.8407 

30 

data1 0.3510 0.3636 0.3645 

data2 0.0656 0.0665 0.0664 

data3 0.6954 0.7177 0.7139 

data4 0.6948 0.7128 0.7127 

50 

data1 0.2374 0.2486 0.2506 

data2 0.0448 0.0449 0.0457 

data3 0.4758 0.4912 0.4946 

data4 0.4756 0.5020 0.4943 

通过 20 次抽样的误差均值来看，对于 data1，当 时，不等概自适应抽

样的误差均值高于不等概抽样和均匀抽样；在其他秩时，不等概自适应抽样误差

均值都低于其他两种抽样。此外可以看出，随着秩的增加，抽样的误差均值都呈

下降趋势；当秩 时，不等概自适应抽样的误差均值仅为 23.74%。 

data2 相比 data1，两组数据虽服从同一分布，但形状参数不同；可以看出，

随着伽马分布形状参数的增加，三种抽样方法的误差均值都有较大的降低。随着
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秩的增加，抽样的误差均值呈降低趋势，但在所有秩下，三种抽样的误差均值较

接近，比如 时，不等概自适应抽样的误差均值为 4.48%，不等概抽样的误

差均值为 4.49%，均匀抽样的误差均值为 4.57%。 

对于 data3，在任何秩下，不等概自适应抽样的误差均值皆低于其他两种抽

样，且随着秩的增加，抽样误差均值呈降低趋势，降低幅度明显。 

data4 与 data3 是同均值异方差，可以看出，随着模拟数据方差的增加，抽样

的误差均值虽有所降低，但降低幅度不大，较接近于 data3 的误差均值。随着秩

的增加，抽样误差均值仍呈降低趋势，且不等概自适应抽样的误差均值总是低于

其他两种抽样。 

整体来说，不等概自适应抽样的误差均值总是低于不等概抽样误差均值与均

匀抽样误差均值，随着秩的增加，三种抽样方法的误差均值都呈下降趋势。此外，

通过表 3.3 可以看出，秩 时，基于不等概自适应抽样的低秩重构矩阵与原

数据矩阵的之间低秩逼近相对误差均值较低，表示此时的样本子矩阵具有较好代

表性。 

进一步，因为抽样的列数与行数不仅与秩 有关，还与迭代参数 相关。本节

中， 的初始值为 0.5，步长为 0.2，循环迭代 20 次，将 和 时的三种

抽样循环迭代的抽样误差通过图 3.1、图 3.2 可视化。可以看出，在整个抽样过

程中，不等概自适应抽样不仅误差总是低于其他两种抽样，且该抽样稳定性一直

较好；随着抽样列数 的增加，不等概自适应抽样误差平稳降低，而其他两

种抽样的误差都具有波动性。  

     

(a)data1                                     (b)data2 
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(c)data3                                    (d)data4 

图 3.1 时各数据集不同抽样方法误差比较 

    

(a)data1                                   (b)data2 

      

(c)data3                                  (d)data4 

图 3.2 时各数据集不同抽样方法误差比较 
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2.抽样方法模拟运行时间比较 

      

 (a)data1                                  (b)data2 

 

       

 (c)data3                                 (d)data4 

图 3.3 抽样方法运行时间比较 

由图 3.3 可得，对于 data1，不等概自适应抽样的平均运行时间最少，其次

是均匀抽样，再是不等概抽样； 时与 时，不等概自适应抽样的运行

时间与均匀抽样运行时间较为接近， 时，三种抽样的运行时间相差较

大。对于 data2， 时，不等概自适应抽样的运行最少， 时，该抽样方

法运行时间上升，高于均匀抽样，而不等概抽样的运行时间总是高于其他两种抽

样。对于 data3， 时，不等概自适应抽样运行时间少于均匀抽样，少于不等

概抽样； 时，均匀抽样运行时间与不等概抽样重合，高于不等概自适应抽

样。对于 data4，三种抽样的运行时间随着秩增加呈稳定上升趋势，不等概自适

应抽样运行时间最少，其次是均匀抽样，再是不等概抽样。 

总体来看，不等概自适应抽样的运行时间都是最少的，且随着秩的增加，抽

样的运行时间呈增加趋势，这是因为 增加，抽样的列数或行数也增加，导致抽

样的运行时间上升。 
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3.5.3 矩阵重构方法模拟 

通过上一节对抽样方法的模拟比较结果，可以看出，不等概自适应抽样的精

度，计算效率都优于不等概抽样和均匀抽样，因此，本节基于不等概自适应抽样

研究矩阵重构方法的优良性，首先将四组模拟数据在不同秩下的重构误差均值进

行展示，见表 3.4。 

表 3.4 基于不等概自适应抽样和随机 SVD 分解的 CUR 矩阵分解重构误差 

 data1 data2 data3 data4 

k=10 0.4779 0.0883 0.9199 0.9194 

k=20 0.3858 0.0719 0.7648 0.7638 

k=30 0.3014 0.0566 0.6032 0.6026 

k=50 0.1795 0.0341 0.3621 0.3622 

如表 3.4 所示，同一组模拟数据随着秩的增加，基于不等概自适应抽样和随

机 SVD 分解的 CUR 矩阵分解重构误差呈降低趋势，秩越大，误差越小。 

进一步，为精确比较矩阵重构方法改进前后的优良性差异，本节用矩阵

（Wang，等 2013；Boutsidis 等，2017）的重构精度和时间作为参

照，将该方法记为 method1；与本文新提出的基于不等概自适应抽样和随机 SVD

分解的矩阵重构方法（记为 method2）通过重构相对误差和运行时间进行对比。

两种方法中， ，迭代参数选择 ，步长为 0.4，

将循环 11 次的相对误差和运行时间可视化，如图 3.4、图 3.5 所示。 
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(c)data3                                     (d)data4 

图 3.4 不同数据集 CUR 矩阵分解精度比较 

由图 3.4 可以看出，对于 data1，本节提出基于不等概自适应抽样和随机 SVD

分解的 CUR 矩阵分解方法的相对误差总是较低，随着 的增加，即样本行，样本

列的增加，相对误差呈下降趋势。 时，method1 的重构误差随着 增加缓慢

降低，而 method2 的重构误差明显降低，降低幅度远远大于 method1。 

对于 data2， 时的 CUR 矩阵分解重构精确度折线图分布形状类似 data1

的图(a)，且 method2 的相对误差低于 method1，随着 增加，两方法的相对误差

也越来越小。但 data2 与 data1 是同分布，形状参数不一样的两组模拟数据，形

状参数增加，矩阵 CUR 分解重构误差明显降低，所以图 3.4 中(b)图的纵坐标值

低于图(a)中的纵坐标值。 

对于 data3，就矩阵重构相对误差来看， 时，method1 的相对误差变化

较为平缓，折线图分布形状几乎呈“直线”式不变，而 method2 的相对误差呈“直

线”式下降，降幅明显。 

对于 data4，类似 data3，两数据的 CUR 矩阵分解重构精度折线图形状相近，

且正态分布方差的增大对数据矩阵重构精度没有较大的影响，所以图(d)与图(c)

较为相近；对于秩 ，method2 的相对误差随着 增加呈降低趋势，远远低于

method1 的相对误差。 
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(a)data1                                      (b)data2 

    

(c)data3                                     (d)data4 

图 3.5 不同数据集 CUR 矩阵分解效率比较 

就运行时间来看，由图 3.5 可得，对于 data1, 时，当 时，两

种方法的运行时间出现相交点，在相交点之前，method2 的运行时间较高，交叉

点之后，method1 的运行时间高于 method2。对于 data2， 时，method2 的运

行时间等于 method1，其他点时，随着 增加，method2 的运行时间总是低于

method1。对于 data3， 时，method2 的运行时间高于 method1，其他

点处，method2 运行时间低于 method1。对于 data4，类似于 data3，两方法运行

时间具有相交点，相交点之前，method2 运行时间较高，相交点后， method2

运行时间降低，一直低于 method1 运行时间。  

整体来看，本节提出的基于不等概自适应抽样和随机 SVD 分解的 CUR 矩阵

分解方法的精度优于 method1，而对于计算效率，在不同迭代参数 a时，两种方

法的表现具有差异性。因此，本节提出的矩阵分解重构方法的运行效率并不低于

method1 运行效率。 
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3.6 小结 

CUR 矩阵分解是基于抽样对任意矩阵进行低秩分解逼近的一种有效手段，

既能充分保留原始数据信息，也能降低高维矩阵维度。基于不等概自适应抽样和

随机 SVD 分解，本节提出一种改进后的 CUR 矩阵分解重构方法，并通过模拟数

据首先对本文提出的不等概自适应抽样就抽样误差和抽样运行效率与均匀抽样、

不等概抽样进行了比较，研究结果得出，本节提出自适应抽样精度较高，运行效

率也高于其他两种抽样方法；随着低秩 增加，抽样误差呈降低趋势。再通过模

拟数据对基于自适应抽样和随机 SVD 分解的 CUR 矩阵分解重构方法和之前的

CUR 矩阵分解方法的精度和运行效率作了对比，研究结果发现，本节提出的方

法的精度更高，运行效率也不低于之前的方法。 
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4 基于不等概抽样 Nyström 方法特征提取的上市公司谱聚类 

上市公司是我国经济发展和体制改革的必然产物，已成为推动国民经济发展

的重要力量，是现代经济发展微观主体融资的主要渠道(杜坤伦,2009)。能否准确

把握上市公司的业绩表现，是投资者进行合理投资决策的关键。此外，在上市公

司的定量分析中，聚类方法应用较为广泛。周焯华(2002)将聚类分析方法与证券

投资进行了结合，基于行业因素、公司因素、收益性、成长性等基本方面对股票

进行考察，并使用聚类分析方法来确定投资价值和投资范围。朱杰、缪瑞(2005)

基于多元统计分析视角对北京上市公司的经营情况进行了分类研究，并使用了两

种聚类方法进行了比较分析。韩海波和张仲杰(2006)就上市公司的分类方法进行

了讨论，他们利用聚类方法对多只股票的众多财务数据进行处理，希望能够更全

面客观的选出各板块的优质股。李德荣等(2011)利用聚类分析和因子分析对钢铁

行业的上市公司进行了综合分析。刘宏杰(2014)基于 MATLAB 软件对中国创业

板市场的上市公司利用类平均法进行了聚类分析，并基于财务指标将公司分为三

类。楼润平、孙鹏(2017)利用聚类方法对在境外上市的中国互联网公司进行了归

类，并对其发展过程进行了深入的探讨。杨莹、张学津等(2019)对上司公司金融

板块进行了聚类研究，并基于推荐投资是视角下将其归为六类。芦苗、王冠华

(2021)对农业上市公司进行了聚类分析，进而对农业上市公司的财务风险预警进

行了深入的探讨。 

综上分析，这些研究均基于上市公司某几项主要财务指标，利用主成分分析

和因子分析得分，或直接利用多元数据进行聚类分析。从方法上来看，主成分分

析和因子分析具有降低维度,简化问题复杂度的功效。但该方法将本应合理分类

的财务指标经过主成分分析和因子分析后降低了结果的可解释性；从数据信息上

来看，上市公司财务指标包含维度很高，常见指标有 200 多个。仅从几个维度的

财务指标进行分析，显然会损失大量信息。 

因而本节在简化数据复杂度的同时，试图最大限度保留原始数据的有效性，

提出了基于不等概抽样 Nyström 方法的特征提取方法。即通过提取影响上市公司

业绩的主要特征指标，在降低数据维度和数据计算复杂度的同时最大可能保留原

始数据信息，并在选取特征变量的基础上对上市公司进行谱聚类分析，旨在探索
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分析上市公司特征，为投资者投资提供定量分析依据和投资警示。 

4.1 谱聚类基本思想 

给定一个由 个数据点组成的数据集，通过数据点之间的相似度可以构造一

个 n n 的相似矩阵，再根据相似矩阵的特征向量进行聚类。 

简而言之，谱聚类算法包括了三个步骤(Fiedler, 1973)： 

第一步：图形构造。在 个待聚类点之间建立稀疏相似图； 

第二步：计算谱嵌入。计算相似图的代表矩阵(如 Laplacian 矩阵)的前 个特

征向量集 ，由 进一步计算谱嵌入 ，其

中，第 个点的谱嵌入为 ， 为正则化函数； 

第三步：聚类。对这些谱特征 进行 k-means 聚类得到 个

类中心 ，进一步将 个待聚类点根据其与各类中心远近程度聚

类，得到 类。 

4.2 基于不等概 Nyström 抽样方法的特征提取 

特征提取即指对原始数据矩阵进行预处理，常见的方法包括主成分分析

(PCA)、奇异值分解(SVD)、正交三角分解(QR)等。当矩阵规模较大时，直接对

数据矩阵进行分解会导致内存溢出，增大算法的计算复杂度。因此，利用 Nyström

算法首先对大规模、稀疏矩阵进行低秩近似，降低维度，再做特征提取，可在提

高算法的精确度同时降低计算复杂度。 

4.2.1 相似矩阵的构建 

设数据矩阵 ， 为样本单元数， 为财务指标维度，则 为

第 指 标 变 量 在 个 样 本 单 元 上 的 取 值 ， 对 数 据 标 准 化 后 ， 通 过

，构建变量间的相似矩阵，也称为核矩阵， 

                ，                          (4.1) 
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其中，矩阵 为对称半正定矩阵。 

4.2.2 特征提取 

利用 Nyström 方法可以降低矩阵维度的优点，结合矩阵分解算法，如 SVD

分解、QR 分解、随机 SVD 分解等，构造 Nyström 特征提取算法，对指标变量

进行特征提取。由(4.1)式相关矩阵构建与列抽样概率 可知，第 列表

示第 个变量与所有变量 ， 的相关系数为列向量 ，范数

越大，表示第 个变量与所有变量的相关性较高，被抽中入样的概率也较大。 

利用 Nyström 方法得到低秩近似矩阵，减小矩阵规模，保留原数据矩阵的特

性，降低后续矩阵分解的计算复杂度。而基于不等概抽样的 Nyström 方法，既可

以保证所有变量被选中的随机性，又能体现变量间相关程度大小。因此，被抽中

列对应第 个变量特征可视为被选中特征。具体的变量特征选择如算法 4.1 所示。 

算法 4.1 变量特征提取 

输入： 

输出：  

step1： 

step2： 

 

 

step3： 

 

step4： 

 

step5: 

原数据矩阵 ，期望的低秩 。 

选择出的变量特征矩阵。 

数据预处理。对原数据矩阵 进行中心标准化处理，处理后的矩阵记为 ； 

构造变量相似度矩阵 。每个元素 可以通过高斯径向基核函数表示，即

； 

确定抽样比例。利用不等概 Nyström 算法得到低秩逼近误差处于可控正常水平

时的抽样比例；; 

变量特征提取。利用不等概 Nyström 抽样算法从变量与变量的相似矩阵 中提

取特征变量； 

矩阵恢复。根据特征提取出的变量，从原数据矩阵 提取相应变量指标，构造

特征提取矩阵 。 

4.3 上市公司谱聚类分析 

4.3.1 数据来源与处理 

本节的研究数据来源于锐思数据库，包括每股指标、盈利能力指标、偿还能

力指标等 10 类股票财务比率指标，包含每股收益、每股净资产、每股营业收入

等 232 个具体指标。通过公司年报，上市公司公开信息等资料，对数据中的异常

值和缺失值进行了相关删除或插补。最终以 73 家上市公司，193 个股票财务指

标作为研究对象。 
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4.3.2 抽样比确定与特征提取 

通过不等概抽样 Nyström 方法对相似度矩阵 进行低秩逼近，并对不同抽样

比例下的相对误差进行对比。 

表 4.1 上市公司数据低秩逼近结果对比 

样本比 n/N 
不等概抽样 Nyström 

相对误差 绝对误差（d） 

5% 0.3876 24.12 

10% 0.2881 14.11 

20% 0.2007 11.51 

30% 0.1525 6.61 

40% 0.1181 6.26 

50% 0.1016 6.56 

由表 4.1 可知，在不同的抽样比下，上市公司的股票收益数据应用本文的算

法进行矩阵低秩逼近后的误差明显不同。随着抽样比例的增加，采样近似的相对

误差和绝对误差都呈下降趋势，且当变量选择列抽样比为 20%时，误差大幅下降，

重构矩阵与原数据矩阵的相对误差仅为 20.07%。 

因此，本节选择列抽样比为 20%时进行特征提取，极大地降低原始数据变量

的维度，又能最大程度保留原始数据信息，且在降低计算复杂度的同时，使算法

的优良性得到充分的展示。根据算法 4.1，特征提取后的指标如表 4.2 所示。     

表 4.2 特征选取的指标 

变量 指标 变量 指标 

 每股收益  可持续增长率 

 每股净资产  应收账款周转天数 

 每股息税前利润  营运资金周转天数 

 净资产收益率  固定资产周转率 

 资产净利率  销售商品劳务收入现金/营业收入 

 净利润/营业总收入  每股现金及现金等价物余额 

 息税折旧前利润/营业总收入  股利保障倍数 

 成本费用利润率  流动资产/总资产 

 速动比率  非流动资产/总资产 

 股东权益/负债合计  股东权益/全部投入资本 

 股东权益/带息债务  流动负债权益比率 

 营业利润增长率  剔除预收账款后的资产负债率 

 营业利润 3年复合增长率  股东权益比率 

 利润总额 3年复合增长率  资本固定化比率 

 
每股经营活动产生的现金流量净额

3年复合增长率 
 净利润/营业总收入 
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4.3.3 基于选取特征的谱聚类 

在上述特征提取后，数据包含为 73 个上市公司，30 个股票财务收益指标，

均匀包含了原数据 10 大类指标，即经过特征选取后的指标有较好的代表性。本

节将基于这 30 个指标对 73 上市公司进行谱聚类分析。谱聚类根据数据点的相似

度矩阵进行分析，对于大规模数据具有优良的聚类效果，其过程中使用了降维，

使计算复杂度也小于其他聚类算法。 

1.邻接矩阵构建  

一般构建邻接矩阵的方法有三种， -临近法、K 近邻法和全连接法(贾洪

杰,2017)。其中，K 近邻法会使重构后的邻接矩阵非对称。全连接法通过选择不

同的核函数定义边的权重，常见的有多项式核函数、高斯径向基核函数、Sigmod

核函数。 

本节采用高斯径向基核函数，此时，相似矩阵 和邻接矩阵 相同。 

 
2.度矩阵构建 

根据谱聚类基本思想，利用特征提取后数据构造的一个无向加权图为

， 表示数据点的集合， 表示连接两个顶点边集合，

边的权重表示数据点之间的相似度。  

有边连接的两个点之间的权重 ，否则， 。度 表示和它相连所

有边的权重之和，即 。度矩阵 为对角阵。 

 

3.拉普拉斯矩阵构建 

拉普拉斯矩阵通过前面定义的度矩阵和邻接矩阵构造， 。矩阵
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为对称阵，通过 对其进行标准化。 

4.上市公司的谱聚类 

通过不等概抽样 Nyström 算法进行特征提取后，将提取后的指标对应原始数

据，获得新的聚类数据集 ，再对 进行谱聚类，具体的聚类算法流程如算法 4.2

所示。 

算法 4.2  谱聚类算法 

输入： 经过特征选取后的数据点集 ，聚类数目 。 

输出： 聚类产生的 个类。 

Step1：构造相似矩阵：根据 中数据点的相似性，构造相似度矩阵 ，每个元素 可以通

过高斯径向基核函数表示，即 。 

Step2：构造度矩阵：根据数据点之间的权重构造度矩阵 。 

Step3：计算拉普拉斯矩阵：根据度矩阵 和相似矩阵 计算得到拉普拉斯矩阵 。 

Step4：对矩阵 进行标准化，得到标准化后的矩阵 。 

Step5：计算矩阵 的前 个特征值 ，及对应的特征向量 。 

Step6：将各自对应的特征向量组成矩阵，并按行标准化，最终形成 的特征矩阵 。 

Step7：将 中的每一行看作一个 维样本，利用 k-means 聚类进行聚类。 

4.3.4 聚类个数的确定与效果评价 

1.聚类个数的确定 

根据上文特征选择的结果，利用上述谱聚类算法进行聚类分析。首先，根据

上市公司的数据特征、常见的分类方法以及可解释性，将 73 家上市公司的谱聚

类个数选为 。其次，利用采用交叉验证法确定高斯核函数的宽度参数 ，搜

索范围为 ，搜索步长为 1。最终确定为 作为核函数的宽度参数。 

2.聚类效果评价准则 

设总样品数为 ，聚类时把所有样品合并为 个类 ，类 的样

品数和重心分别为 和 ， ，则 ，所有样品的总重心
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，令 

                                    (4.2) 

为所有样品的总离差平方和。 

                                      (4.3) 

为类 中样品的类内离差平方和。 

 

为 个类的类内离差平方和之和。则 

 

再令 

                                (4.4) 

其中， 值越小(即 越大)，表明类内离差平方和在总离差平方和中所占的

比例越小，也就是说各类分得越开。因此， 统计量可用于评价合并成 个类时

的聚类效果， 值越大，聚类效果越好(王学民,2017)。 

按照谱聚类的聚类过程，根据特征选择后的 30 个股票收益指标，对 73 个上

市公司进行聚类分析，数据较多，选择对数据应用范围较广的谱聚类分析方法。

为了使数据更平稳、均匀地分布，首先对数据做了标准化处理，再按照谱聚类算

法聚类，最终将样本聚为 4 类。 

对谱聚类的 4 类聚类结果进行评价，可得 。而对相同指标及数据利

用 k-means 聚类方法聚类结果的 。显然，谱聚类的聚类效果优于 k-means

聚类效果。 
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4.3.5 聚类结果分析 

按照谱聚类的聚类过程，根据特征选择后的 30 个股票收益指标，对 73 家上

市公司进行谱聚类，最终将样本聚为 4 类，具体结果如表 4.3 所示。 

表 4.3 上市公司聚类结果 

类别 类大小 公司名称 

Cluster1 20 

深圳能源、招商局积余产业运营、天马微电子、华锦化学工业、中金岭南

有色金属、南玻集团、招商局港口集团、富奥汽车零部件、赛格股份、冰

山冷热科技、江铃汽车、安道麦、长安汽车、鲁泰纺织、本钢板材、新华

制药、鞍钢股份、中远海运能源运输、石油化工、复星医药 

Cluster2 23 

宝安集团、长城开发、华联控股、中洲投资、京基智农时代、德赛电池科

技、华强实业、北方国际合作、长城科技、华侨城、天健(集团)、许继电

气、物业发展、国药集团、大名城企业、普天通信、灿坤实业、万科企业、

国际海运集装箱、中兴通讯、中联重科、丽珠医药、海信家电 

Cluster3 17 

盐田港、广聚能源、海洋直升机、华数传媒、新疆国际实业、深粮控股、

精密科技、深圳房地产、深圳纺织、佛山电器、威孚高科技、张裕葡萄酿

酒、黄山旅游、海南航空、杭州汽轮、中鲁远洋渔业、皖通高速 

Cluster4 13 

农产品集团、TCL 科技集团、东方盛虹、电力发展、东方科技、锦州港、

建设汽车系统、山东航空、瓦房店轴承、华能国际电力、南方航空、东方

航空、兖州煤业 

第一类包括 20 家公司，这类的公司的每股净资产、净资产收益率、资产净

利率、净利润/营业总收入、息税折旧前利润/营业总收入、营业利润增长率、等

10 项指标均值为正值，但涉及到如每股收益、每股息税前利润、成本费用利润

率等 20 个指标均值为负值，且绝对值较大。该类公司可能会重组，或者会退市，

属于高风险投资类公司，投资者需要谨慎考虑。 

第二类包括 23 家公司，这类公司包括每股收益、每股净资产、每股息税前

利润、净资产收益率等总资产周转率等 22 项指标值为正值，速动比率、股东权

益/负债合计等 8 项指标均值为负值，且绝对值较小，属于低风险投资类公司，

是投资者关注的主要对象，该类公司股票可长期持有。 

第三类包括 17 家公司，该类公司有 9 项指标值均为正值，包括，成本费用

利润率、速动比率、股东权益/负债合计、股东权益/带息债务等指标，其余指标

均值皆为负值。该类公司总资产增长率的绝对值大，公司股价持续性强，总体呈
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下降趋势，不建议投资者长期持有。 

第四类包括 13 家公司，该类公司包括 4 项指标均值均为正，26 项指标值均

为负值，其中包括每股收益、每股净资产、每股息税前利润、营业利润 3 年复合

增长率等正向指标的指标值基本皆为负值。考虑到此类公司指标值为负的指标较

多，并且盈利能力和投资报酬能力较低，投资者应该规避此类公司。 

4.4 小结 

本节结合使用特征提取与聚类分析两种实证分析研究方法，对上市公司的股

票收益绩效指标数据进行了聚类分析。首先是利用不等概 Nyström 方法对评价指

标较多的数据集进行了特征提取。相比主成分分析、因子分析等降维分析方法，

不等概 Nyström 方法可以在充分保留原数据信息的同时，保证选取特征的代表性。

而面对大规模数据集，本节提出的不等概 Nyström 方法更具有实用性。其次，利

用谱聚类对特征提取后的数据进行聚类分析。谱聚类相比 kmeans 聚类，对数据

的不同分布具有更强的适应性，计算复杂度更低，聚类效果更优，更能体现上市

公司的真实绩效情况，有利于投资者做出更为准确的投资选择。 

本节通过不等概 Nyström 方法对 193 个股票收益绩效指标数据，按照 20%

的抽样比例进行特征提取，提取出 30 个指标，均匀包含了原数据的 10 大分类指

标数据，表示特征提取的结果具有较好的代表性。利用谱聚类对特征提取的指标

数据进行聚类分析，最终将本文选取的 73 家上市公司分为 4 类，并通过聚类效

果评价表明此次聚类具有良好的效果。  
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5 基于不等概自适应抽样与随机 SVD 分解的 CUR 矩阵重构的

偏好特征提取 

随着网络的快速发展，信息资源高速膨胀，更多的用户喜欢在网上购物、读

书、看电影。对于像美团、淘宝、大众点评等依靠网络获取利润的企业，通过用

户行为特征分析用户偏好，根据用户偏好可以进行相关产品推荐，减少用户搜索

时间，以最低时间成本获取利润。但随着网络用户和产品的迅速增加，偏好特征

数据越来越多，从海量数据中分析用户的偏好特征需要更多时间和存储空间。因

此，对于该类网络企业，选择能够快速、准确分析用户行为偏好特征和产品偏好

特征的方法显得尤为重要。 

本节通过第 3 节提出的基于不等概抽样与随机 SVD 分解的行列联合抽样，

CUR 矩阵分解方法，分解用户-产品评分矩阵。该方法基于原始数据抽样，因此

数据可解释性较高，意义明确。相比传统特征提取方法，本章的方法将高维数据

特征提取问题转为低维矩阵分解，计算更加简单。通过电影评分数据集进行实证

检验，在相同实验条件下，就准确率与压缩率对方法性能进行评价，并进一步和

SVD 矩阵分解方法进行比较。 

5.1 偏好特征提取算法 

算法 5.1 基于 CUR 偏好特征提取算法 

输入： 

输出：  

 

step1： 

step2： 

 

step3： 

step4： 

 

step5： 

 

step6： 

 

step6： 

 

初始数据集，目标低秩 ，迭代参数 。 

用户社区特征 ，产品聚类特征 ，最有影响力的产品数量 ，最有影响力

的用户数量  

对数据集进行预处理成用户—产品评分数据集； 

根据算法 3.1 得到矩阵 、 ， 为用户对产品聚类的偏好特征， 为用户社区

对产品的偏好特征； 

根据算法 3.2 对矩阵 、 进行随机 SVD 分解得到 和 ； 

根据式 3.4 构造矩阵 ， 为用户社区对产品

聚类的偏好特征。 

利用 step2 得到的 和 ，step3 得到的 ，构造 和 , 为用户社区的

特征， 为产品聚类的特征； 

求矩阵 的列数 ， 的行数 ， 为最有影响力的产品数量， 为最有影响力

的用户数量； 

返回 、 、 、 、 、 、 。 
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算法 5.1 中，根据算法 3.1 计算构造矩阵 所需的列数和矩阵 所需的行数

时，需要计算原始矩阵每列每行被选择的概率，这个概率代表矩阵每列每行的潜

在特征显著水平。当某个产品被用户打分较高时，这该产品所在列的范数越高，

被选择的概率也较高。此外，当矩阵的某列代表的产品获得的评分较高时，说明

该列所包含的特征也较高，因此每一列的被选择概率可以作为该列的特征值。矩

阵每行的被选择概率也可以作为该行的特征值，概率越大，特征水平越高。 

在选择矩阵列和行时，按照入样概率最大化原则，将入样概率较大的列和行

从大到小提取，此目的就是提取特征水平较高的列和行。 

矩阵 和 相当于权重矩阵， 表示用户特征偏好所占权重， 表示

产品偏好特征所占权重，因为矩阵 和 分别包含产品特征和用户特征，所以

CUR 分解可同时提取产品和用户特征，这是其他矩阵低秩逼近方法所不具有的

优势。 

5.2 准确率与压缩率 

5.2.1 准确率 

将原始评分数据表示为矩阵 ，使用 CUR 分解压缩高维评分矩阵，

从 中抽取列和行构造矩阵 和 ，通过学习获得矩阵 ，使得 CUR 尽可能逼近

矩阵 ，即 CUR 表示一个更紧凑的评分数据矩阵。为了评价 CUR 矩阵分解的

优良性，误差率 

  

准确率为 。 

5.2.2 压缩率 

压缩率是原始矩阵中数据元素数与低秩近似矩阵元素总数的比率，在 CUR

矩阵分解中，通过 CUR 近似逼近矩阵 ，压缩率可以表示为： 

  

因为 和 中有 个元素是共有的，进一步可以对压缩率进行优化，减少冗余，

提高压缩率，可以表示为： 
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 . 

5.3 实验及结果分析 

5.3.1 数据来源 

本节利用真实数据集，Movielen 数据集对基于不等概抽样与随机 SVD 分解

的 CUR 矩阵分解偏好特征提取算法进行实证分析。Movielen 数据集是由美国

Minnesota 大学 GroupLens 项目组提供，包含 6040 名用户对 3952 部电影的评分

数据。 

5.3.2 数据处理 

Movielen 数据集中包含 6040 名用户和 3952 部电影，电影数目较多，且每

位用户不可能看完全部电影，只能对一部分看过的电影打分，因此该电影评分数

据集为稀疏矩阵。为了方便说明算法有效性，本文选取 200 名用户，对 50 部电

影的评分数据评估基于不等概抽样与随机SVD分解的CUR矩阵分解偏好特征提

取算法性能，并与已知特征偏好提取方法性能进行比较。 

为了使 CUR 矩阵分解更加准确，提取有意义的偏好特征，首先需要对稀疏

矩阵进行填充，考虑矩阵的空值产生的主要原因包括：①用户没有观看该部电影；

②用户看了电影但没有打分。因此，本文对稀疏矩阵进行“0”值填充。 

5.3.3 实验讨论 

首先对大小为 的原始电影评分数据集中的电影特征、用户信息进行

统计，如图 5.1 和图 5.2 所示。原数据中共包含戏剧、音乐、动作等 8种类型的

电影，即 8种特征，动画类和喜剧类电影数目较多；而电影评分的用户有 3个年

龄阶段特征，评分人数较多的是 10-25 岁。 
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图 5.1 电影主要特征                      图 5.2 用户主要特征 

计算矩阵每一列和每一行的 范数，将其与矩阵 F范数之比分别作为每一部

电影和每一个用户被选择的概率，如图 5.3 和图 5.4 所示。 

 

图 5.3 每部电影被选择的概率 
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图 5.4 每位用户被选择的概率 

从图 5.3 中可以看出，一些列的被选择概率较高，表示这些列代表的电影特

征较明显，更容易被抽样算法选择。相反，一些列的被选择概率特别低，说明这

些列的电影特征非常弱，可以忽略，也不会被抽样算法选择，从而提高 CUR 矩

阵分解偏好特征提取算法提取电影特征的精确度。同样地，图 5.4 反映了用户特

征，特征明显的一些用户更容易被选择。 

将图 5.3 中特征明显、被选择概率较高的 16 部电影抽选出来，即从原矩阵

中抽取 16 列构成矩阵 ，该矩阵几乎包含了原矩阵所有表示电影列的主要特征。

将矩阵 表示的电影特征通过图 5.5 展示。可以看出，原数据中的电影特征为 8

类，矩阵 中包含的电影特征为 6，提取的电影偏好特征较准确。且比较受欢迎

的电影特征为戏剧、动作，其次为动画和戏剧，再是冒险和恐怖。 

  

图 5.5 抽取的电影特征                         图 5.6 抽取的用户特征 
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将图 5.4 中用户特征明显、被选择概率较高的 20 名用户抽取，构造矩阵用

户偏好特征矩阵 ，将抽取出的用户特征表示为图 5.6。可以看出，特征提取后

的用户特征仍然为 3，喜欢看电影的用户主要集中在 10-25 岁，25-40 岁两个年

龄段，用户偏好特征提取效果较好。 

5.3.4 结果分析 

得到用户对产品聚类的偏好特征 ，用户社区对产品的偏好特征 后，需要

构造用户社区对产品聚类的偏好特征 ，进一步得到为用户社区的特征 ，产

品聚类的特征 。通过CUR可以得到用户电影评分矩阵的近似低维表示矩阵，

当最有影响力的产品数量为 16，最有影响力的用户数量为 20 时，CUR 矩阵分解

低秩重构的准确率为 48%，压缩率为 2.36. 

5.3.5 结果对比 

本节使抽取的电影特征数和用户特征数发生动态变化，即增加抽取的列数和

行数，比较此时基于不等概自适应抽样和随机 SVD 分解下 CUR 矩阵分解特征偏

好提取的准确率和压缩率，并将本文的方法与一般的 SVD 分解特征偏好提取方

法就准确率进行比较。 

     

图 5.7 选取的不同列数对准确率和压缩率的影响           图 5.8 不同方法准确率对比 

在图 5.7 中，利用基于不等概自适应抽样和随机 SVD 分解的 CUR 矩阵分解

进行偏好特征提取，总共进行两轮抽样，抽取的行数 ，可以看出，随着

抽取的列数和行数，即电影数和用户数的增加，该方法的准确率呈上升趋势，压

缩率呈下降趋势。由图 5.8 可以看出，利用 CUR 矩阵分解进行特征偏好提取的
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精确度远远高于 SVD 分解下特征偏好提取的精确度。 

5.4 小结 

本节利用基于不等概自适应抽样和随机SVD分解的CUR矩阵分解进行偏好

特征提取，通过真实数据集，Movielen 数据集进行实证检验。研究结论得出，

利用 CUR 矩阵进行偏好特征提取算法性能较好，提取的用户或产品的特征能较

好地反映原始数据特征；且随着抽样提取的列数和行数的增加，偏好特征提取的

准确率呈上升趋势，压缩率呈下降趋势；近一步，将基于 CUR 矩阵分解的偏好

特征提取方法随基于 SVD 分解的偏好特征提取方法相比，得到本节提出的方法

的准确度远远高于后者。 
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6 总结与展望 

6.1 总结 

 由于目前海量数据大多以高维矩阵形式存在，本文针对高维矩阵降维，从

抽样的角度出发，研究高维矩阵低秩逼近方法以及误差测度。从方法精度和计算

复杂度着手，希望提高方法精度的同时可以降低计算复杂度。主要工作包括两部

分： 

一是从理论分析角度出发，首先基于不等概抽样，构造了不等概 Nyström 方

法，使其在抽样构造样本子空间时可以充分考虑到矩阵每列信息的不同，得到的

样本更具代表性、随机性，且能充分保留原数据的有效信息；进一步利用 Nyström

方法进行矩阵重构时，结合随机 SVD 分解方法，加速对交叉矩阵奇异向量的求

解，提高矩阵重构精度。数据模拟显示，基于不等概抽样和随机 SVD 分解的

Nyström 方法不仅保证了抽出样本的有效性，而且在提高矩阵低秩逼近精度的同

时有效降低了计算复杂度。 

其次，针对 Nyström 方法只适用于 SPSD 矩阵低秩重构的不足，进一步推广

到一般矩阵的低秩逼近，基于不等概自适应抽样和随机 SVD 分解，提出一种改

进后的 CUR 矩阵分解重构方法，并给出了新的误差界。对不等概自适应抽样就

抽样误差和抽样运行效率与均匀抽样、不等概抽样通过模拟数据进行了比较，研

究发现，不等概自适应抽样精度更高，运行效率也更高。基于行列抽样构成的样

本矩阵，利用随机 SVD 分解进行了二次低秩逼近，并近似得到最优联合矩阵，

进一步得到原矩阵的 CUR 分解重构矩阵。再通过模拟数据对基于自适应抽样和

随机 SVD 分解的 CUR 矩阵分解重构方法和之前已有的 CUR 矩阵分解方法的精

度和运行效率作了对比，研究结果发现，本文提出的方法的精度更高，运行效率

也不低于之前的方法。 

二是从实际应用的角度出发，首先将基于不等概抽样的 Nyström 低秩逼近方

法运用于谱聚类。利用不等概 Nyström 方法对评价指标较多的数据集进行了特征

提取。充分保留原数据信息的同时，保证选取特征的代表性；再利用谱聚类对特

征提取后的数据进行了聚类分析，相比一般的 k-means 聚类，本文的方法整体提
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高了聚类精度。 

其次，将基于不等概自适应抽样和随机 SVD 分解的 CUR 矩阵分解应用于偏

好特征提取，相比基于 SVD 分解的体征提取方法，本文提出的方法只对某些列

和某些行进行运算，可以较大地降低计算复杂度。而且通过实证发现，利用本文

提出的 CUR 矩阵分解进行偏好特征提取，准确度也优于基于 SVD 分解的偏好特

征提取。 

6.2 展望 

关于高维矩阵低秩逼近，本文从抽样的角度出发，对 Nyström 低秩逼近方法

和 CUR 矩阵分解方法做了一些改进工作，但关于高维矩阵低秩逼近的许多算法

仍处于理论分析阶段，应用于实际问题中，仍存在较多困难。主要表现在以下几

方面。 

（1）Nyström 低秩逼近主要针对对称半正定矩阵，对数据要求较高。本文

在应用中首先对原始数据矩阵进行了相似矩阵求解，基于相似矩阵进行低秩逼近，

满足该方法对数据的特定性要求。在下一步研究中，需要探索更好地满足该类低

秩逼近方法要求的数据处理技术。 

（2）高维矩阵低秩逼近中，关于低秩的确定对方法精度具有重要影响。本

文第 2 节中通过抽样比例确定目标秩，第 3 节中，主观确定目标秩，在下一步研

究中，需要探索确定低秩的具体算法。 

（3）关于误差测度，本文基于矩阵 F 范数进行测度，该方法易受异常值影

响。因此，需要进一步研究关于高维矩阵低秩逼近误差测度方法。 
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