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摘要

期权作为当代金融衍生品市场的新兴产品,越来越成为金融界不可或缺的组

成部分.而期权定价问题也一直是学者和投资者热议的话题之一,1973 年

B-S(Black-Scholes)公式的出现为期权、期货等金融衍生品定价提供了强有力的理

论支持,引起了学术界的广泛关注.但是经典 B-S 模型的收益率与实际收益率呈

现出的非正态性、非线性、非独立性等经验性特征不一致,因此学者们主要从两

方面着手对其进行改进.一方面为了描述金融产品的长相依特性提出了分形布朗

运动模型.另一方面为了描述标的资产的“尖峰厚尾”、不连续性、“波动率微

笑”等特征提出了跳跃扩散模型、随机利率与随机波动率模型.虽然这些模型能

较好的拟合真实金融数据,但是与真实价格相比还是存在一定的差异.

为了更好地描述期权价格变化,本文在Heston模型的基础上对其进行改进提

出了带跳的 Heston-CIR 混合模型和混合分形 Heston-CIR 模型.研究内容主要从

以下三个部分展开.第一部分主要求解带跳的Heston-CIR混合模型下的欧式看涨

期权价格.在Heston模型之上又考虑了随机利率和突发事件对衍生品价格的影响,

建立带跳的随机波动率与随机利率(Heston-CIR)混合模型.先将标的资产所满足

的随机微分方程经测度变换,变换到远期测度下.然后,利用快速傅里叶变换法解

得该模型下的期权价格.

第二部分为混合分形 Heston-CIR 模型下的美式看跌期权定价研究.首先,为

了刻画标的资产呈现出的波动率微笑和长相依等特性,基于分形市场理论用分数

布朗运动和标准布朗运动的线性组合代替布朗运动,即构建混合分形 Heston-CIR

模型描述标的资产价格.然后,分别研究了标的资产价格和利率所满足随机微分

方程的解的唯一性和存在性,并研究了利率方程的 Euler格式离散化的强收敛性.

第三部分为模拟分析结果.首先,选取标的资产历史数据做描述性统计分析.

其次,将真实数据与不同模型下的标的资产价格路径作比较.最后,采用最小二乘

Monte Carlo 算法得到不同到期日下美式看跌期权的价格,并运用数值模拟证明

了提出模型的合理性.

关键词:欧式期权 美式期权 Heston-CIR 模型 混合分形布朗运动 跳跃扩散过程
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Abstract
As an emerging product of the contemporary financial derivatives

market,option is becoming an indispensable part of the financial market.

Option pricing is one of the most popular topics among scholars and

investors.In 1973,the emergence of B-S(Black-Scholes) formula provided

strong theoretical support for the pricing of financial derivatives such as

options and futures,which attracted extensive attention from academic

circles.However,the return rate of the classical B-S model is inconsistent

with the empirical characteristics of the real return,such as non-normality,

non-linearity and non-independence,so scholars mainly improve it from

two aspects.On the one hand,fractional Brownian motion model is

proposed to describe the long-term dependence of financial assets.On the

other hand,in order to describe the characteristics of the underlying

assets,such as "peak thick tail",discontinuity and "volatility smile",jump

diffusion model,random interest rate and random volatility model

model are proposed.Although these models can fit the real financial data

well,there are still some differences compared with the real prices.

In order to describe the variation of option price better,based on the

Heston model,mixed Heston-CIR model with jump and mixed fractional

Heston-CIR model are proposed.There are three parts as follows in this

article.In the first part,European call option pricing under Heston-CIR

mixed model with jump is solved.Based on the classical Heston model,a
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hybrid stochastic volatility and stochastic interest rate (Heston-CIR)

model with jump is constructed by considering the impact of random

interest rate and emergency on the price of financial products.Firstly,the

stochastic differential equation satisfied by the underlying asset is

transformed to the forward measure by measure transformation.Then,the

European option price under the model is solved by the fast Fourier

transform method.

In the second part,American put option pricing under mixed

fractional Heston-CIR model is studied.First of all,in order to reflect the

volatility smile and the long dependence of the underlying asset,a mixed

fractional Heston-CIR model is constructed to describe the underlying

asset price based on the fractional market theory.The linear combination

of the standard Brownian motion and the fractional Brownian motion is

used to replace the Brownian motion.Secondly,the uniqueness and

existence of the solutions to the stochastic differential equations satisfied

by the underlying asset price and interest rate are proved respectively.The

strong convergence of the Euler scheme discretization of the interest rate

equation is also proved.

In the third part,the results of simulation analysis are given.Firstly,

the historical data of the underlying assets are selected for descriptive

statistical analysis.Secondly,the real data are compared with the

underlying asset price paths under different models.Finally,the least
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squares Monte Carlo algorithm is used to obtain the prices of American

put options with different expiration dates,and the rationality of the

proposed model is proved by numerical simulation.

Keywords:European option;American option;Heston-CIR model;Mixed

fractional Brownian motion;Jump diffusion process.
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1 引言

1.1 研究背景

近几十年来随着金融市场的不断优化,新兴衍生产品的种类不断丰富,学者

们和金融投资者们所面对的金融风险也越来越繁杂.为了高效、快速地规避和管

理这些风险,学者及投资者们提出了大量风险管理和对冲模型,其中期权定价模

型是当前风险管理的热门研究之一.尤其是 1973年 Black和 Scholes提出经典的

B-S模型为期权等金融产品的有效定价打下了稳固的基础,广受金融投资者和学

者们的追捧.但是 B-S 模型仅在理论假设条件下有效,即假设资产价格由布朗运

动驱动,并且波动率、利率是固定数值,这与真实资产表现出的“波动率微笑”、

“尖峰厚尾”、长相依等经验性特征不一致.

传统 B-S模型的股票收益是由标准布朗运动驱动,不能有效刻画金融产品收

益率的长相依性.针对这一问题 Peters(1994)初次从非线性的角度着手,提出了更

契合现实金融界的分形市场假说理论,即假定模型的股票价格服从分形布朗运动.

在此假定下 Hurst参数的取值至关重要,当
1
2

H  时,虽然分数布朗运动能够捕捉

到不同日期收益间的长期依赖关系,但是它允许套利机会的存在且很难进行数值

研究.而混合分形布朗运动(分形布朗运动与标准布朗运动的线性组合)的引入能

消除套利机会,且当
3
4

H  时混合分形布朗运动等价于布朗运动,不但能有效刻

画分形市场特征而且不会产生套利.

此外,B-S模型假定股票收益服从标准正态分布,且波动率与利率均为常数,

这与实际不符.一方面金融市场往往会对好消息和坏消息做出过度反应或反应不

足,导致金融数据在短期时间间隔内发生跳跃或不连续的情形.因此Merton(1975)

提出跳扩散模型来刻画市场对外界消息的反应.另一方面实际市场数据的隐含波

动率曲线往往会表现出微笑的形状,即“波动率微笑”现象,资产收益具有“尖峰

厚尾”的特性,并且利率也会随着市场的变化而变动.许多学者则对常数波动率做

了改进提出随机波动率模型充分刻画金融数据的上述特性 .改进的模型有

Hull-White 模型、常系数弹性方差(CEV)模型、Vasicek 模型和 Heston 模型等.

尤其是Heston模型假定波动率满足CIR随机过程,并且波动率与资产价格是相关
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的,不但具有与实际数据相一致的均值回归和非负性等特性而且能通过傅里叶逆

变换解得衍生品价格的封闭解.由于市场利率也具有类似的特征,同样可以用

CIR 等随机过程刻画利率的变化.由此可见,为了更精确地反映金融市场数据的

变化情况和有效地防范金融风险,通过构建带跳的 Heston-CIR混合模型、混合分

数随机波动与随机利率(Heston-CIR)模型来研究期权定价问题具有深远的意义.

1.2 研究目的与意义

早在 18世纪后期的欧美市场就出现了期权这种衍生产品,即以股票、债券、

股指、期货等为标的物并赋予购买者一定选择权的合约.最初由于期权交易机制

不完善它并不能吸引广大投资者的关注.随着 19世纪 70年代早期芝加哥证交所

的创立,期权交易逐步走向一致化和标准化,自此也吸引了大量投资者和学者投

身于期权研究.在随后的发展中,人们依据买卖时间的不同将期权分为欧式和美

式.其中欧式期权的买方只能在合约规定的交易日期行权,而美式期权相较于欧

式期权更加自由、灵活可以在规定日期内的任意时刻进行交割.期权这种衍生品

不但拓宽了股票投资者的投资渠道更为他们带来更高的收益,因此它一直是金融

爱好者研究的热点.

从最初的期权定价理论提出至今不断改进的定价模型也越来越符合实际市

场,其中应用最广泛的就是 Heston 模型,但是该模型还是不能很精确地刻画标的

物价格的变化情况,因此在已有研究基础上提出带跳的Heston-CIR模型和混合分

形 Heston-CIR 模型.一方面采用带跳的 Heston-CIR 模型描述金融产品价格数据

的“尖峰厚尾”、“波动率微笑”和不连续性.另一方面运用混合分形 Heston-CIR

模型更准确地刻画金融资产价格的长相依性等分布特征.通过数值模拟方法得到

欧式和美式期权价格,丰富了期权的相关理论知识,为以后的研究拓宽了思路.给

投资者提供投资依据,带来稳定收益,以及对金融衍生品类型的丰富和市场的优

化壮大具有重要的意义.

1.3 研究现状

(1) 经典 B-S模型的研究现状
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期权定价理论的发展历史悠久,对当今风险管理起至关重要的作用.而期权

定价理论作为金融经济理论的基石更渗透于金融学的每一个角落.1973年 Black

和 Scholes 在知名杂志上发表了有关期权定价的论文,提出了用 B-S 模型描述股

票价格路径变化情况并得到欧式期权的解析解,自此关于期权定价理论的研究取

得了重大突破.但是,随着市场的快速成长和金融衍生物种类的不断丰富,经典

B-S模型常数波动率、利率以及收益率服从几何布朗运动的假设已不能适应当代

社会复杂多变的市场.研究表明真实股票价格路径是不连续的,会出现间断性跳

跃的现象,因此Merton(1976)将日常小的扩散运动与较大的、随机发生的跳跃结

合在一起提出跳扩散模型刻画资产价格变化情况.随后 Kou(2002)研究发现

Merton模型没有考虑波动率聚类现象且更适用于到期时间较短的期权,因此他对

其做出改进,即提出了双指数跳跃扩散模型.之后有许多学者也做了大量这方面

的研究,如陈盛双(2006)等提出了双指数跳扩散模型下定价回望期权的新方法,

并运用Laplace变换法得到该模型下的期权价格解析公式.宋殿宇(2011)等建立了

双指数跳扩散模型,并采用鞅方法研究了可转债的定价问题.Li (2018)等通过选

取 Esscher 变换参数得到了风险资产折现值为鞅的风险中性测度,并得到了跳扩

散模型下的可转换期权的定价公式.Singh (2018)等讨论了Merton和 Kou跳跃扩

散模型下的期权定价,研究了运用三时间层紧致格式求解模型下期权价格的偏微

分方程.

自相似和长相依性是金融时间序列表现出的重要特性,上述模型都是由标准

布朗运动驱动,无法描述这一特征.然而 Peter(1994)发现Hurst参数  0,1H  的分

形布朗运动具有长相依特性并将其运用于金融市场.然而 Roger (1997)研究发现

虽然分形布朗运动能够捕捉到不同日期收益间的长期依赖关系,但是它允许套利

机会的存在且当 1 2H  时 fBm不是半鞅过程,因此不能用 ˆIto微积分等知识求解

期权价格.随后 Cheridito(2001)研究证明,当  3 4 1H  ，时混合分形布朗运动等价

于布朗运动且不存在套利机会.因此为了消除套利,学者们引入由混合分形布朗

运动驱动的模型刻画标的资产价格的波动,如 Sun(2013)在混合分形布朗运动模

型下得到看涨欧式货币期权满足的混合分形偏微分方程和定价公式,并运用数值

模拟验证了其合理性.徐峰(2015)等利用分数 ˆIto公式讨论了混合分形布朗运动
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模型下的永久美式期权定价.Rao(2016)等讨论了混合分形布朗运动下的几何亚

式期权定价.Mehrdoust(2018)等证明了混合分形布朗运动模型下美式期权的解的

存在唯一性,并采用最小二乘Monte Carlo(LSM)法模拟该模型下的美式期权价格.

郭精军(2018)等应用分形伊藤公式求解了混合高斯模型下带红利的永久美式期

权定价公式.Ahmadian(2020)等得到混合分形布朗运动模型下的几何亚式彩虹期

权的定价公式,并通过Monte Carlo模拟法验证了期权价格解析解的正确性.

(2) Heston模型的研究现状

传统 B-S模型常数波动率假设与实际市场存在较大差异,在现实市场中资产

收益往往存在微笑效应,且价格的概率密度函数存在偏态和峰度效应.因此学者

们对其进行改进,如 Hull-White(1987)等提出随机波动模型,即假设股票的波动率

满足某一随机过程,并解得该模型下的欧式期权价格.Scott(1987)假设股票的波

动率风险是可分散的,而且波动率与股票收益不存在相关关系,并研究了该模型

下的看涨欧式期权的定价问题. Stein(1991)等假设波动率由算术 O-U 过程驱动,

通过分析技术推导出模型下期权价格的显式封闭解,并讨论了随机波动率与股价

“厚尾”分布特征之间的关系. Heston(1993)采用 CIR 仿射过程来描述波动率变

化,利用特征函数推导出包含一维积分的公式来计算具有随机波动率的欧式期

权，并将其运用到债券和货币期权定价中.Mehrdoust(2015)等采用 LSM法计算了

CEV 模型下的期权价格. Araneda(2020)构建了分数和混合分数 CEV 模型,并利

用分形 ˆIto公式和 Fokker-Planck方程研究了欧式期权的定价问题.其中Heston模

型不但具有均值回复性和正则性等特点而且存在封闭解,因此受到金融爱好者们

的广泛关注.Forde(2010)等讨论了时间依赖型的Heston波动率模型下亚式期权的

定价问题. Ballestra(2007)等采用Monte Carlo模拟法讨论了Heston模型下的奇异

路径依赖衍生品的定价问题.王林(2011)等利用模拟退火算法研究了 Heston模型

下的参数估计问题.李静(2012)等.利用自适应 Simpson数值积分和仿射变换法研

究了差价、商数和乘数等多资产期权的定价问题.邓国和(2015)采用 Fourier逆变

换和二维特征函数法求解了随机波动率跳扩散模型下的欧式复合看涨期权价格

的半解析公式.He(2016)等研究了机制转换 Heston 模型下的欧式期权定价.张丽

娟(2018)等构建了基于 Heston 模型的混合神经网络模型研究了中国金融市场上

的上证50ETF和恒生指数期权.Kozpına(2020)等通过间断伽辽金有限元方法讨论
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了标的资产价格遵循 Heston模型时美式看跌和欧式香草期权的定价问题.

(3) Heston-CIR 混合模型的研究现状

B-S模型假设利率也是固定不变的,然而学者们研究发现市场利率并非固定

常数而是随着时间的变化而变化.因此 Vasicek(1977)等假设利率是随机变化的并

提出了短期随机利率模型,并通过套利论证表明,任何债券的预期回报率超过即

期利率与其标准差成正比.刘坚(2007)等运用鞅方法和随机分析方法研究了股票

价格服从 O-U 过程,利率遵循 Vasicek 模型下的单再装日期权的定价公

式.Fallah(2019)等构建分形 CIR 随机利率模型,讨论了该模型下的双障碍期权的

定价问题.王向荣(2019)等假设资产价格和利率分别满足 O-U 过程和 Hull-White

过程,并运用哥萨诺夫定理和鞅理论求解了复合型期权的价格.奚欢(2020)等用

带有双指数跳跃过程的 Vasicek 随机利率模型定价重置期权,并采用测度变换和

多维 Fourier逆变换法求解此模型下的期权价格.

随后实证研究表明采用单个的随机波动率或随机利率模型刻画的资产价格

与实际数据存在较大差异,而将随机利率引入随机波动率模型中能更精确地拟合

金融市场数据.于是学者们做了大量这方面的研究,如 Grzelak(2011,2012)等采用

Stein-Stein随机波动率和 Hull-White随机利率混合模型,在傅立叶余弦展开框架

下对欧洲期权进行评估,并且在此基础上还提出了随机利率过程和Heston模型相

结合的模型.郭滨(2017)等研究了随机利率与随机波动率的 Levy模型下的欧式期

权定价,并用最小鞅测度方法得到此模型下的期权价格.Samimi(2017)等采用

Heston-Hull-White 混合模型定价美式期权,并应用 LSM 法得到了该模型下的美

式看跌期权价格.之后 He(2018)等研究表明 Hull-White模型下的波动率和利率有

可能为负值,而 CIR 过程具有均值回复和正则性等优点,因此他们采用

Heston-CIR混合模型描述标的资产价格变化,然后通过傅里叶逆变换等方法解得

此模型下欧式期权价格的闭形式解,并通过模拟验证了此模型准确性较高且收敛

速度较快.Berthe(2019)等将 Heston模型和多因子 CIR 利率模型相结合描述资产

价格变化,采用香农小波法研究了欧式外汇期权定价问题.Mehrdoust(2019)等研

究了Heston-CIR混合模型下的多资产美式期权定价,在该模型下证明了标的资产

价格解的存在性和唯一性,并用最小二乘蒙特卡罗算法验证了模型的有效性.

综上所述,随着学者们对 B-S 模型的不断改进,期权定价理论得到不断完善
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和发展.股票价格已经由原来的单个过程驱动改进为由多个随机过程驱动,所构

建模型拟合金融数据的效果也越来越好,但是与真实值相比还是存在一定差距.

虽然 Heston-CIR 混合模型能够更加精确的刻画金融产品收益的“尖峰厚尾”和

“波动率微笑”,但是它不能很好地刻画衍生品收益的长相依性和不连续跳跃性.

因此为了更好的刻画金融产品价格的变化,本文总结以往学者的研究经验,对

Heston 波动率模型进行改进,构建了带跳的 Heston-CIR 混合模型和混合分形

Heston-CIR模型,研究了最具有代表性的欧式及美式期权的定价问题.

1.4 研究内容与安排

1.4.1 研究内容

将基于 Heston模型展开研究,在此模型基础之上主要讨论了以下内容

(1)采用快速傅里叶变换(FFT)方法得到带跳的 Heston-CIR 混合模型下的欧

式期权价格.首先,构建带跳的 Heston-CIR 混合模型.其次,考虑到此模型中涉及

多个随机变量不能直接求解,故采用测度变换方法将其变换到远期测度下,然后

用伊藤引理和广义 Feynman-Kac定理得到模型下关于标的资产的特征函数.最后,

采用 FFT法求解欧式期权的价格.

(2)构建混合分形 Heston-CIR 模型并研究该模型下解的性质.将 Heston-CIR

混合模型由标准布朗运动驱动替换为由混合分形布朗运动驱动,再利用线性增长

和局部 Lipschitz条件得到混合分形 Heston-CIR 模型下的标的资产、利率方程解

的唯一性和存在性并研究了随机微分方程 Euler离散化的强收敛性.

(3)模拟标的资产价格路径将其与真实值做比较,并采用简单高效的最小二

乘Monte Carlo(LSM)算法求解美式期权价格.首先,对上证 50ETF价格数据做描

述性统计分析;然后,通过Monte Carlo法模拟不同模型下的股票价格路径并将其

与真实值作比较;最后,考虑到美式期权的买方有权利在到期日前的任何时刻进

行交易,很难得到其解析解,故采用 LSM算法求解美式期权价格并通过数值模拟

验证模型的有效性.
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1.4.2 研究安排

本文的结构安排如下:

第一部分是引言.主要介绍了期权定价的研究背景、研究现状以及随机波动

率与随机利率模型的研究现状.介绍了主要研究内容,分析了论文的研究目的与

意义,给出文章结构安排为具体研究提供理论指导.

第二部分是预备知识.主要介绍定理证明时涉及的假设条件、定义、引理等.

第三部分为带跳的 Heston-CIR 混合模型下的欧式期权定价.建立带跳的

Heston-CIR 混合模型将其变换到远期测度下并采用 FFT方法求解此模型下的欧

式期权价格.

第四部分为混合分形Heston-CIR模型下的美式看跌期权定价.构建混合分形

Heston-CIR 模型刻画资产价格变化;运用随机分析方法证明该模型存在唯一解,

并讨论了 Euler格式离散化的强收敛性.

第五部分为数值模拟.对期权标的真实数据做描述性统计分析,并通过数值

模拟得到标的资产价格样本路径变化情况,并将不同模型下的样本路径与真实值

做比较.采用最小二乘 Monte Carlo 法得到美式期权价格的变化路径并分析模拟

结果.

第六部分为研究总结及展望.总结论文的主要研究内容并对下一步研究做出

展望.
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2 预备知识

这一部分主要介绍经典 B-S期权定价模型理论知识,混合分形布朗运动的性

质及定义,Heston-CIR 混合模型的相关理论,以及定理证明过程中涉及的相关定

义、引理等.

2.1 经典 B-S期权定价模型

B-S模型的提出轰动了当时的金融界,使得股票、期权的研究取得较大进步.

其股票和期权价格满足如下“假设条件”[7]:

(1)短期利率已知且在有效期内固定不变;

(2)在连续时间内股票价格遵从随机游走,且股票价格的平方与波动率成正

比.因此股票价格服从对数正态分布,股票收益率的波动为固定常数值;

(3)股票不支付股息或做其他分配;

(4)期权是欧式期权并且只能在到期日交易;

(5)买卖股票或期权的过程中无交易费用;

(6)投资者以短期利率购买或持有证券的资金是充足的;

(7)允许卖空.不拥有证券的卖方将会接受买方的证券价格,并同意在将来的

某个日期向买方支付与该证券当日价格相等的金额.

B-S期权定价公式推导[48]

假定在风险中性测度下,波动率 和平均回报速率 r都是固定常数值,时间

0t  ,股票价格 tS 所满足的偏微分方程如下

t t t tdS rS dt S dW 

其中 tW 是概率空间  , ,P F 上的布朗运动.令 0S 为初始股价,根据 ˆIto公式求解

上述偏微分方程可得

2
0

1exp ,
2t tS S W r t       

  

衍生证券的支付为  T TV S K   , K为执行价格,根据风险中性定价公式可

知
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   r T t
t T tV E e S K     F

由几何布朗运动的性质可得,存在函数  , tc t S 使得

     , r T t
t T tc t S E e S K     F

21
2

Y r
r

tE e S e K
   




      

  
       

2 21 1
2 21 ,

2

y r yr
te S e K e dy

   





        



 
   

 


其中 T tW WY
T t


 


表示标准正态随机变量, T t   是离到期日剩余的时间.解上

述方程,最终可得欧式看涨期权的价格  , tBS t S 为

     , ,r
t tBS t S S N d e KN d

  

其中 21 1log
2

tSd r
K

 
 

        
, 21 1log

2
tSd r
K

 
 

        
,  N  表示

标准正态分布的累积分布函数.

2.2 混合分数布朗运动的定义与性质

假定分数布朗运动  , 0H H
tB B t  ,且Hurst参数  0,1H  ,是一个定义在概

率空间  , ,F P 上的中心高斯过程,则它满足如下协方差函数

   22 21, ,
2

HH H H H
t sCov B B s t t s   

其中当
1
2

H  时, HB 为标准布朗运动,即  , 0tB B t  .

令 , 0a b  为常数则有如下定义

定义 2.1[29] 假定   , , 0H H
t tM M a b t  是定义在概率空间  , ,P F 上的混

合分数布朗运动,其中 , ,a b H为参数则

, ,H H
t t tM aB bB t R   
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其中 ,tB t R 为标准布朗运动, ,HtB t R 是独立于 tB的分数布朗运动且 Hurst参

数  0,1H  .

过程 H
tM 满足如下性质

引理 2.1[29] 存在一个混合分形布朗运动 H
tM ,其满足如下性质

(1) H
tM 是一个中心高斯过程;

(2)对所有 t R , 0,H
tE M   

2 2 2H H
tVar M a t b t     ;

(3)      22 2 2 21,
2

HH H H H
t sCov M M a t s b t s t s      

 
,  1

2
t s t s t s     ;

(4) HM 的增量是固定的.

2.3 Heston-CIR混合模型结构[16]

因 B-S模型的常数利率和波动率假设不符合实际市场,所以学术界对其修正

提出了随机波动率和随机利率模型,其中Heston模型的波动率满足CIR随机过程,

它不但呈现出与真实市场数据相一致的非负性和均值回复等特性,而且能求得衍

生品价格的解析解.由于相似的原因 CIR 过程也被用来描述随机利率变化.由此

将 Heston模型和 CIR 随机利率模型结合构造 Heston-CIR 混合模型,在风险中性

条件Q下模型结构为

1, ,t t t t tdS r S dt vS dW 

  2, ,t t t tdv v dt v dW    

  3, ,t t t tdr r dt r dW    

1, 2, ,t tdW dW  

1, 3, 0,t tdW dW 

2, 3, 0,t tdW dW 

其中 , , , 0t t tr v S t  分别是 t 时刻的无风险利率、波动率以及标的资产价
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格. 1, 2,, ,t tdW dW 3,tdW 三个布朗运动之间相互独立,  为 1, 2,,t tdW dW 的相关系数.

, 分别为 ,t tv r的均值回复速率, ,  分别为 ,t tv r的长期均值, , 分别为 ,t tv r的

波动率.

2.4 相关定义与引理

期权定价的理论思想来源于对冲证券组合理论.也就是说在均衡条件下,投

资者零投资则零收益,且投资者的平均收益与资产风险正相关.从 B-S 定价公式

的推导过程可以看出期权定价其实与这一理论思想是一致的,它的出现也实现了

复杂的数学知识与财富之间的转换.接下来基于 B-S定价理论给出本文涉及到的

相关定义和引理.

定义 2.2[50] (无套利市场) 不存在不付出代价或不承担风险就能获得额外

收益机会的市场,也就是说“天下没有免费的午餐”.

定义 2.3[50] (完备市场) 如果一个金融市场中的每个未定权益在该市场中

都可以被某一个交易策略所复制,则称这个市场是完备的.

定义 2.4[50] (风险中性定价原理) 当对衍生品进行定价时,所有投资者都是

风险中性的.此时,所有证券的预期收益率等于无风险利率,所有现金流都应使用

无风险利率折现得到现值.

定义 2.5[30] ( ˆIto公式) 设

    ,dX t udt vdB t 

是一个n维 ˆIto过程,其中  X t 为标的资产,  B t 是布朗运动,u为漂移率, v为股

票的波动率.       1, , , , ,pg t x g t x g t x  是一个从  0, n pR R   的 2C 映射.

则过程

    , , ,Y t g t X t 

是一个 ˆIto过程, , kk Y 满足下式

      ,,
2
1,,

,

2

j
i ji

i
ji

k
i

i

kk
k dXdXXt

xx
gdXXt

x
gdtXt

t
gdY   
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其中 , , 0.i j i j i idB dB dt dB dt dtdB  

定义 2.6[48] (Radon-Nikodym 导数)设  , ,P F 是概率空间, P是 P在  , F

上的等价概率测度, Z 是  , F 上几乎必然为正的随机变量,且 1.EZ  对于

AF ,P和P满足

      ,
A

P A Z dP  

则称Z是P关于P的 Radon-Nikodym导数,记为:

.dPZ
dP




定义 2.7[12] (局部 Lipschitz 条件) 假设对于任意整数 1n  ,存在一个正整数

nC ,使得所有的  0, , , , , dt T x x y y R  且 x x y y n    ,则如下不等式成立

         , , , , , , , , .nf t x y f t x y g t x y g t x y C x x y y      

(线性增长条件) 假设对于每一个整数 1n  ,都存在一个正整数C ,使得如下

不等式成立

     , , , , 1 ,f t x y g t x y C x y   

其中    , , 0, .d dt x y T R R  

引理 2.2[48] (Feynman-Kac定理)设存在一个随机微分方程

         , , ,dX u u X u du u X u dW u  

给定   h X T 是 Borel可测函数,  0, 0,T t T  .又定义函数

    ,, ,t xg t x E h X T

且对所有的 t和 x有   ,t xE h X T   .则可得函数  ,g t x 满足如下偏微分方程

         21, , , , , 0,
2x xxg t x t x g t x t x g t x   

其中    , , .g T x h x x R  

引理 2.3[12] 对于 2p  ,存在一个常数D使得如下不等式成立
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0 0
sup sup , 0, .p p

t t
t T t T

E g E y D t T
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3 带跳的 Heston-CIR混合模型下的欧式期权定价

实际金融产品价格会受外部重大事件(如地震等)影响而发生较大幅度的变

化,通常采用跳扩散模型描述这一现象.虽然 Heston模型相较于经典的 B-S模型

能够更精确地捕捉金融产品表现出的“波动率微笑”和厚尾特征,但是它没有考

虑利率的随机性,也无法描述外部因素对产品价格的影响.因此这一节将 Heston

随机波动率模型与 CIR 随机利率模型结合,并引入跳扩散过程,即构造出风险中

性条件下带跳的Heston-CIR混合动态模型,其次通过测度变换将其变换到远期测

度下,最后用 FFT方法求解期权价格.

3.1 模型动态及其测度变换

假设  , ,Q F 是关于域流    0t t T F 的一个概率空间,Q表示风险中性

测度, , ,, ,t V t r tB W W 是该空间上的布朗运动, tN 表示强度为常数  0   的泊松

过程,且 tN 与 , ,, ,t V t r tB W W 相互独立,  tF 是由泊松过程和这些布朗运动生成的

域流,则带跳的 Heston-CIR混合模型下的资产价格满足如下方程

    1 1 ,i iJ J
t t t t t t t t t tdS rS dt V S dB e S dN E e S dN      (3.1)

  , ,t t t V tdV V dt V dW     (3.2)

  , ,t t t r tdr r dt r dW     (3.3)

且

, ,t V tdB dW dt 

, 0,t r tdB dW 

, , 0.r t V tdW dW 

其中 tV 表示波动率, tr表示无风险利率, tS 表示标的资产价格,  为 tdB 与 ,V tdW 的

相关系数,参数 , , , , ,      都为常数.   2, 1,2, , , 0iJ N i N     为独立

且同分布的随机变量, N 表示发生跳的次数, iJe 表示跳跃的幅度且服从对数正态
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分布, tS 表示跳跃前一刻 tS 的价格, iJe 与 tS 相互独立.

假设在很小的时间间隔  dt 内只发生一次跳跃,前后两次跳跃之间是相互独

立的且同时发生的概率为 0,则可得

  
21

21 1 ,iJ
t t t tE e S dN e S dt mS dt

 
 



 

 
    

 
(3.4)

其中
21

2 1m e
 

  .

将式(3.4)代入式(3.1)整理得

   1 .iJ
t t t t t t t tdS r m S dt V S dB e S dN      (3.5)

为了方便计算记  1,2, ,iJ J i N   ,令 lnt tX S 由 ˆIto公式与文献[27]可得

 1 11 1 ,
2

L L L
t t t t t t t tdX S dS S dS dS J X dN 

     (3.6)

其中
 

2
,

L
t t t t t t

L L
t t t t

dS r m S dt V S dB

dS dS S V dt

   


 
tX  表示发生跳跃前一刻 tX 的价格, L

tdS 表

示随机微分方程解的连续部分.

最终可得带跳的混合 Heston-CIR动态模型下的对数资产满足如下方程

 1 ,
2
t

t t t t t t
VdX r m dt V dB J X dN 

       
 

(3.7)

  , ,t t t V tdV V dt V dW    

  , .t t t r tdr r dt r dW    

鉴于定价模型(3.1)-(3.3)在Q下涉及多个随机变量不能直接解得此模型下的

期权价格,因此先将Q下的定价公式变换到远期测度  TQ 下,并得到 TQ 下的动

态模型,然后用 FFT方法求解 TQ 下的期权价格.

在风险中性条件下满足方程(3.1)-(3.3)的期权价格公式为

       1, , , ,TU S V r t E D T S K
D t

    (3.8)

其中 S满足式(3.1),V 满足式(3.2), r满足式(3.3),    
0

exp
t

D t R u du
 

  
 
 .
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接下来对式(3.8)进行测度变换,将其从Q变换到 TQ 下.假设  , ,P r t T 为零息

债券,由 Radon-Nikodym导数的定义可知

   
1 ,
, ,

Z t
P r t T



则可得

       , , , , , TU S V r t P r t T E Z T S K    

   = , , .T
TP r t T E S K    (3.9)

同时,由文献[16]的测度变换方法可得 TQ 下带跳的 Heston-CIR 混合动态模

型为

 1 ,
2t t t t t t
VdX r m dt V dB J X dN 

       
 

(3.10)

  , ,t t t V tdV V dt V dW     (3.11)

 2 ,+ .t t r tdr I dt r dW        (3.12)

经过变换期权价格可通过求解式(3.9)得到,其中  , ,P r t T 的特征函数由引理

1可得.

引理 3.1[16] 假设利率模型服从式(3.3),则远期测度 TQ 下零息债券的特征函

数为

     , ,, , ,H t T I t T rP r t T e  (3.13)

其中

     
    

 
2 11 2, ln ,

2

a T ta a e
H t T T t

a a a a




  

                

(3.14)

 
  

    
2 1

, ,
2 1

a T t

a T t

e
I t T

a a e








  
(3.15)

22 ,a   

且满足边界条件  , , 1P r T T  .
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3.2 欧式看涨期权价格公式

FFT方法求解期权价格的重点主要是特征函数的应用,下面给出 TQ 下混合动

态模型下期权价格的推导过程.

定理3.1 设标的资产满足式(3.10),波动率满足式(3.11),利率满足式(3.12),则

带跳的 Heston-CIR混合动态模型下关于标的资产 tX 的特征函数为

        ; , , , exp , , , ,F x v r A B v C r i x            (3.16)

其中

   2

1, 2 ln
1
aeA i
a

    


 
      

 
 

1
0

20

0

2 1
,

n
n

n

n
n

n

n b
dt i m

b

 
    

 











   






  2

1, ,
1

i eB
de





  






    
   

 
  1

0

2

0

2 1
, ,

n
n

n

n
n

n

n b
C

b


 

 
















   2 2 2, , .id i i T t
i

       
 

  
       



   +1 0 1= , 0, 1, 0,
2 1 2n

Mb n b b
m n n

   
 

       2
1 2

1
2 1 2 1

n

n n j n j
j

M m n b i mb m n j n j c b    


        

     2 2 2
1

1 1

12 1 ,
2

n n

j n j j n j
j j

m n j c b i m c b      
 

       

.
!

n

j
mc
n
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证明: 根据特征函数定义可得

 ; , , , , , ,Ti XT
t t tF x v r E e X x V v r r        (3.17)

其中 T t   , i x
t TF e 
  .又根据 ˆIto公式对式(3.17)求导得

2

2

1
2

F F F F F Fdt dx dv dr dxdx
t t x v r x

     
    

     

2 2 2

2 2

1 1
2 2

F F Fdvdv drdr dxdv
v r x v

  
  

   

2 t
F v Fdt r dt vdB
t x

            

  ,V t
Fv dt vdW
v

       

  
2

2
, 22r t

F v FI r dt rdW
r x

             

2 2 2
2 2 2

2 2

1 1 .
2 2

F F Fv dt r dt v dt
v v x v

    
  

   

设  q J 为随机变量 J的密度函数,根据广义 Feynman-Kac定理得

   22
F v F F Fr m v I r
t x v r

                         

2 2 2
2

2 2

1
2 2
v F F Fr v

x r x v
   

  
   

     , , , , , , , , 0.iF T t x J v r F T t x v r q J dJ  




       

即

   22
F v F F Fr m v I r
t x v r

                         

 
2 2 2

2
2 2

1 0,
2 2
v F F Fr v F

x r x v
    

     
   

(3.18)

其中  
2 21

2 1
i
e
  

 
 

   
 

.
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将式(3.16)代入式(3.18)得下列常微分方程

   ,
,

dA
B C i m

dt
 

         (3.19)

     2 2, 1 1 ,
2 2

dB
B i B i

dt
 

          (3.20)

   2 2 2, 1 .
2

dC
C I C i

dt
 

        (3.21)

满足边界条件      0, 0, 0, =0A B C    .

接下来分别求解式(3.19)、(3.20)和(3.21).

用分离变量法求解式(3.20),令

  2

2, ,yB
y

 



 (3.22)

将式(3.22)代入式(3.20)整理得

    2 21 0.
4

y i i y          (3.23)

在这里设  0 0y  ,解二阶线性常微分方程(3.23)得

1 2 ,d dy C e C e  

  (3.24)

其中 1 2,C C 为常数,

  ,
2

i
d

    


  ,
2

i
d

    


   2 2 2 .i i        

根据  0 0y  这个初始条件得

1

2

,C d
C d



  (3.25)

将式(3.25)和(3.24)代入式(3.22)整理最终得
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  2

1, ,
1

i eB
de





  






    
   

其中
id
i

 
 

  



.

常微分方程(3.21)的解可由文献[16]得,再将式(3.20)、(3.21)的解代入式(3.19),

两边同时积分,得式(3.19)的解,则定理 3.1得证.

接下来,在方程(3.10)、(3.11)和(3.12)下,用 FFT方法求解期权价格,为了方便

计算取零息债券  , ,P r t T 中的 t为 0,即  ,0,P r T .则期权价格

     , , 0, .T
TU K T P r T E S K     (3.26)

首先,设 ln , lnt tX S k K  ,则式(3.28)可改写为

     , ,0, .TXT kU k T P r T E e e
    

(3.27)

在式 (3.27)中当 k k 时,  ,Y k T 不是均方可积的,则引入调整后

 ,u k T [10]

   , , , 0.bku k T e U k T b  (3.28)

然后,根据傅里叶变换和傅里叶逆变换公式得

   , ,
T

i k
UF e U k T dk





  (3.29)

   1, ,
2 T

i k
UU k T e F d  







  (3.30)

其中  
TU

F  为  ,U k T 的特征函数.

将式(3.27)代入式(3.29)得

     

    

   

1

, ,0,
1

T

T

b i iX
T T T

i k
U

e q X dX
F e U k T dk P r T

b i b i




 


 






 
  




   ,0, ,
TU

P r T G  (3.31)

其中  
  

  
1

1T

T
U

b i
G

b i b i



 

  


  
,   1T b i   为 TX 的特征函数,  T Tq X 为
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TX 的密度函数.

将式(3.30)代入式(3.28)得

   
0

, .
T

bk
i k

U
eU K T e F d  



  (3.32)

最后,根据 FFT算法[10]得

     
1

, ,0,
u

T

bk N
i k

U j
j

eU K T P r T e G  







 

        
2 1 1

1
1

,0, 3 1 ,
3

u
j

T

bk N i j u jibN
U j j

j

eP r T e e G


  


   




     

其中    21 , , 1 , 1, 2, , 1,j u
bj b k b u u N
N

 


        
1 0
0 0j

j
j




  
为克罗

内克符号函数.

由此,通过采用上述高效快速的 FFT方法,欧式期权的价格即得.
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4 混合分形 Heston-CIR模型下的美式期权定价

美式期权作为研究最广泛的期权之一,其价值一般高于欧式期权,特别是美

式看跌期权.因为美式期权的持有者可以在合约规定日期内的任意时刻进行交割,

无法直接得到其闭形式解,故通常利用数值模拟方法求解其价格.金融现实表明

衍生品收益率具有长相依性和自相似性,遗憾的是Heston-CIR模型由标准布朗运

动驱动,无法刻画这一特性.而混合分形布朗运动具有长相依性,特别是当 Hurst

指数  3 4,1H  它不但没有套利机会而且等价于布朗运动,因此将Heston-CIR模

型由标准布朗运动驱动替换为由混合分数布朗运动驱动.首先,构建混合分形

Heston-CIR模型刻画标的资产价格变化.然后运用随机分析方法证明该模型解的

存在唯一性,并讨论 Euler离散化的强收敛性.

4.1 模型解的存在性和唯一性

混合分形 Heston-CIR(mfH-CIR)模型具有利率、波动率随机性,波动率微笑和

长相依等优点,且当  3 4,1H  时混合分形布朗运动等价于布朗运动.下面给出

当  3 4,1H  时,该模型下解的存在性和唯一性以及 Euler 法的强收敛性的证明

过程.假设在风险中性条件下,mfH-CIR模型下标的资产的动态模型如下

1, ,
Ht

t t t
t

dS rdt v dM
S

  (4.1)

  2, ,
H

t v v t v t tdv v dt v dM     (4.2)

  3, ,
H

t r r t r t tdr r dt r dM     (4.3)

 2
1, 2, ,H H H
t tdM dM dt dt  

1, 3, 0,H H
t tdM dM 

2, 3, 0.H H
t tdM dM 

其中  , , , , , 1, 2,3H H H
i t i t i t i tM M aB bB i   为混合分形布朗运动,  3 4,1H  为 Hurst指

数, tS 为标的资产, t tv r， 分别表示波动率和利率, ,v r  , ,v r  分别表示 ,t tv r的平
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均回归速率和长期均值, ,v r  是随机过程 tv 和 tr 的波动率, 为 ,i tB 与
,i t

HB 的相关

系数.

定理 4.1 假设    , : 0, ,d nf T R R       , : 0, d ng T R R    为局部 Lipschitz

函数且定义 2.7成立,则 mfH-CIR模型下的随机微分方程

    1,, , , , , , ,Ht t t t t t t tdS f t S v r dt g t S v r dM  (4.4)

存在唯一解  , 0.tS t T .

证明 首先证明方程(4.4)解的唯一性.令 ˆ
tS 和 tS 是式(4.4)的两个解,对于所有

的整数 1n  定义

  ˆ inf 0, : ,n tt T v n   

  inf 0, : .n tt T r n   

令 ˆ ,n n n    则

2ˆsup
n

u u
u t

E S S
 

 
  

    
0

ˆ, , , , , ,
nt

s s s s s sE f s S v r f s S v r ds


 



    
2

1,
0

ˆsup , , , , , ,
n

u
H

s s s s s s s
u t

g s S v r g s S v r dM
 


 




    
2

0

ˆ2 , , , , , ,
nt

s s s s s sE f s S v r f s S v r ds
 

  
  


    
2

1,
0

ˆ2 sup , , , , , , ,
n

u
H

s s s s s s s
u t

E g s S v r g s S v r dM
 

 
  
  



由 2L 范数、Doob不等式和 ˆIto等距公式可得

2ˆsup
n

u u
u t

E S S
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2

0

ˆ2 , , , , , ,
nt

s s s s s sE f s S v r f s S v r ds
 

  
  


    
2

2
1,

0

ˆ4 sup , , , , , ,
n

u

s s s s s s s
u t

a E g s S v r g s S v r dB
 

 
  
  



    
2

2
1,

0

ˆ4 sup , , , , , , ,
n

u
H

s s s s s s s
u t

b E g s S v r g s S v r dB
 

 
  
  



    
2

2

0

ˆ2 , , , , , ,
nt

s s s s s sL tE f s S v r f s S v r ds
 

  
  


      22 2 2 2 1

0

ˆ16 , , , , , , ,
nt

H
s s s s s sL a b t E g s S v r g s S v r ds




 
   

  


接下来根据局部 Lipschitz条件得

2ˆsup
n

u u
u t

E S S
 

 
  

 2 2 2 2 2 2 2 1

0 0

ˆ ˆ2 sup 16 sup
n n

t t
H

n u u n u u
u s u s

L C t E S S ds L C a b t E S S ds
 



   

   
           

 2 2 2 2 2 1

0

ˆ2 8 8 sup ,
n

t
H

n u u
u s

L C t a b t E S S ds




 

 
     

最后根据 Gronwall不等式可得,当 lim nn



 

2ˆ 0.t tE S S    

到此解的唯一性得证,接下来证明解的存在性.

定义  0
0tS S ,      k k

t tS S  .由此可得

    1
0

0

, , ,
t

k k
t u u uS S f u S v r du       1,

0

, , , .
t

k H
u u u ug u S v r dM

根据解的唯一性的类似推导方法可得

    21sup
n

k k
u u

u t
E S S
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      212 2 2 2 2 1

0

2 8 8 , 1, .
t

k kH
n u uL C t a b t E S S du k t T         

根据归纳法可得

    21 0
1 sup

n

u u
u t

I E S S
 

 
  

 
   2 22 2 2

0 0 12 1 1 .L C t E S v At      

其中常数 1A ,仅依赖于 ,C T 和
2 2

0 0 .E S v  

   

   
1 121 2

1 sup , 0, 0, .
1 !n

k k
k k

k u u
u t

A tI E S S k t T
k

 



 

 
       

其中常数 2A 依赖于 , ,nC C T 和
2 2

0 0 .E S v    1 1 1
1

k

k i i
i

I I I I 


   绝对收敛于 2L

范数,因此解的存在性得证.证毕.

定理 4.2 假设
2

,
2
r

r r
   则混合分形 Heston-CIR 模型下的利率方程(4.3)存

在唯一解  , 0, .tr t T

证明 首先证明方程(4.3)解的唯一性,令 t̂r 和 tr 是式(4.3)的两个解,定义

  ˆ ˆinf 0, : ,n tt T r n   

  inf 0, : .n tt T r n   

令 ˆ ,n n n    对所有的  0,t T 有

2
ˆ

n nt tE r r  
   

    
2

3,
0 0

ˆ ˆ
n nt t

H
r u u r u u uE r r du r r dM

 

 
  

     
  
 

    
2 2

3,
0 0

ˆ ˆ2 2
n nt t

H
r u u r u u uE r r du E r r dM

 

 
    

       
      
 

  222 2 2 2 2 1

0 0

ˆ ˆ2 4 ,
n nt t

H
r u u r u ut E r r du a b t E r r du
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 2 2 2 2 1
2 22

2
0 0

4
ˆ ˆ2 ,

n nHt t
r

r u u u u

a b t
T E r r du E r r du

 




    
      

      
 

其中     ˆmin 0,t tr r t T    ,又根据局部 Lipschitz条件可得

2
ˆ

n nt tE r r  
   

 2 2 2 2 1
22 2

2
0

2
ˆ2 ,

n n

H t
r

r n u u

a b t
T C E r r du 








 

          
 



由 Gronwall不等式可得,当 lim nn



 时

2ˆ 0.t tE r r   

因此解的唯一性得证.

下面证明利率方程解的存在性,首先令        0
0 , .k k

t t tr r r r   则可得

      1
0 3,

0 0

.
t t

k k k H
t r r t r t ur r r du r dM       

根据解的唯一性的类似推导过程可得

    21k k
t tE r r   

     
2 2 2 2 1

212 2
2

0

2
2 ,

H t
r k k

r n t t

a b t
T C E r r du









           


根据归纳法可得

    21 0
1 t tI E r r    

  22 2 2
04 r rt E r        2 2 2 2 1

0 14 ,H
r a b t tE r A t      

其中 1A仅依赖于
2

0, ,C T E r 
 和 0 .E r  

   

   
1 121 2

1 , 0, 0, ,
1 !

k k
k k

k t t
A tI E r r k t T
k

 



        

其中 2A 依赖于
2

0, , ,nC C T E r 
 和 0 .E r    1 1 1

1

k

k i i
i

I I I I 


   绝对收敛于 2L 范

数,因此解的存在性得证.证毕.

4.2 Euler格式离散化的强收敛性
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下面给出 mfH-CIR 模型下关于随机利率方程 Euler法的强收敛性的证明.将

连续时间段 0,T 离散化为序列 0 10 nt t t T     ,采用 Euler 法对方程(4.3)

进行近似逼近,即
kk tX r  , 0kt k t t    ,令 0 0X r 则

 1 3, ,
H

k k r r k r k kX X X t X M         (4.5)

其中
13, 3, 3, .k k

H H H
k t tM M M


   定义

     3, 3, 1, , .
k

H H
t k r r k r k t t k kX X X t X M M t t t          (4.6)

式(4.6)等价于下式

 0 3,
0 0

,
t t

H
t r r u r u uX X X du X dM       (4.7)

其中  1: , , .t k k kX X t t t   记
k kt t kX X X  , tX 和 tX 是离散近似序列 kX 的连续

时间扩展.

定理 4.3 在引理 2.3 成立的条件下,有连续时间扩展(式(4.7))的 Euler 解(式

(4.5))满足下式

2

0 0
lim sup 0.t tt t T

E X r
   

    

证明 定义

  ˆ inf 0, : ,n tt T X n   

  inf 0, : .n tt T r n   

令 ˆ ,n n n t t te X r      ,对 0  ,根据鞅不等式和文献[10]可得

2

0
sup t
t T

E e
 

 
      

2 2
ˆ ˆ,

0 0
sup sup

n n n nt tT T T or T
t T t T

E e I E e I      
   

          

 
2

0 0

2sup sup
n n

p
t tT

t T t T
E e I E e

p 


 

   

          

 2
2

21
ˆn n

p

p P Tor T 
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 12

2
0 2

2 22sup .
n n

p

t t
t T pp

p DDE X r
p

p n
 







 
  

      
(4.8)

为了计算式(4.8)不等号右边第一项,记

 0 3,
0 0

,
n n

n

t t
H

t r r u r u ur r r du r dM
 

   
 

     

 0 3,
0 0

.
n n

n

t t
H

t r r u r u uX X X du X dM
 

   
 

     

运用定理 4.2证明解的唯一性的类似方法可得,对 T 

2

0
sup

n nt t
t T

E X r  
 

   

   
2

3,
0 0 0

sup
n n

H
r u u r u u u

t
E X r du X r dM

   


 

 

 

 
     
  

 

 2 2 2 1
22 2

2
0

2
2

nH
r

r n u u

a b t
T C E X r du

 




    
         



   
2 2 2 1

2 22 2
2

0

2
2

nH
r

r n u u u u

a b t
T C E X X X r du

 




    
           



   
2 2 2 1

2 2
1 22

2
2 .

H
r

r n

a b t
T C






 
    
 
 

(4.9)

其中
2

1
0

,
n

u uE X X du
  

   
  


2

2
00

sup .
n ns s

s u
E X r du



  
 

 
   

 


接下来计算 1 ,给定  0, nu T   ,令 1, ,
u uu k kk u t t  为整数,则

u uX X   3,u u

k ku u

u u
H

k k r r s r s s
t t

X X X ds X dM  
 
     
 
 

 

    3, 3, ,
u u u ku

H H
r r k k r k u tX u t X M M       

对 y n  ,有

2
u uX X  

222 2 2
3, 3,2

u u k u

H H
r r k r k u tX t X M M      

   222 2 2
0 0 3, 3,4 ,

u ku

H H
n k r r r u tC X r r t M M           
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由引理 2.3和 Lyapunov不等式,可得

   222 2 2
1 0 0 3, 3,

0

4
n

u ku

H H
n k r r r u tE C X r r t M M du

 

  
           

   


  22 2
0 0

0

4
un k r r rC E X r r



        

 222 2 2 2
3,1 3,1

H Ht a E B t b E B t du                

 
2

2 222 2 2 2 2
0 0 3,1 3,14 .H Hp

n r r rT C D r r t a E B t b E B t  
                          

由式(4.9)可得

2

1 2 1 2
0
sup ,

n nt t
t T

E X r m m m  
 

      

其中

 2 2 2 1
2 2

1 2

2
2 ,

H
r

r n

a b t
m T C






 
  
 
 

 
2

22
2 0 04 p

n r r rm T C D r r  
 

     
 

222 2 2 2
3,1 3,1 .H Ht a E B t b E B t                

由 Gronwall不等式,可得

1
2

1 2
0
sup ,

n n

m T
t t

t
E X r m m e 


 

 

    
(4.10)

将式(4.10)带入式(4.8),可得

2

0
sup t
t T

E e
 

 
  

 
1

2

1

1 2
2

2 22 .
p

m T

pp

p DDmm e
p

p n










  

对 0,   使得
12 ,

3

p D
p
 

 n 使得
 

2
2

2 2
,

3pp

p D

p n



 


 t 使得 1

1 2
m Tmm e 

,
3


因此
2

0
sup .t
t T

E e 
 

    
证毕.
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5 数值模拟

5.1 数据的统计特征

从Wind数据库中选取 2020年 7月 1日到 2020年 11月 30日的上证 50ETF

日收盘价格数据,根据历史数据计算它的对数收益率,并采用 R软件做描述性统

计分析,结果如下所示.

表 5.1 上证 50ETF对数收益率的描述性统计量

标的资产 均值 方差 标准差 偏度 峰度 JB统计量

上证 50ETF 0.00168 0.00024 0.01561 1.44566 8.13194 333.1614

图 5.1 上证 50ETF对数收益率 Q-Q图

如表 5.1 所示,上证 50ETF 的对数收益率的偏度值为1.44566 0 ,峰度值为

8.13194 3 ,相比正态分布的峰度更高且右侧拖尾,呈现出尖峰、厚尾的特征,由

JB统计量的数值也可知收益率不满足正态性.从标的资产收益率的Q-Q图 5.1容

易看出,数据中间部分与直线基本重合,而两端均偏离了直线,则说明股票收益率

不服从正态分布.由此可见常数波动率的假设是不合理的.
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图 5.2 上证 50ETF对数收益率

由图 5.2可知,下一时段的标的物收益率会随着当前市场波动幅度的增大(减

小)而增大(减小).也就是说,当前波动小则下一时段波动小,当前波动大则下一

时段波动大,且大幅度波动与小幅度波动交替出现,这说明标的物的收益率具有

波动聚集性和长记忆性.同时收益率数据出现了极端值,这说明标的物价格会发

生跳跃现象.

5.2 敏感性分析

为了检验模型拟合真实数据的效果,在保持其他参数不变时对真实股票数据

的相关参数做灵敏度分析,其他参数取值为 0 00.02, 0.05, 0.01, =1,v r dt     

0.25, 0.4, 0.0096 =0.0217.     ， 分析结果如下.
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图 5.3 随机波动率过程参数的敏感性分析
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图 5.4 随机利率过程参数的敏感性分析

图5.3和5.4为模型中各个参数的敏感性分析结果,模型中的参数对标的资产

价格有显著影响.均值回复速率 ,  的取值越大则回复的频率会越高,长期均值

,  与资产价格的“微笑”效应有密切关联,换而言之它们的取值越小,波动越显

著. ,  的取值越大则标的资产价格的波动越剧烈.

5.3 模拟结果

5.3.1 欧式期权

运用Monte Carlo法通过 R软件模拟了 Heston模型,带跳的Heston-CIR混合
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模型下的标的物价格路径,并将上述模型下的股票价格路径与真实路径作比较.

首先,用欧拉离散化技术对标的资产价格、波动率、利率和跳过程分别进行离散

化,通过敏感度分析确定主要参数取值,其中 0.1608,  0.000184,   

0.00138, 0.38,  0.001,  0.001  ;然后,利用Monte Carlo 法模拟标的物价格

变化情况;最后,得到不同模型下的资产路径的如下.

图 5.5 不同模型下的标的资产价格路径

如图 5.5所示,Heston模型和带跳的 Heston-CIR混合模型下资产价格的变化

路径存在明显的差异,且带跳的Heston-CIR混合模型下的资产价格路径更接近真

实数据.这说明利率、波动率的变化对资产价格有显著影响,也说明该模型更符合

实际金融市场.

5.3.2 美式期权

下面通过数值模拟方法求解美式看跌期权价格.这里采用简单、高效的 LSM

数 值 模 拟 法 计 算 美 式 看 跌 期 权 价 格 . 假 设 期 权 在 固 定 的 时 间 序 列

 0 10 , , , nt t t T  内执行.用 Euler 离散化方法将标的资产、利率和波动率方程

离散化,给定 0t  得

1 ,Hj j j j j j ijS S r S t v S M     
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 1 ,Hj j v v j v j ijv v v t v M        

 1 ,Hj j r r j r j ijr r r t r M        

其中  0 1, 1, 2,3.H
ijM j N i    为混合分形布朗运动,且

   1 ,H H H
ij i j i jM M t M t    2 2 20, , .H H

ij jM N a t b t t j t     

根据中心极限定理可得

   20, , 0,1 , 1, 2,3.H H
ij i i iM N aZ t bZ t Z N i     

因此

 2
1 1 1 ,H

j j j j j jS S r S t v S aZ t bZ t       

   2
1 ,H

j j v v j v jv v v t v a t b t            

   2
1 3 3 ,H

j j r r j r jr r r t r aZ t bZ t          

其中 2
1 21 .Z Z    

假设期权的到期日为T ,敲定价格为 K ,  ,t T  为最优停时, S 为时刻 下

的标的资产价格,则美式期权的价格为

     , sup max ,0 .r tC t x E e K S


    

接下来给出采用LSM算法得到的mfH-CIR模型下的标的资产价格变化路径

图和美式看跌期权价格三维图.参数取值见参考文献[33],其中标的资产价格初

始值为 0 100S  ,Hurst指数 0.75H  ,相关系数 0.5   ,方差 0.08r  , 0.01v  ,

均值回复速率 0.1,v  0.2r  ,长期均值 0.03, 0.04v r   ,时间间隔 0.01dt  .

模拟分析结果如下.
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图 5.6-5.8是在不同的波动率与利率下模拟的 6条标的资产价格的变化路径.

由多条价格路径变化的总体趋势可见,增加或减少波动性会影响资产的未来价格,

由此可见,波动幅度的增加将会增大预期的最低价格和最高价格之间的差异.由

此可见,模型假设与真实市场一致,能更好地为投资者理财投资提供理论参考.

图 5.9 mfH-CIR模型下美式看跌期权价格三维图
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图 5.10 不同 Hurst指数下的标的资产价格变化路径

实际上,期权的执行价格和 Hurst参数值在定价中也起着至关重要的作用.由

图 5.9可见,期权价格随执行价格的增加而增加.如图 5.10所示,随着 Hurst参数

值增大标的资产价格路径会变得更加平滑,这说明 Hurst 参数值的增大会导致标

的资产价格波动性的减小.对于风险偏好者来说他更加倾向于选择波动性较大的

期权,而风险厌恶者则正好相反.由此可见,Hurst 参数值的大小将会给不同类型

的投资者合理规避风险并获得更高收益提供理论参考.
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6 研究总结与展望

6.1 研究总结

鉴于Heston模型不能更准确的拟合真实金融数据,本文从以下几点着手改进.

首先,考虑了利率的随机性和资产因突发性事件而发生跳跃的情形,建立带跳的

Heston-CIR混合模型刻画标的资产价格动态.考虑到模型涉及多个随机微分方程

无法直接求解期权价格,因此先将模型变换到远期测度下,再用快速傅里叶变换

法、特征函数等求解期权价格公式.其次,考虑到金融衍生品具有长相依性,则运

用混合分形布朗运动替换标准布朗运动,建立混合分形 Heston-CIR 模型.然后采

用线性增长条件和局部 Lipschitz公式得到随机微分方程解的唯一性和存在性,并

用 Euler法证明了随机微分方程解的强收敛性.最后,通过数值模拟证明提出模型

的有效性.先对真实股票数据做描述性统计分析,说明真实数据的特性.再将真实

股票路径与 Heston 和带跳的 Heston-CIR 混合模型下的股票路径作比较,还运用

LSM算法解得美式看跌期权的价格,验证了改进的模型更符合实际市场.

6.2 研究展望

随机波动率与随机利率模型是近年来学者们研究的热点问题,由于模型自身

的复杂性所涉及到的参数较多,因此参数估计问题是一个值得进一步探讨和研究

的热点.另外,由于影响期权价格的因素众多,因此可以放宽模型的基本假设条件.

现如今金融产品种类丰富,也可以研究新兴金融衍生工具的定价问题.
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