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摘  要 

金融市场的迅速发展,使得金融衍生产品不断增加,而期权作为金融衍生产

品的一种,因为其自身具备的杠杆性和套期保值特性而引起了广泛关注.在期权

定价的研究过程中,研究人员运用布朗运动和分形布朗运动模型对期权进行了定

价研究,但实证研究表明:经典布朗运动模型和分形布朗运动模型均不能准确刻

画金融资产的自相似和长相依等特性,而多分形布朗运动模型能够更好的刻画金

融市场尖峰后尾的特征.因此,对于多分形布朗运动模型下资产定价的研究是很

有必要的. 

本文基于金融随机分析和期权定价理论,采用多分形随机利率模型来描述金

融资产标的价格变化情况.主要研究内容有两部分.第一部分是对期权定价公式

的推理证明.首先,构造投资组合并运用无风险对冲原理和随机微分方程理论推

理得出期权所满足的随机微分方程.然后,通过热传导方程对偏微分方程进行求

解,并推导得出期权在多分形布朗运动模型下具有交易费用和随机利率的欧式期

权定价公式. 

第二部分采用上证 50ETF 期权进行模拟分析.首先,对所研究数据进行描述

统计分析得到数据的基本特征,并对其中的参数进行估计.然后,分别用经典 B-S

和多分形随机利率模型对标的资产价格进行模拟,并与标的资产的真实值进行比

较.最后,将模拟得到的标的资产的价格带到相应期权定价公式中,计算出期权的

价格,并与期权的真实值进行对比.研究表明:与经典的 B-S 模型相比,多分形随

机利率模型下的期权定价结果更加接近期权的真实值.因此说明多分形随机利率

模型对期权定价是有效并且可行的. 

 

关键词: 多分形布朗运动  随机利率 期权定价  交易费用   Monte Carlo 模拟 
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Abstract 

The rapid development of financial markets has led to the increasing 

number of financial derivatives. As a financial derivative, options are 

widely concerned with their leverage and hedging characteristics. On the 

research of option pricing, researchers use respectively Brownian motion 

and fractional Brownian motion model to study option pricing, but 

empirical studies show that both classical Brownian motion model and 

fractional Brownian motion model cannot accurately describe the 

self-similarity and long-term dependence characteristics of financial 

assets, while multifractional Brownian motion model can better describe 

the peak and tail characteristics of financial markets. Therefore, it is 

necessary to study the asset pricing under the multifractional Brownian 

motion model. 

In this paper, based on the financial stochastic analysis and option 

pricing theory, uses the multifractional stochastic interest rate model to 

describe the price change of financial assets.There are two parts in this 

paper. The first part is the proof of reasoning of the option pricing 

formula. Firstly, The stochastic equations are verifed by used constructing 

a portfolio and applying a risk-free hedging principle and stochastic 

differential equation theory. Then, the partial differential equations are 

solved by the heat conduction equation, and it is concluded that the 
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European option pricing formula with the transaction cost and random 

interest rate under the mutifractional Brownian motion model. 

In the second part, using the 50 ETF option is used for simulation 

analysis. Firstly, the basic characteristics of the data are obtained by 

descriptive statistical analysis of the obtained data, and the values of the 

parameters to be estimated are obtained. Then, the classic B-S model and 

the extended model are used to simulate the price of the asset and 

comparing with the real price change path. Finally, the price of the 

simulated underlying asset is brought to the corresponding option pricing 

formula, and the price of the option is calculated and compared with the 

true value of the option. Compared with the classic B-S model, the option 

pricing under the multifractional stochastic interest rate model is closer to 

the true value of the option. Therefore, the model of multifractional 

stochastic is effective and feasible for option pricing. 

 

Keywords: Multifractional Brownian motion; Stochastic interest rate; 

Option pricing; Transaction cost; Monte Carlo simulation  
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1 引 言 

1.1 研究背景 

21 世纪以来,金融创新全球化的迅速发展,使得金融衍生产品的发展也越来

越迅速,金融衍生产品的种类较多,而期权作为衍生产品的一种可以有效的控制

风险.因此,对于其定价模型的研究成为了广大研究者们关注的焦点. 

期权最早于20世纪70年代在美国出现,由于其自身具有风险控制性能,所以

其发展速度相对较快.期权实际上是一种选择权,是指赋予期权购买者在规定时

间内或者时间点,以协商价格向卖方购买或者出售一定数量的标的物的权利,但

没有必须要买进或卖出的义务.然而,期权合约是一种权利不对等的合约,即期权

的购买方有无限大的权利,而卖方的权利有限.具体表现为:到期权执行期时,持

有期权者可以行使权利也可以不行使权利,当持有者行使权利时,期权的卖方务

必履行义务,这时期权卖方的亏损可能无限大,当持有者不行使权利时,持有者的

损失只是预先支付的费用,即期权的价格. 

从 1900 年 Bachelier 博士论文《投机理论》到 21 世纪,关于期权定价模型的

研究越来越多,也出现了各种类型的定价模型.其中, Black 和 Scholes
[1]

 (1973)提

出的 B-S 定价模型对期权定价有深远影响,该模型提出后,得到了大多数研究者

的认可,同时也有大量学者对其进行检验,并取得了较好的成果.经典定价模型的

前提假设条件较为严格,例如,交易过程中没有交易费用,没有支付红利,利率为

固定利率等.然而,相关研究表明金融市场资产价格收益率具有分形特征,其分布

呈现出比较明显的尖峰后尾特性,并且在交易过程中会有交易费用和支付红利等

的产生.即经典 B-S 定价模型的相关假设条件与金融市场的真实情况并不相符.

因此,对经典定价模型进行进一步研究具有重要的意义. 

1.2 研究意义 

在金融市场不断发展的背景下,金融衍生品成了金融市场中的主要工具.作

为主要的金融衍生产品,期权可以用来规避风险.因此,对于期权定价的研究具有

十分重要的理论和现实意义. 
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经典 B-S 定价模型假设条件与金融市场的实际情况不相符,而多分形布朗运

动模型能够更准确刻画金融资产价格呈现出的长记忆等分形特征.故本文采用多

分形布朗运动模型来研究金融资产标的价格变化趋势,对于此模型下存在随机利

率以及带有交易费用的欧式期权定价公式的研究,既可以丰富期权定价的理论知

识,又能为以后的定价提供研究思路. 

多分形布朗运动模型下存在随机利率并带有交易费用的欧式期权定价模型

研究结果,可以应用到现实中.选择期权市场的数据,运用模特卡洛模拟法得到期

权的价格并与期权的真实价格进行比较,分析模型的定价效果.定价模型给出的

定价结果,不仅能给券商提供资产定价依据,还可以给投资者提供投资的依据,从

而减少资本市场中投机事件的发生,这对衍生产品市场的有序发展具有重要的现

实意义. 

1.3 研究现状 

自Bachelier在其博士论文中对期权定价模型的进行全面研究之后,关于期权

定价模型的研究越来越多,同时出现了各种类型的定价模型.其中,Black
[1]等

(1973)提出的 B-S 定价模型,对期权的研究具有深远的影响,但该模型的前提假设

条件与金融市场的现实情况不相同,因此,国内外学者对 B-S 模型进行了大量的

改进,主要从以下几方面进行研究. 

(1) 分形布朗运动下的定价研究 

对金融市场的大量研究表明金融市场具有分形特征,但是经典 B-S 模型在研

究过程中假定标的资产收益率服从正态分布,这与市场情况存在一定的差异,因

此研究者们在分形布朗运动下对金融市场进行研究.Peter
[2]

 (1994)应用单分形分

析方法对汇率和股票收益率进行分析,发现它们都具有分形的特征.徐龙炳[32]等

(1999)利用单分形模型研究了上证综指以及深圳成指的日收益率,研究结果表明

两市的赫斯特指数 H 值都大于 1/2,即上证综指收益率和深圳成指收益率都具有

分形的特征.史永东[33]
 (2000)用重标极差分析法分析了上证综合指数的周收益率,

实证研究发现上海证券市场也具有分形的特征.Necula
[3]

 (2008)也对分形布朗模

型下的期权定价进行了研究.研究发现期权定价的研究过程中往往会产生套利,

为了解决套利对定价结果的影响,Cheridito
[4]

 (2001)提出了构造鞅方法来解决分
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形布朗运动模型定价过程中产生套利的问题.Cheridito
[5]

 (2003)研究发现,利用定

价模型在 Wick 积分理论下研究金融市场会产生套利机会或者在该模型下的自融

资对冲策略不符合经济学理论.后来,Bender
[6]等(2004)证明了当H ∈ (

1

2
, 1)时,多

分形布朗运动驱动下的金融市场是无套利的.同时在分形理论的基础上,一些学

者对不同的期权也进行了研究,刘目楼[34]
 (2007)对分形布朗运动下的欧式外汇期

权定价也进行了相关研究.赵旭[35]
 (2008)推导出了在分形条件下的 B-S 定价模型,

并和传统的 B-S 模型进行对比分析了认购权证价格变化的行为.Caldana
[7]等

(2013)对交换期权进行了研究,论文通过傅里叶变换给出了交换期权的闭式解,并

测试了新提出定价算法在不同模型中进行数值模拟试验的性能.张卫国[36]
 (2013)

也研究了分形布朗运动环境下的期权定价问题.Gao
[8]等(2018)对分数布朗运动

Knight 不确定性下的期权进行了定价研究,在Knight 不确定情况下建立了欧式期

权的动态定价模型和最小期权定价模型,并通过鞅测度获得定价公式. 

对于分形特征下期权定价的研究还有以下方面,首先,Ayache
[9]

 (1999)将分

数布朗运动中的常数赫斯特指数推广到非常数的情况下对非平稳连续过程也进

行了建模研究.Cont
[10]

 (2001)运用一套新的方法分析金融市场的价格变化情况,

研究发现金融价格的波动呈现出聚类的特点.Leippold
[11]等(2016)运用多维二叉

树模型对具有随机流动性的离散时间期权定价问题进行了研究.Sottinen
[12]

(2001)

提出用随机游走逼近分形布朗运动的理论,该理论推动了分形布朗运动在期权定

价中的应用.Torres
[13]等(2016)对多分形随机游走模型进行了构造与仿真研究.其

次,对跳跃过程的研究,d’Halluin
[14]

 (2004)假设金融资产的价格满足跳跃扩散过

程,并在该过程下对金融期权的定价公式进行了研究.张卫国[36]等(2008)探讨了

跳跃分形过程环境下欧式汇率期权的定价问题,文中利用分形 Girssnov 公式和自

融资的交易策略,对分形市场中欧式汇率的未定权益进行了定价研究.Baskshi
[15]

等(2012)对金融期权的定价模型进行了实证研究,研究发现随机波动率和跳跃性

的结合对于期权的定价非常重要,但单独对随机波动率建模对于套期保值的研究

具有重要意义.最后,对不同分形模型进行研究.张陶[38]
 (2016)考虑了混合分形布

朗运动模型下的期权定价问题,并经过实证分析证实了混合分形布朗运动比经典

定价模型的定价效果更靠近真实值.郭精军[39]等(2018) 研究了混合高斯模型下

具有红利的永久美式期权定价问题,研究发现混合高斯模型能够更好的描述美式

http://xueshu.baidu.com/s?wd=author%3A%28Antoine%20Ayache%29%20INRIA%20Rocquencourt%2C%20Domaine%20de%20Voluceau%2C%20Rocquencourt&tn=SE_baiduxueshu_c1gjeupa&ie=utf-8&sc_f_para=sc_hilight%3Dperson
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期权标的资产价格的变化情况.程志勇[40]等(2018)对次分数布朗运动下具有支付

红利的欧式期权定价进行了研究,经实证分析发现次分数布朗运动模型下的期权

定价结果比分形布朗运动模型和经典 B-S 定价模型下的结果更加接近期权的真

实值.史永东[41]等(2017)对时变分数布朗运动下的 GARCH 族欧式期权定价问题

进行了研究,研究结果表明时变分数布朗运动能够更加精确刻画金融市场价格的

变化特征.之后,Ayache
[16]等(2018)对一种新的具有随机指数的多分形过程进行

了研究.李楚矾[42]
 (2017)研究了多分形波动率预测模型及其在 B-S 模型中的应用,

论文引入了多分形波动率的预测方法并建立了 ARFIM 模型,分析了不同分形波

动率预测方法对金融产品定价的影响,研究结果显示新引入的多分形波动率预测

方法的预测效果最优. 

(2)带有交易费用的定价研究 

    对于具有交易费用的定价研究,Leland
[17]

 (1985)最早在期权定价模型的研究

中加入了交易费用,探讨了期权交易过程中产生的交易费用对期权定价结果的影

响,并得到了带有交易费用情况下的定价模型.Amster
[18]

 (2005)在经典 B-S 模型

的基础上考虑了交易费用,研究得到了带交易费用的期权定价公式.Mastinsek
[19]

 

(2006)将交易费用引入到了离散时间的期权定价研究中,利用风险中性套期保值

策略对冲风险,得到了离散时间下具有交易费用的 B-S 定价模型.Wang
 [20]

 (2012)

利用具有交易成本的多分形 B-S 模型研究了离散时间期权的定价问题.Gu
[21]等

(2012)对具有时间变换特性的几何分式布朗运动以及带有交易费用的期权定价

问题进行了研究.肖炜麟[43]
 (2014)对次分数布朗运动下具有交易费用的权证进行

定价研究.孙娇娇[44]
 (2015)研究了体制转换模型下具有交易费用的期权定价问题,

并使用 Matlab 软件进行数值分析,探讨了市场参数对期权价格的影响.Li
[22]等

(2017)研究了基于惩罚法和有限体积法的比例交易成本和随机波动率的欧式期

权定价问题,论文中提出了一种新的惩罚方法和有限体积方法相结合的HJB方程,

并用数值模拟的方法证明了新提出方法的有效性.Najafi
[23]等(2017)对带有交易

费用的分数 CIR 模型下零息债券美式看跌期权定价进行了研究.Bouchard
[24]等

(2018)研究了交易成本下的均衡收益问题.郭志东[45]
 (2017)对次扩散机制下具有

交易成本的 Merton 期权定价模型进行了研究.Radulescu
[25]

 (2018)对带有交易费

用的多阶段投资组合优化的多目标方法进行了研究. 

 (3) 随机利率下的定价研究 
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随机了利率模型下的期权定价研究主要有两种方法,第一种方法是一般均衡

模型,第二种方法是无套利定价模型,自 Harrison
[26]

 (1979)之后该方法得到了广

泛的应用.Merton
[27]

 (1973)将随机利率引入了 B-S 定价模型中,研究了随机利率

下的期权定价模型,但是由于各种原因的影响该模型在实际应用中并未被广泛应

用.Duffie
[28]

 (1988)对随机利率下的期权定价问题也进行了相关研究,但其在研

究过程中只是假定利率是标的资产和时间的函数,并没有给出封闭解.夏雪丽[46]
 

(2014)基于分数布朗运动模型对随机利率下的几何平均亚式期权进行定价研究,

论文在分数布朗运动下对亚式期权进行了定价,并利用无套利利率模型对具有固

定和浮动执行价格的两类亚式期权进行了定价,同时推导出了在此条件下的定价

公式.韩松[47]
 (2016)研究了分数布朗运动环境下 Vasicek 利率的亚式期权定价问

题,得到了 Vasicek 利率模型下带跳的几何平均亚式期权定价的定价公式,但此模

型中并没有考虑到交易费用对期权价格的影响.郭志东[48]
 (2017)对 Merton 随机

利率下的欧式期权定价进行了研究,但其研究主要是基于 B-S 模型进行的,因此

也不能精确刻画金融市场标的价格的变化情况.郭精军 [49]等(2017)对次分数

Vasicek 随机利率模型下的欧式期权定价问题也做了相应研究.曹雯雯[50]等(2017)

探讨了 Hull-White 利率下具有支付红利的 O-U 过程的幂型期权定价问

题.Zhang
[29]等(2018)研究了基于随机利率投资策略的看涨期权定价,论文基于线

性投资策略对股票期权进行了评估,并在随机利率模型下对股票市场中的风险进

行规避,基于设计的随机利率线性投资策略得到了一种新的期权定价方法.He
[30]

等(2018)在随机利率模型下对欧式期权的闭式定价公式进行研究.Guo
[31]等(2016)

在次分数布朗运动机制下对具有短期利率的期权进行定价研究,论文主要分析了

短期利率为次分数 Merton 模型时的定价问题,并给出了此模型下欧式看涨和看

跌期权的定价公式. 

综上所述,现阶段对于期权定价的研究大多是基于经典 B-S 模型进行的,研

究发现利率、支付红利、波动率、交易费用等对金融资产的定价结果都有重要影

响,因此大多数学者们在经典 B-S 模型中引入了相关影响因素,但是目前对于交

易费用以及随机利率等对期权定价影响的研究大多是在 B-S 模型下进行的,而研

究发现经典 B-S 模型并不能精确刻画金融市场的性质,也有一部分研究是在分形

布朗运动模型下进行的,虽然相关研究表明相对于经典 B-S 模型而言分形布朗运

动的定价结果更接近期权的真实值,但是分形布朗运动在定价过程中的分形指数
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是一个定值,这对于金融市场分形特征的描述不够精确,在此模型下的研究各个

因素对定价结果的影响也具有一定的缺陷,而多分形布朗运动在每个时间内的分

形指数也不相同,因此能更精确的刻画金融市场的分形特征,基于此,本文在多分

形布朗运动的基础上研究交易费用和随机利率对期权定价模型结果的影响,首先

在多分形布朗运动模型下分别对存在交易费用的和随机利率的欧式期权满足的

偏微分方程和定价公式进行推导,随后在将交易费用与随机利率同时引入到多分

形布朗运动模型中对欧式期权的定价模型进行研究. 

1.4 研究内容及结构 

1.4.1 研究内容 

论文拟采用多分形布朗运动模型来描述金融资产标的价格变化情况,在该模

型的基础上主要研究了以下内容： 

（1）在期权定价的过程中考虑交易费用对定价结果的影响,得到多分形模型

下有交易费用的期权定价公式.具体过程中,先考虑一个无风险资产和有风险资

产的复制投资组合,给出无风险和有风险资产分别满足的方程,再考虑离散时间

区间 t 内风险资产和投资组合的变化值,然后根据自融资交易策略等得到标的

资产所满足的偏微分方程,最后通过求解偏微分方程得到相应的定价公式. 

（2）对多分形布朗运动环境下存在随机利率时的期权进行定价,研究随机利

率对多分形布朗运动定价模型的影响.在此过程中,将多分形模型中的常数利率

用随机利率代替,得到无风险资产价格满足的方程,然后构造投资组合进行推理

得到随机利率下的定价公式,最后根据所得的定价公式得到随机利率对定价模型

的影响. 

（3）在随机利率的条件下再引入交易费用,研究模型中同时存在交易费用和

随机利率时金融资产的定价模型.即在随机利率的基础上加入交易费用,再考虑

投资组合并进行推理证明得到标的资产所满足的偏微分方程,最后通过求解偏微

分方程得到多分形布朗运动模型下的金融资产定价公式. 

（4）论文利用上证 50ETF 的数据对所得结果进行模拟分析,验证多分形布

朗运动模型刻画资产价格变化情况的有效性.首先在 Wind 数据库收集实证所需
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要的数据,然后对所得数据进行简单的描述统计分析得到数据的基本特征,并对

其中的参数变量进行估计,最后,以多分形随机利率模型为基础用 Monte Carlo 模

拟法模拟期权的价格,并与经典 B-S 期权定价模型的定价结果进行比较. 

1.4.2 结构安排 

论文的结构安排如下： 

第一部分内容是引言.主要对期权的研究背景做了详细的阐述,同时还对文

章的研究目的、研究意义以及文章所参考的相关文献做了简单的介绍和总结,为

论文的研究提供相关依据. 

第二部分内容是基本的理论知识.主要对金融市场以及期权的相关理论进行

了阐述,并给出了经典定价模型、分形布朗运动模型、多分形布朗运动模型的理

论知识和相关性质. 

第三部分内容是多分形布朗运动下的欧式期权定价模型.主要对各种条件下

的定价公式进行推理,得到多分形布朗运动下具有交易费用、随机利率的期权定

价模型. 

第四部分内容是模拟分析.利用蒙特卡洛模拟法,对不同模型下的标的资产

价格进行模拟,并将多分形随机利率模型与经典定价模型以的定价结果进行比较,

得到多分形随机利率模型的定价结果更有效. 

第五部分内容是研究结论与展望.首先对论文研究的主要内容以及论文研究

过程中所用方法进行简单的总结,然后对未来的研究方向和研究内容做简单的展

望. 
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2 基本理论知识 

2.1 期权的基础知识 

    期权[36]又称作选择权,是指赋予期权购买者在规定时间内或者时间点,以事

前协商好的价格向卖方购买或者出售一定数量的标的物的权利,但是没有必须要

买进或卖出的义务.根据交易方式的不同期权可以分为看涨期权和看跌期权,所

谓看涨期权是指期权的持有者具有在合约的有效期内购买标的资产的权利,看跌

期权指期权的持有者具有在合约期内出售标的资产的权利.依据期权行使时间的

不同又可以将其分为美式期权和欧式期权,美式期权是指期权在到期日以前随时

都可以行使权利的合约,而欧式期权则是指持有者只能在到期日时才能行使权利

的合约. 

2.2 期权定价的相关定义 

   论文是在完备的金融市场和无套利的假设条件下进行研究的,下面将给出相

关定义.  

定义 2.1
[36] 自融资交易策略:自融资交易策略是指在一个融资过程中,既没

有新资金的进入又没有原有资金的抽离,并且组合价值保持不变的过程.即对一

个交易策略∅,如果它满足𝑢 = 1,2,⋯ , 𝑇都有 

∅𝑢−1 ∙ 𝑆𝑢 = ∅𝑢 ∙ 𝑆𝑢 , 

成立,则称其为自融资策略.其中,𝑆𝑢(𝑢 = 1,2,⋯ , 𝑇)为𝑢时刻资产价格,∅𝑢(𝑢 =

1,2,⋯ , 𝑇)为𝑢时刻资产持有量. 

定义 2.2
[36] 套利策略:如果已知∅是一个自融资交易策略,并且对于任意一个

最后时刻t该投资组合的价值Vt(∅) ≥ 0,而该投资组合在初始时刻的价值为

V0(∅) = 0,则称自融资交易策略∅为一个套利策略. 

定义 2.3
[36] 无套利市场:如果自融资策略集合Φ中不存在任何的套利机会.

则称市场𝑀 = (𝑆, 𝛷)是无套利的,其中Φ是自融资交易策略的集合,𝑆是与ℱ相适

应的随机过程. 
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定义 2.4
[36] 复制策略:如果一个交割时间为𝑇的未定权益𝑋和一个自融资策

略∅,使得𝑉𝑡(∅) = 𝑋,则称该自融资交易策略为复制策略. 

定义 2.5
[36] 完备市场:如果每一个未定权益𝑋在市场𝑀中都可以被某一交易

策略复制,则称市场𝑀为完备市场. 

2.3 经典 B-S 定价模型 

模型的基本假设[1] 

(1)金融市场是完全的,不存在套利,并且所有未定权益是可以复制的. 

(2)市场无摩擦性,即在交易过程中,不支付交易费用和税费. 

(3)期权交易过程中,交易是连续的,并且允许卖空. 

(4)期权标的资产价格服从几何布朗运动,即 

𝑑𝑆𝑡 = 𝑢𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑡𝑑𝐵𝑡 , 

其中,𝐵𝑡是标准布朗运动,期望回报率𝑢和波动率𝜎均为常数. 

(5)期权在有效期内的无风险利率𝑟为常数. 

(6)期权为欧式期权,并且在交易过程中不支付红利,无股息或其他分配. 

定价公式[1]
 

B-S 微分方程 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆𝑡

2
𝜕2

𝜕𝑆2
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝑉

𝜕𝑆
− 𝑟𝑉 = 0. 

求解上述微分方程得到经典 B-S 模型的定价公式, 

𝐶(𝑆𝑡 , 𝑡) = 𝑆𝑡Φ(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)Φ(𝑑2), 

𝑃(𝑆𝑡 , 𝑡) = 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)Φ(−𝑑2) − 𝑆𝑡Φ(−𝑑1), 

其中, 

𝑑1 =
𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾
+(𝑟+

1

2
𝜎2)(𝑇−𝑡)

𝜎√𝑇−𝑡
,   𝑑2 = 𝑑1 − 𝜎√𝑇 − 𝑡, 

Φ(∙)为标准正态分布的累积分布函数,𝑆𝑡为𝑡时刻标的资产价格,K为执行价格,𝑟

为无风险利率,𝜎为股票价格的波动率,𝐶(𝑆𝑡, 𝑡)和𝑃(𝑆𝑡, 𝑡)分别为看涨和看跌期权

的价格. 
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2.4 分形布朗运动及其性质  

定义 2.6[36]对于赫斯特参数0 < 𝐻 < 1且任意的 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ ,若随机过程

𝐵𝑡
𝐻 = {𝐵𝐻(𝑡),−∞ < 𝑡 < +∞}是具有平稳增量的自相似过程,则称𝐵𝑡

𝐻是赫斯特参

数为𝐻的分形布朗运动,分形布朗运动的协方差函数满足如下等式 

𝐶𝑜𝑣(𝐵𝐻(𝑡), 𝐵𝐻(𝑠)) =
1

2
(|𝑡|2𝐻 + |𝑠|2𝐻 − |𝑡 − 𝑠|2𝐻). 

当𝐻 =
1

2
时,𝐵𝑡

𝐻为标准布朗运动,𝐸(𝐵𝐻(𝑡)) = 0, 𝑉𝑎𝑟(𝐵𝐻(1)) = 1时, 𝐵𝑡
𝐻为标准分

形布朗运动. 

分形布朗运动的性质[36]: 

(1)对于任意的𝑡 > 0,有 𝐸𝐵𝑡
𝐻 = 0成立. 

(2)分形布朗运动𝐵𝑡
𝐻具有平稳增量. 

(3)对任意的𝐻 ∈ (0,1), 𝑡 ≥ 0, 𝐸[𝐵𝑡
𝐻]2 = 𝑡2𝐻 . 

(4)对任意的𝐻 ∈ (0,1), 𝑠 ≥ 0,随机过程𝐵𝑡+𝑠
𝐻 − 𝐵𝑠

𝐻也是分形布朗运动. 

(5)对于任意的α > 0,𝐵𝛼𝑡
𝐻与𝛼𝐻𝐵𝑡

𝐻有相同的分布. 

(6)当𝐻 ∈ (0,1)时,𝐵𝑡
𝐻具有长相依性. 

(7)当𝐻 =
1

2
时,𝐵𝑡

𝐻既不是马尔科夫过程也不是半鞅. 

分形布朗运动的几种表示方法[36]: 

(1)谱表示 

𝐵𝑡
𝐻 =

1

𝑐𝐻
∫

𝑒𝑖𝑡𝑢 − 1

|𝑢|𝐻−1 2⁄
𝑊̃(𝑑𝑢)

+∞

−∞

, 

其中, 𝑐𝐻 = √
2cos(𝜋𝑥)Γ(2−2𝑥)

𝑥(1−2𝑥)
= √

2𝜋

Γ(2𝑥+1) sin(𝜋𝑥)
,   𝑊̃是ℝ的一个复布朗测度. 

(2)Volterra 表示: 

𝐵𝑡
𝐻 = ∫ 𝐾𝐻(𝑡, 𝑠)𝑑𝑊𝑠

𝑡

0

, 

其中, 𝐾𝐻(𝑡, 𝑠) = 𝑑𝐻(𝑡 − 𝑠)
𝐻−

1

2 + 𝑑𝐻 (
1

2
−𝐻) ∫ (𝑢 − 𝑠)

𝐻−
3

2 (1 − (
𝑠

𝑢
)

1

2
−𝐻

)𝑑𝑢,
𝑡

𝑠
  

  𝑑𝐻 = √
2𝐻Γ(

3

2
−𝐻)

Γ(𝐻+
1

2
)Γ(2−2𝐻)

, 𝑊𝑠是标准布朗运动. 
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(3)移动平均表示 

𝐵𝑡
𝐻 = κ(𝐻)∫ ((𝑡 − 𝑠)+

𝐻−1 2⁄
− (−𝑠)+

𝐻−1 2⁄ )𝑑𝑊𝑠

+∞

−∞

, 

其中,κ(𝐻) = 1 Γ(𝐻 + 1 2⁄ )⁄ . 

2.5 多分形布朗运动及其性质 

定 义 2.7
[20] 对 于 任 意 的 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,+∞) , 满 足 |𝑡1 − 𝑡2| < 1, 即

𝐻𝑡 = 𝐻(𝑡): [0,+∞) → (0,1)是指数为𝛽 > 0的𝐻𝑜̈𝑙𝑑𝑒𝑟函数,若存在常数𝑐0 > 0使得

|𝐻(𝑡1) − 𝐻(𝑡2)| ≤ 𝑐0|𝑡1 − 𝑡2|
𝛽成立,则称 

𝑊𝐻𝑡(𝑡) =
1

Γ(𝐻𝑡 + 1 2⁄ )
[∫ ((𝑡 − 𝜏)𝐻𝑡−1 2⁄ − (−𝜏)𝐻𝑡−1 2⁄ )𝑑𝑊(𝜏)

0

−∞

+∫ (𝑡 − 𝜏)𝐻𝑡−1 2⁄ 𝑑𝑊(𝜏)
𝑡

0

], 

为多分形布朗运动,其中𝑊(𝑡)是一个布朗运动. 

多分形布朗运动的性质[20]: 

(1)假设𝐵𝐻𝑡(𝑡)和𝐵𝐻𝑠(𝑠)是两个多分形布朗运动,则其协方差函数满足如下方 

程 

cov (𝐵𝐻𝑡(𝑡), 𝐵𝐻𝑠(𝑠)) =
𝑔(𝐻𝑡 , 𝐻𝑠)

2
{|𝑡|𝐻𝑡+𝐻𝑠 + |𝑠|𝐻𝑡+𝐻𝑠 − |𝑡 − 𝑠|𝐻𝑡+𝐻𝑠}, 

其中, 

𝑔(𝐻𝑡 , 𝐻𝑠) = {𝐼(𝐻𝑡)𝐼(𝐻𝑠)}
−1 2⁄ 𝐼{(𝐻𝑡 +𝐻𝑠) 2⁄ }, 

𝐼(𝐻) =

{
 
 

 
 
Γ(1 − 2𝐻)

𝐻
sin {

𝜋

2
(1 − 2𝐻)}         𝐻 ∈ (0, 1 2⁄ )

𝜋                                                  𝐻 = 1 2⁄

Γ{2(1 − 𝐻)}

𝐻(2𝐻 − 1)
sin {

𝜋

2
(2𝐻 − 1)}    𝐻 ∈ (1 2⁄ , 1).

 

当𝑡 = 𝑠时,𝐻𝑡 = 𝐻𝑠 ,   𝑔(𝐻𝑡, 𝐻𝑠) = 1. 

(2)𝑊𝐻𝑡是一个关于𝑡的连续函数. 

(3)假设𝑋~𝑁(0, 𝜎2)是一个随机变量,则对于任意𝑟 > 0,有 

𝐸[|𝑋|𝑟] =
2𝑟 2⁄ Γ (

𝑟 + 1
2
)

Γ (
1
2)

𝜎𝑟 . 

(4)Kolmogorov 准则 
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假设𝑋𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇是一个可分离过程,𝑇是一个有限区间,存在常数α > 0, 

ℬ > 0, C > 0使得𝐸|𝑋𝑡+ℎ − 𝑋𝑡|
𝛼 ≤ 𝐶ℎ1+ℬ,则 

sup
𝑡,𝑠∈𝑇
|𝑡−𝑠|<ℎ

|𝑋𝑡 − 𝑋𝑠|
𝑎.𝑠.
ℎ→0
→  0. 

(5)假设𝐵𝐻𝑡(𝑡)是一个多分形布朗运动,则𝐸[𝐵𝐻𝑡(𝑡)]
2
= 𝑡2𝐻𝑡. 

2.6 随机利率模型 

对于随机利率模型的研究主要有一般均衡模型和无套利模型两种,根据文章

需要,下面给出一般均衡模型中几种常见的利率模型. 

一般均衡模型的随机微分方程如下[51]: 

𝑑𝑟 = 𝑚(𝑟)𝑑𝑡 + 𝑠(𝑟)𝑑𝑧. 

其中,𝑟为短期利率.式中𝑚(𝑟)和𝑠(𝑟)表示形式的不同,可以得到不同的模型结构. 

当𝑚(𝑟) = 𝑢𝑟, 𝑠(𝑟) = 𝜎𝑟时,模型为 Rendleman and Bartter 模型; 

当𝑚(𝑟) = 𝑎(𝑏 − 𝑟), 𝑠(𝑟) = 𝜎时,模型为 Vasicek 模型; 

当𝑚(𝑟) = 𝑎(𝑏 − 𝑟), 𝑠(𝑟) = 𝜎√𝑟时,为 CIR 模型. 
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3 多分形布朗运动下欧式期权定价模型  

3.1 金融市场基本假设条件 

(1)假设在𝑡时刻股票价格𝑆𝑡满足多分形 B-S 模型: 

𝑆𝑡 = 𝑆0𝑒𝑥𝑝 (𝑢𝑡 + 𝜎𝐵𝐻𝑡(𝑡)), 

其中,𝑢, 𝐻𝑡 >
1

3
, 𝜎和𝑆0 > 0是常数. 

(2)投资组合在每个有限时间步长𝛿𝑡上修正一次. 

(3)交易成本与基础交易的价值成正比,即若股票以𝑣𝑡进行买卖(𝑣𝑡 > 0买 

进, 𝑣𝑡 < 0卖出),则在下一买卖时期股票的交易成本为
𝑘

2
|𝑣|𝑆𝑡 .其中𝑘为常数,其取

值主要依赖个人投资者. 

(4)对冲投资组合的预期收益与期权的收益相等. 

(5)假定投资组合的投资者都是理性的. 

3.2 多分形布朗运动下带有交易费用的定价公式 

对于多分形布朗运动模型定价公式的推导,首先要得到其满足的偏微分方程,

然后再对偏微分方程求解便可得其定价公式,因此,在风险中性测度下给出其所

满足的偏微分方程. 

引理 1 在风险中性测度下,具有交易费用的多分形布朗运动环境下的欧式

看涨期权的价格𝑉𝑡在𝑡(𝑡 ∈ [0, 𝑇])时刻满足如下所示的微分方程: 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝑉

𝜕𝑆𝑡
+
𝜎̃2

2
𝑆𝑡
2 𝜕

2𝑉

𝜕𝑆𝑡
2 − 𝑟𝑉 = 0,                    (1) 

其中, 

𝜎̂2 = 𝜎2[(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 + 𝐿𝑒(𝐻𝑡)],𝐿𝑒(𝐻𝑡) =
𝑘

𝜎(𝛿𝑡)1−𝐻𝑡
√
2

𝜋
,𝑘为常数. 

证明详见参考文献[20]. 

定理 1 在多分形布朗运动环境下,执行价格为𝐾,到期日为𝑇的带有交易费用

的欧式看涨期权在𝑡 ∈ [0, 𝑇]时刻的价格𝑉𝑡为 

𝑉(𝑆𝑡 , 𝑡) = 𝑆𝑡𝑁(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁(𝑑2). 

其中, 
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𝑑1 =
𝑙𝑛(

𝑆𝑡
𝐾
)+(𝑟+

𝜎̃2

2
)(𝑇−𝑡)

𝜎̃√𝑇−𝑡
,𝑑2 = 𝑑1 − 𝜎̃√𝑇 − 𝑡, 𝜎̃

2 = 𝜎2[(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 + 𝐿𝑒(𝐻𝑡)]. 

𝐿𝑒(𝐻𝑡) =
𝑘

𝜎(𝛿𝑡)1−𝐻𝑡
√
2

𝜋
,𝑘为常数. 

证明 由引理 1 可得欧式看涨期权满足微分方程(1),即 

{

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝑉

𝜕𝑆𝑡
+
𝜎̃2

2
𝑆𝑡
2
𝜕2𝑉

𝜕𝑆𝑡
2 − 𝑟𝑉 = 0

𝑉(𝑆𝑇 , 𝑇) = (𝑆𝑇 −𝐾)
+.

 

假设 

𝑆𝑡 = S = e
𝑥 , 𝑉(𝑆𝑡, 𝑡) = 𝐶(𝑡, 𝑥), 𝑥 = 𝑙𝑛S, 

则 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
=
𝜕𝐶

𝜕𝑡
,                                                                    (2) 

𝜕𝑉

𝜕𝑆
=
𝜕𝐶

𝜕𝑥

1

𝑆
,                                                                  (3) 

∂2V

∂S2
=
∂2C

∂x2
1

S2
−
∂C

∂x

1

S2
= (

∂2C

∂x2
−
∂C

∂x
)
1

S2
,                (4) 

将(2)、(3)、(4)式以及假设条件代入(1)式进行整理: 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑆

𝜕𝐶

𝜕𝑥

1

𝑆
+
𝜎̃2

2
𝑆2 (

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
−
𝜕𝐶

𝜕𝑥
)
1

𝑆2
− 𝑟𝐶 = 0, 

即 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑟

𝜕𝐶

𝜕𝑥
+
𝜎̃2

2
(
𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
−
𝜕𝐶

𝜕𝑥
) − 𝑟𝐶 = 0,                                 (5) 

令 

𝑢(𝑠, 𝑧) = 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑒𝑟(𝑇−𝑡),s =
𝜎̃2

2
(𝑇 − 𝑡),𝑧 = 𝑥 + 𝑟(𝑇 − 𝑡) −

𝜎̃2

2
(𝑇 − 𝑡). 

则 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝑢𝑟𝑒−𝑟(𝑇−𝑡) + 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡) (

𝜕𝑢

𝜕𝑠

𝜕𝑠

𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑡
) 

     = 𝑢𝑟𝑒−𝑟(𝑇−𝑡) + 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡) (−
𝜕𝑢

𝜕𝑠

𝜎̃2

2
− 𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜎̃2

2

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) 

     = 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡) (𝑢𝑟 −
𝜎̃2

2

𝜕𝑢

𝜕𝑠
− 𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜎̃2

2

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) = 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡) (𝑢𝑟 +

𝜎̃2

2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑧
−
𝜕𝑢

𝜕𝑠
) − 𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) , (6)          

𝜕𝐶

𝜕𝑥
= 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑧
 ,                                                                                  (7) 
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𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
= 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
,                                                 (8) 

将(6)、(7)、(8)代入(5)式得 

𝑒−𝑟(𝑇−𝑡) [(𝑢𝑟 +
𝜎̃2

2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑧
−
𝜕𝑢

𝜕𝑠
) − 𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) + 𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜎̃2

2
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
−
𝜕𝑢

𝜕𝑧
)] − 𝑟𝐶 = 0, 

整理得 

{
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
=
𝜕𝑢

𝜕𝑠
𝑢(0, 𝑧) = (𝑒𝑧 − 𝐾)+

, 

根据热传导方程理论得 

𝑢(𝑠, 𝑧) = 𝑒𝑠+𝑧𝑁 (
𝑧 + 2𝑠 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝑠
)− 𝐾𝑁 (

2 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝑠
), 

因此 

𝐶(𝑡, 𝑆𝑡) = 𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝑒𝑠+𝑧𝑁 (

𝑧 + 2𝑠 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝑠
)− 𝐾𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁 (

𝑧 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝑠
), 

将 

s =
𝜎̃2

2
(𝑇 − 𝑡), z = 𝑥 + 𝑟(𝑇 − 𝑡) −

𝜎̃2

2
(𝑇 − 𝑡), 𝑆𝑡 = S = e

𝑥 ,代入上式可得

𝐶(𝑡, 𝑆𝑡) = 𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝑒𝑠+𝑧𝑁 (

𝑧+2𝑠−𝑙𝑛𝐾

√2𝑠
) − 𝐾𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁 (

𝑧−𝑙𝑛𝐾

√2𝑠
) =

𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝑒
𝜎̃2

2
(𝑇−𝑡)+𝑥+𝑟(𝑇−𝑡)−

𝜎̃2

2
(𝑇−𝑡)𝑁(

𝑥+𝑟(𝑇−𝑡)−
𝜎̃2

2
(𝑇−𝑡)+𝜎̃2(𝑇−𝑡)−𝑙𝑛𝐾

√𝜎̃2(𝑇−𝑡)
) −

𝐾𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁(
𝑥+𝑟(𝑇−𝑡)−

𝜎̃2

2
(𝑇−𝑡)−𝑙𝑛𝐾

√𝜎̃2(𝑇−𝑡)
) = 𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝑒𝑥+𝑟(𝑇−𝑡)𝑁(

𝑥+(𝑟+
𝜎̃2

2
)(𝑇−𝑡)−𝑙𝑛𝐾

𝜎̃√(𝑇−𝑡)
) −

𝐾𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁(
𝑥+(𝑟−

𝜎̃2

2
)(𝑇−𝑡)−𝑙𝑛𝐾

𝜎̃√(𝑇−𝑡)
) = 𝑒𝑙𝑛𝑆𝑡𝑁(

𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾
+(𝑟+

𝜎̃2

2
)(𝑇−𝑡)

𝜎̃√(𝑇−𝑡)
) 

−𝐾𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁(
𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾 + (𝑟 −

𝜎̃2

2 )
(𝑇 − 𝑡)

𝜎̃√(𝑇 − 𝑡)
), 

记 

𝑑1 =
𝑙𝑛(

𝑆𝑡
𝐾
)+(𝑟+

𝜎̃2

2
)(𝑇−𝑡)

𝜎̃√𝑇−𝑡
,    𝑑2 = 𝑑1 − 𝜎̃√𝑇 − 𝑡, 

则上式等价于 

𝐶(𝑡, 𝑆𝑡) = 𝑆𝑡𝑁(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁(𝑑2), 
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即 

𝑉(𝑆𝑡 , 𝑡) = 𝑆𝑡𝑁(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁(𝑑2), 

因此定理得证.  

3.3 多分形随机利率环境下的定价公式 

假定零息票债券𝑃(𝑟𝑇 , 𝑇, 𝑇) = 1,即到期日为𝑇时 1 张零息票债券能够换取 1

元现金,利率𝑟𝑡满足如下多分形 B-S 方程 

𝑑𝑟(𝑡) = 𝜃(𝑢 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑟𝑑𝐵𝐻𝑡(𝑡),                                             (9) 

其中, 𝜃为利率调节速度, 𝑢为均值回复系数, 𝜎𝑟为短期利率的波动率, 𝐵𝐻𝑡(𝑡)为

多分形布朗运动. 

下面将运用风险对冲策略计算𝑡时刻零息票债券𝑃(𝑟𝑇 , 𝑡, 𝑇)的价格. 

引理 2 在多分形随机利率环境下,到期日为𝑇的零息票债券在𝑡时刻的价格

满足如下偏微分方程 

{
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝜃(𝑢̂ − 𝑟𝑡)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+
1

2
𝜎̃𝑟
2
𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
− 𝑟𝑃 = 0

𝑃(𝑟𝑇 , 𝑇, 𝑇) = 1

. 

证明  假设𝑃1(𝑡, 𝑟𝑡, 𝑇1)是到期日为𝑇1的零息票债券, 𝑃2(𝑡, 𝑟𝑡, 𝑇2)是到期日为

𝑇2的零息票债券,在[𝑡, 𝑡 + 𝛿𝑡]内构造由 1 份多头零息票债券𝑃1和∆份空头零息票

债券𝑃2构成的投资组合Π,即 

Π𝑡 = 𝑃1 − ∆𝑃2, 

用𝐼𝑡𝑜̂公式对𝑃1(𝑟𝑡, 𝑡, 𝑇1)和𝑃2(𝑟𝑡, 𝑡, 𝑇2)进行展开可得 

𝛿𝑃1 =
𝜕𝑃1
𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

𝜕𝑃1
𝜕𝑟
(𝛿𝑟) +

1

2

𝜕2𝑃1
𝜕𝑡2

(𝛿𝑡)2 +
𝜕2𝑃1
𝜕𝑟𝜕𝑡

(𝛿𝑟)(𝛿𝑡) +
1

2

𝜕2𝑃1
𝜕𝑟2

(𝛿𝑟)2, (10) 

𝛿𝑃2 =
𝜕𝑃2
𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

𝜕𝑃2
𝜕𝑟
(𝛿𝑟) +

1

2

𝜕2𝑃2
𝜕𝑡2

(𝛿𝑡)2 +
𝜕2𝑃2
𝜕𝑟𝜕𝑡

(𝛿𝑟)(𝛿𝑡) +
1

2

𝜕2𝑃2
𝜕𝑟2

(𝛿𝑟)2, (11) 

则 

𝐸(𝛿Π𝑡) = 𝐸(𝛿𝑃1 − ∆𝛿𝑃2), 
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      =
𝜕𝑃1
𝜕𝑡
𝐸(𝛿𝑡) +

𝜕𝑃1
𝜕𝑟
𝐸(𝛿𝑟) +

1

2

𝜕2𝑃1
𝜕𝑡2

𝐸(𝛿𝑡)2 +
𝜕2𝑃1
𝜕𝑟𝜕𝑡

𝐸((𝛿𝑟)(𝛿𝑡)) +
1

2

𝜕2𝑃1
𝜕𝑟2

𝐸(𝛿𝑟)2

− ∆(
𝜕𝑃2
𝜕𝑡
𝐸(𝛿𝑡) +

𝜕𝑃2
𝜕𝑟
𝐸(𝛿𝑟) +

1

2

𝜕2𝑃2
𝜕𝑡2

𝐸(𝛿𝑡)2 +
𝜕2𝑃2
𝜕𝑟𝜕𝑡

𝐸((𝛿𝑟)(𝛿𝑡))

+
1

2

𝜕2𝑃2
𝜕𝑟2

𝐸(𝛿𝑟)2), 

又因为 

𝐸(𝛿𝑡)2 = o(𝛿𝑡), 

𝐸((𝛿𝑟)(𝛿𝑡)) = o(𝛿𝑡), 

𝐸(δ𝑟)2 = 𝐸 (𝜃(𝑢 − 𝑟𝑡)𝛿𝑡 + 𝜎𝑟𝛿𝐵𝐻𝑡(𝑡)) = 𝜎𝑟
2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡 , 

即 

𝐸(𝛿Π𝑡) =
𝜕𝑃1
𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

𝜕𝑃1
𝜕𝑟
(𝛿𝑟) +

1

2

𝜕2𝑃1
𝜕𝑟2

𝜎𝑟
2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡

− ∆ (
𝜕𝑃2
𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

𝜕𝑃2
𝜕𝑟
(𝛿𝑟) +

1

2

𝜕2𝑃2
𝜕𝑟2

𝜎𝑟
2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡), 

令 

∆=
𝜕𝑃1 𝜕𝑟⁄

𝜕𝑃2 𝜕𝑟⁄
, 

则 

𝐸(𝛿Π𝑡) = (
𝜕𝑃1
𝜕𝑡
−
𝜕𝑃1 𝜕𝑟⁄

𝜕𝑃2 𝜕𝑟⁄

𝜕𝑃2
𝜕𝑡
) (𝛿𝑡) +

1

2
𝜎𝑟
2 (
𝜕2𝑃1
𝜕𝑟2

−
𝜕𝑃1 𝜕𝑟⁄

𝜕𝑃2 𝜕𝑟⁄

𝜕2𝑃2
𝜕𝑟2

) (𝛿𝑡)2𝐻𝑡 , 

又因为 

E(𝛿Π𝑡) = 𝑟(𝑡)Π𝑡𝛿𝑡, 

则 

(
𝜕𝑃1
𝜕𝑡
−
𝜕𝑃1 𝜕𝑟⁄

𝜕𝑃2 𝜕𝑟⁄

𝜕𝑃2
𝜕𝑡
) (𝛿𝑡) +

1

2
𝜎𝑟
2 (
𝜕2𝑃1
𝜕𝑟2

−
𝜕𝑃1 𝜕𝑟⁄

𝜕𝑃2 𝜕𝑟⁄

𝜕2𝑃2
𝜕𝑟2

) (𝛿𝑡)2𝐻𝑡

= 𝑟 (𝑃1 −
𝜕𝑃1 𝜕𝑟⁄

𝜕𝑃2 𝜕𝑟⁄
𝑃2) (𝛿𝑡), 

整理得 
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(
𝜕𝑃1
𝜕𝑡
+
1

2
𝜎𝑟
2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1

𝜕2𝑃1
𝜕𝑟2

− 𝑟𝑃1)
𝜕𝑃1
𝜕𝑟

⁄

= (
𝜕𝑃2
𝜕𝑡
+
1

2
𝜎𝑟
2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1

𝜕2𝑃2
𝜕𝑟2

− 𝑟𝑃2)
𝜕𝑃2
𝜕𝑟

⁄ , 

令 

𝜎̃𝑟
2(𝑡) = 𝜎𝑟

2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1, λ = (
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝜎̃𝑟

2 𝜕
2𝑃

𝜕𝑟2
− 𝑟𝑃)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
⁄ = −𝜃(𝑢̂ − 𝑟), 

又因为 

𝑢̂ = 𝑢 −
𝜆

𝜃
𝜎𝑟, 

因此 

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)

𝜕2𝑃2
𝜕𝑟2

+ 𝜃(𝑢̂ − 𝑟)
𝜕𝑃

𝜕𝑟
− 𝑟𝑃 = 0. 

从而零息票债券𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇)满足如下偏微分方程 

{
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝜃(𝑢̂ − 𝑟)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)

𝜕2𝑃2
𝜕𝑟2

− 𝑟𝑃 = 0

𝑃(𝑟𝑇, 𝑇, 𝑇) = 1

,                       (12) 

引理得证. 

求解引理 2给出的偏微分方程可得零息票债券的定价公式. 

定理2  多分形随机利率环境下,到期日为𝑇的零息票债券𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇)在𝑡ϵ[0,𝑇]

时的价格为 

𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇) = e𝑓1(𝜏)−𝑟𝑓2(𝜏), 

其中, 

𝑓1(𝜏) = 𝑢̂(𝑇 − 𝑡) + 𝑢̂𝑓2(𝜏) −
1

2
∫ 𝜎̃𝑟

2(𝑠)𝑓2
2𝑇

𝑡
(𝜏)𝑑𝑠, 𝑓2(𝜏) =

1−𝑒𝜃(𝑇−𝑡)

𝜃
. 

证明  令 𝜏 = 𝑇 − 𝑡,由零息票债券所满足的偏微分方程 (12)可知,零息票

债券的价格满足如下形式的解, 

𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇) = e𝑓1(𝜏)−𝑟𝑓2(𝜏) = e𝑓1(𝑇−𝑡)−𝑟𝑓2(𝑇−𝑡) , 

则可得 

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= 𝑃 (−

𝜕𝑓1(𝜏)

𝜕𝑡
+ 𝑟

𝜕𝑓2(𝜏)

𝜕𝑡
),                                            (13) 

𝜕𝑃

𝜕𝑟
= −𝑃𝑓2(𝜏),                                                               (14) 
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𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
= 𝑃𝑓2

2(𝜏),                                                               (15) 

将 (13)  (14)  (15)式代入(12)式 

𝑃 (−
𝜕𝑓1(𝜏)

𝜕𝑡
+ 𝑟

𝜕𝑓2(𝜏)

𝜕𝑡
) + 𝜃(𝑢̂ − 𝑟)(−𝑃𝑓2(𝜏)) +

1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡) 𝑃𝑓2

2(𝜏) − 𝑟𝑃 = 0, 

整理得 

𝑃(−
𝜕𝑓1(𝜏)

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)𝑓2

2(𝜏) − 𝜃𝑢̂𝑓2(𝜏) + 𝑟 (𝜃𝑓2(𝜏) − 1 +
𝜕𝑓2(𝜏)

𝜕𝑡
)) = 0, 

即 

{

𝜕𝑓2(𝜏)

𝜕𝑡
+ 𝜃𝑓2(𝜏) − 1 = 0

−
𝜕𝑓1(𝜏)

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)𝑓2

2(𝜏) − 𝜃𝑢̂𝑓2(𝜏)

, 

解以上方程可得 

{
 
 

 
 𝑓1(𝜏) = 𝑢̂(𝑇 − 𝑡) + 𝑢̂𝑓2(𝜏) −

1

2
∫ 𝜎̃𝑟

2(𝑠)𝑓2
2

𝑇

𝑡

(𝜏)𝑑𝑠

𝑓2(𝜏) =
1 − 𝑒𝜃(𝑇−𝑡)

𝜃

, 

定理得证. 

在对利率载体零息票债券的定价研究的基础上,进一步给出多分形随机利率

模型满足的偏微分方程. 

引理 3 在风险中性测度下,多分形随机利率模型下的欧式看涨期权的价格

𝐶𝑡 = 𝐶(𝑆𝑡, 𝑟𝑡, 𝑡)在𝑡(𝑡 ∈ [0,𝑇])时刻所满足的微分方程如下 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎̃𝑠
2(𝑡)𝑆𝑡

2
𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 + 𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑆𝑡

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑟
+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)

𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
+ 𝜃(𝑢̂ − 𝑟)

𝜕𝐶

𝜕𝑟
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡

− 𝑟𝐶 = 0, 

其中, 𝜎𝑠为股票价格的波动率, 𝜎𝑟为随机利率的波动率, 𝜌为两个多分形布朗运动

的相关系数, 𝜃为利率调节速度且𝜎𝑠, 𝜎𝑟 , 𝜌, 𝜃均为常数, 𝑢̂的表达式如引理 2所示. 

证明 考虑由∆1𝑡份股票, ∆2𝑡份零息债券和 1 份期权构成的投资组合,则在𝑡

时刻该投资组合的价格为 

Π𝑡 = 𝐶𝑡 − ∆1𝑡𝑆𝑡 − ∆2𝑡𝑃𝑡, 

则其在[𝑡, 𝑡 + 𝛿𝑡]内的变化值为 
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𝛿Π𝑡 = 𝛿𝐶 − ∆1𝑡𝛿𝑆𝑡 − ∆2𝑡𝛿𝑃𝑡 ,                                         (16) 

利用 Vick-Itô积分对期权价值展开得 

𝛿𝐶 =
𝜕𝐶

𝜕𝑡
𝛿𝑡 +

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
𝛿𝑆𝑡 +

𝜕𝐶

𝜕𝑟
𝛿𝑟 +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2
(𝛿𝑆𝑡)

2 +
1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
(𝛿𝑟)2 +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑟𝜕𝑆𝑡
(𝛿𝑟)(𝛿𝑆𝑡), 

又零息票债券满足如(12)式所示的偏微分方程,将上式及(12)代入(16)得 

𝛿Π𝑡 =
𝜕𝐶

𝜕𝑡
𝛿𝑡 +

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
𝛿𝑆𝑡 +

𝜕𝐶

𝜕𝑟
𝛿𝑟 +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2
(𝛿𝑆𝑡)

2 +
1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
(𝛿𝑟)2 +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑟𝜕𝑆𝑡
(𝛿𝑟)(𝛿𝑆𝑡)

− ∆1𝑡𝛿𝑆𝑡 − ∆2𝑡 (
𝜕𝑃

𝜕𝑡
𝛿𝑡 +

𝜕𝑃

𝜕𝑟
𝛿𝑟 +

1

2

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
(𝛿𝑟)2), 

同引理 2 的证明得 

𝛿Π𝑡 =
𝜕𝐶

𝜕𝑡
𝛿𝑡 +

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
𝛿𝑆𝑡 +

𝜕𝐶

𝜕𝑟
𝛿𝑟 +

1

2
𝜎𝑠
2𝑆𝑡
2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 +

1

2
𝜎𝑟
2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡

𝜕2𝐶

𝜕𝑟2

+
1

2
ρ𝜎𝑠𝜎𝑟(𝛿𝑡)

2𝐻𝑡
𝜕2𝐶

𝜕𝑟𝜕𝑆𝑡
− ∆1𝑡𝛿𝑆𝑡

− ∆2𝑡 (
𝜕𝑃

𝜕𝑡
𝛿𝑡 +

𝜕𝑃

𝜕𝑟
𝛿𝑟 +

1

2
𝜎𝑟
2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
), 

整理得 

𝛿Π𝑡 =
𝜕𝐶

𝜕𝑡
𝛿𝑡 +

1

2
(𝜎𝑠

2𝑆𝑡
2
𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 + 𝜎𝑟

2
𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
+ ρ𝜎𝑠𝜎𝑟

𝜕2𝐶

𝜕𝑟𝜕𝑆𝑡
) (𝛿𝑡)2𝐻𝑡 + (

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
− ∆1𝑡) 𝛿𝑆𝑡

+ (
𝜕𝐶

𝜕𝑟
− ∆2𝑡

𝜕𝑃

𝜕𝑟
) 𝛿𝑟 − ∆2𝑡 (

𝜕𝑃

𝜕𝑡
𝛿𝑡 +

1

2
𝜎𝑟
2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
),                (17) 

又因为𝑃 = 𝑃(𝑟𝑡, 𝑡, 𝑇)满足(12)式,则 

−∆2𝑡 (
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎𝑟
2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
)𝛿𝑡 = −∆2𝑡 (𝑟𝑃 − 𝜃(𝑢̂ − 𝑟)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
) 𝛿𝑡, 

根据无风险策略可知𝛿Π𝑡 = 𝑟𝛱𝑡𝛿𝑡,为了消除风险令∆1𝑡=
𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
, ∆2𝑡=

𝜕𝐶

𝜕𝑟

𝜕𝑃

𝜕𝑟
,⁄ 代入

 (17)得 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+
1

2
(𝜎𝑠

2𝑆𝑡
2
𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 + 𝜎𝑟

2
𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
+ ρ𝜎𝑠𝜎𝑟

𝜕2𝐶

𝜕𝑟𝜕𝑆𝑡
)(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1

−
𝜕𝐶

𝜕𝑟

𝜕𝑃

𝜕𝑟
⁄ (𝑟𝑃 − 𝜃(𝑢̂ − 𝑟)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
) = 𝑟 (𝐶𝑡 −

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
𝑆𝑡 −

𝜕𝐶

𝜕𝑟

𝜕𝑃

𝜕𝑟
⁄ 𝑃𝑡), 
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整理得 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎̃𝑠
2(𝑡)𝑆𝑡

2
𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 +

1

2
𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑆𝑡

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑟
+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)

𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
 

           +𝜃(𝑢̂ − 𝑟)
𝜕𝐶

𝜕𝑟
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
− 𝑟𝐶 = 0,                                               (18) 

其中, 

𝜎̃𝑠
2(𝑡) = 𝜎𝑠

2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1, 𝜎̃𝑟
2(𝑡) = 𝜎𝑟

2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1, 

引理得证. 

引理 3 给出了多分形随机利率模型下的欧式看涨期权的价格所满足的偏微

分方程,求解该偏微分方程可得相应的欧式期权定价公式. 

定理 3 多分形随机利率模型下,到期日为𝑇,执行价格为𝐾的欧式看涨期权在

𝑡(𝑡 ∈ [0,𝑇])时刻的价格𝐶𝑡 = 𝐶(𝑆𝑡 , 𝑟𝑡, 𝑡),满足如下方程 

𝐶(𝑆𝑡 , 𝑟𝑡, 𝑡) = 𝑆𝑡𝑁(𝑑1) − 𝐾𝑃(𝑟𝑡, 𝑡, 𝑇)𝑁(𝑑2), 

其中, 

𝑑1 =
𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾 +

1
2∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝑃

√∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

,    𝑑2 =
𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾 −

1
2∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝑃

√∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

, 

𝜎̂2(𝑡) = 𝜎̃𝑠
2(𝑡) + 𝜎̃𝑟

2(𝑡)𝑓2
2(𝜏) + 𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑓2(𝜏),            𝑓2(𝜏) =

1 − 𝑒𝜃(𝑇−𝑡)

𝜃
. 

证明  将(18)式转化为 Cauchy 问题讨论 

令 

𝑥 =
𝑆𝑡

𝑃(𝑟,𝑡,𝑇)
, 𝑉(𝑥, 𝑡) =

𝐶(𝑆𝑡 ,𝑟,𝑡)

𝑃(𝑟,𝑡,𝑇)
, 

则 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝑉

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝑃

𝜕𝑉

𝜕𝑡
− 𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜕𝑃

𝜕𝑡
, 

𝜕𝐶

𝜕𝑟
= 𝑉

𝜕𝑃

𝜕𝑟
− 𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜕𝑃

𝜕𝑟
, 

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
=
𝜕𝑉

𝜕𝑥
, 

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 =

1

𝑃

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
, 

𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
= 𝑉

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
− 𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
+ 𝑥2

1

𝑃

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑃

𝜕𝑟
)
2

, 
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𝜕2𝐶

𝜕𝑟𝜕𝑆𝑡
= −𝑥

1

𝑃

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
𝜕𝑃

𝜕𝑟
, 

将上式代入(18)式得 

𝑉
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝑃

𝜕𝑉

𝜕𝑡
− 𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎̃𝑠
2(𝑡)𝑆𝑡

2
1

𝑃

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
−
1

2
𝑥𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑆𝑡

1

𝑃

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
𝜕𝑃

𝜕𝑟

+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡) (𝑉

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
− 𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
+ 𝑥2

1

𝑃

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑃

𝜕𝑟
)
2

)

+ 𝜃(𝑢̂ − 𝑟) (𝑉
𝜕𝑃

𝜕𝑟
− 𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜕𝑃

𝜕𝑟
) + 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝑉

𝜕𝑥
− 𝑟𝑉𝑃 = 0, 

化简得 

𝑉
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝑃

𝜕𝑉

𝜕𝑡
− 𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎̃𝑠
2(𝑡)𝑆𝑡

2
1

𝑃

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
−
1

2
𝑥𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑆𝑡

1

𝑃

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
𝜕𝑃

𝜕𝑟

+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)𝑉

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
−
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)𝑥2

1

𝑃

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑃

𝜕𝑟
)
2

+ 𝜃(𝑢̂ − 𝑟)𝑉
𝜕𝑃

𝜕𝑟
− 𝜃(𝑢̂ − 𝑟)𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+ 𝑟𝑃𝑥

𝜕𝑉

𝜕𝑥
− 𝑟𝑉𝑃 = 0, 

整理得 

𝑃
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2𝑃
𝑥2
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
(𝜎̃𝑠

2(𝑡)𝑃2 − 𝑃𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)
𝜕𝑃

𝜕𝑟
+ 𝜎̃𝑟

2(𝑡) (
𝜕𝑃

𝜕𝑟
)
2

)

+ (𝑉 − 𝑥
𝜕𝑉

𝜕𝑥
)(
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝜃(𝑢̂ − 𝑟)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
− 𝑟𝑃) = 0. 

根据(12)式可知 

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝜃(𝑢̂ − 𝑟)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
− 𝑟𝑃 = 0, 

从而 

𝑃
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2𝑃
𝑥2
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
(𝜎̃𝑠

2(𝑡)𝑃2 − 𝑃𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)
𝜕𝑃

𝜕𝑟
+ 𝜎̃𝑟

2(𝑡) (
𝜕𝑃

𝜕𝑟
)
2

) = 0, 

由引理 2 可知
𝜕𝑃

𝜕𝑟
= −𝑃𝑓2(𝜏),且 

𝑓2(𝜏) =
1 − 𝑒𝜃(𝑇−𝑡)

𝜃
, 

则上式可化简为 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝑥2
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
(𝜎̃𝑠

2(𝑡) + 𝜎̃𝑟
2(𝑡)𝑓2

2(𝜏) + 𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑓2(𝜏)) = 0.               (19) 

记  

𝜎̂2(𝑡) = 𝜎̃𝑠
2(𝑡) + 𝜎̃𝑟

2(𝑡)𝑓2
2(𝜏) + 𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑓2(𝜏), 
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令 

𝑦 = 𝑙𝑛𝑥 

则 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
=
𝜕𝑉

𝑥𝜕𝑦
, 

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
=
1

𝑥2
(
𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
−
𝜕𝑉

𝜕𝑦
), 

则(19)式变为如下形式 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎̂2(𝑡) (

𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
−
𝜕𝑉

𝜕𝑦
) = 0,                                        (20) 

再令 

𝑉 = 𝑢(𝜂, 𝛾), 𝜂 = 𝑦 + 𝛼(𝑡), 𝛾 = 𝛽(𝑡). 

其中, 

𝛼(𝑇) = 0, 𝛽(𝑇) = 0. 

则 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
=
𝜕𝑢

𝜕𝜂
𝛼′(𝑡) +

𝜕𝑢

𝜕𝛾
𝛽′(𝑡),                

𝜕𝑉

𝜕𝑦
=
𝜕𝑢

𝜕𝜂
,                   

𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
=
𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
, 

将其代入(20)化简得 

𝜕𝑢

𝜕𝜂
𝛼′(𝑡) +

𝜕𝑢

𝜕𝛾
𝛽′(𝑡) +

1

2
𝜎̂2(𝑡) (

𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
−
𝜕𝑢

𝜕𝜂
) = 0, 

即 

(𝛼′(𝑡) −
1

2
𝜎̂2(𝑡))

𝜕𝑢

𝜕𝜂
+
𝜕𝑢

𝜕𝛾
𝛽′(𝑡) +

1

2
𝜎̂2(𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
= 0.                 (21) 

为消除风险令 

{
𝛼′(𝑡) =

1

2
𝜎̂2(𝑡)

𝛽′(𝑡) = −
1

2
𝜎̂2(𝑡)

, 

对上式两边积分可得 

{
 
 

 
 𝛼(𝑡) = −

1

2
∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

𝛽(𝑡) =
1

2
∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

, 
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代入(21)整理得 

−
1

2
𝜎̂2(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝛾
+
1

2
𝜎̂2(𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
= 0, 

解得 

𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
=
𝜕𝑢

𝜕𝛾
, 

边界条件为               

𝑢(𝜂, 0) = (𝑒𝜂 −𝐾)+, 

则根据热传导方程理论得 

𝑢(𝜂, 𝛾) = 𝑒𝜂+𝛾𝑁(
𝑦 + 2𝛾 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝛾
) − 𝐾𝑁(

𝛾 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝛾
), 

因此 

𝑉 = 𝑒𝜂+𝛾𝑁(
𝑦 + 2𝛾 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝛾
) − 𝐾𝑁(

𝛾 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝛾
) 

    = 𝑒𝑦𝑁

(

 
𝑦 +
1
2∫

𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝐾

√∫ 𝜎̂
2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡 )

 −𝐾𝑁

(

 
𝑦 −
1
2∫

𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝐾

√∫ 𝜎̂
2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡 )

  

   = 𝑦𝑁(𝑑̂1)−𝐾𝑁(𝑑̂2).                                                                                                          (22) 

其中, 

𝑑̂1 =
𝑦 +

1
2∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝐾

√∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

,     𝑑̂2 =
𝑦 −

1
2∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝐾

√∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

, 

再将 

𝑥 =
𝑆𝑡

𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇)
, 𝑉(𝑥, 𝑡) =

𝐶(𝑆𝑡 , 𝑟, 𝑡)

𝑃(𝑟, 𝑡, 𝑇)
 

代入(22)式得 

𝐶(𝑆𝑡 , 𝑟𝑡, 𝑡) = 𝑆𝑡𝑁(𝑑1) − 𝐾𝑃(𝑟𝑡, 𝑡, 𝑇)𝑁(𝑑2), 

其中, 

𝑑1 =
𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾 +

1
2∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝑃

√∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

,    𝑑2 =
𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾 −

1
2∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝑃

√∫ 𝜎̂2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

 

𝜎̂2(𝑡) = 𝜎̃𝑠
2(𝑡) + 𝜎̃𝑟

2(𝑡)𝑓2
2(𝜏) + 𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑓2(𝜏),            𝑓2(𝜏) =

1 − 𝑒𝜃(𝑇−𝑡)

𝜃
. 
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从而定理得证. 

3.4 多分形随机利率下具有交易费用的定价公式 

根据对随机率模型以及交易费用对期权定价模型影响的研究,现在在随机利

率模型下考虑交易费用对定价模型的影响,首先给出带有交易费用的随机利率模

型下欧式期权价格所满足的偏微分方程,然后在通过求解此方程得到该模型下的

欧式期权定价公式. 

引理 4 多分形随机利率模型下带有交易费用的欧式看涨期权的价格

𝐶𝑡 = 𝐶(𝑆𝑡, 𝑟𝑡, 𝑡)在𝑡(𝑡 ∈ [0,𝑇])时刻所满足的微分方程如下 

{
 
 

 
 
𝜕𝐶

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎𝑠𝜎𝑟𝜌𝑆𝑡

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑟
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 +

1

2
𝜎𝑟
2
𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 + 𝜃(𝑢 − 𝑟)

𝜕𝐶

𝜕𝑟
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡

−
1

2
𝜎̂𝑠
2
𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 − 𝑟𝐶 = 0

𝐶(𝑆𝑇 , 𝑟𝑇, 𝑇) = (𝑆𝑇 −𝐾)
+

, 

其中, 

𝜎𝑠, 𝜎𝑟 , 𝜌均为常数, 𝜎̂𝑠
2 = 𝜎𝑠

2((𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 + 𝐿𝑒(𝐻𝑡)𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜏)), 𝐿𝑒(𝐻𝑡) =
𝑘

𝜎𝑠(𝛿𝑡)
1−𝐻𝑡

√
2

𝜋
, 

 𝜌为两个多分形布朗运动的相关系数. 

证明 假设由 1份期权,∆1𝑡份股票和∆2𝑡份零息票债券构成投资组合,在𝑡时刻

投资组合的价格为 

Π𝑡 = 𝐶𝑡 − ∆1𝑡𝑆𝑡 − ∆2𝑡𝑃𝑡, 

在[𝑡, 𝑡 + 𝛿𝑡]内投资组合的变化价格为 

δΠ𝑡 = 𝛿𝐶𝑡 − ∆1𝑡𝛿𝑆𝑡 − ∆2𝑡𝛿𝑃𝑡 −
𝑘

2
|𝛿∆1𝑡|𝑆𝑡 , 

根据 Vick-Itô公式对其右边部分进行展开 

𝛿𝐶𝑡(𝑡, 𝑟𝑡, 𝑆𝑡) =
𝜕𝐶

𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
(𝛿𝑆𝑡) +

𝜕𝐶

𝜕𝑟
(𝛿𝑟) +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2
(𝛿𝑆𝑡)

2 +
1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑡2
(𝛿𝑡)2

+
1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑡
(𝛿𝑡)(𝛿𝑆𝑡) +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
(𝛿𝑟)2 +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑟
(𝛿𝑟)(𝛿𝑆𝑡)

+
1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑡𝜕𝑟
(𝛿𝑟)(𝛿𝑡),                                        

𝛿𝑃𝑡 =
𝜕𝑃

𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

𝜕𝑃

𝜕𝑟
(𝛿𝑟) +

1

2

𝜕2𝑃

𝜕𝑡2
(𝛿𝑡)2 +

1

2

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
(𝛿𝑟)2 +

1

2

𝜕2𝑃

𝜕𝑟𝜕𝑡
(𝛿𝑟)(𝛿𝑡), 
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则 

δΠ𝑡 =
𝜕𝐶

𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
(𝛿𝑆𝑡) +

𝜕𝐶

𝜕𝑟
(𝛿𝑟) +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2
(𝛿𝑆𝑡)

2 +
1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑡2
(𝛿𝑡)2

+
1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑡
(𝛿𝑡)(𝛿𝑆𝑡) +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
(𝛿𝑟)2 +

1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑟
(𝛿𝑟)(𝛿𝑆𝑡)

+
1

2

𝜕2𝐶

𝜕𝑡𝜕𝑟
(𝛿𝑟)(𝛿𝑡) − ∆1𝑡(𝛿𝑆𝑡)

− ∆2𝑡 (
𝜕𝑃

𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

𝜕𝑃

𝜕𝑟
(𝛿𝑟) +

1

2

𝜕2𝑃

𝜕𝑡2
(𝛿𝑡)2 +

1

2

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
(𝛿𝑟)2

+
1

2

𝜕2𝑃

𝜕𝑟𝜕𝑡
(𝛿𝑟)(𝛿𝑡)) −

𝑘

2
|𝛿∆1𝑡|𝑆𝑡, 

根据无风险对冲策略可知 

E(δΠ𝑡) = 𝑟𝑡Π𝑡𝛿𝑡,                                                            (23) 

故 

E(δΠ𝑡) =
𝜕𝐶

𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
(𝛿𝑆𝑡) +

𝜕𝐶

𝜕𝑟
(𝛿𝑟) +

1

2
𝜎𝑠
2𝑆𝑡

2 𝜕
2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡

+
1

2
𝜎𝑟𝜎𝑠𝜌𝑆𝑡

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑟
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡 +

1

2
𝜎𝑟
2
𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡 − ∆1𝑡(𝛿𝑆𝑡)

− ∆2𝑡 (
𝜕𝑃

𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

𝜕𝑃

𝜕𝑟
(𝛿𝑟) +

1

2
𝜎𝑟
2
𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡) −

𝑘

2
|𝛿∆1𝑡|𝑆𝑡 

    =
𝜕𝐶

𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

1

2
(𝜎𝑠

2𝑆𝑡
2 𝜕

2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 + 𝜎𝑟𝜎𝑠𝜌𝑆𝑡

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑟
+ 𝜎𝑟

2
𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
)(𝛿𝑡)2𝐻𝑡

+ (
𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
− ∆1𝑡) (𝛿𝑆𝑡) + (

𝜕𝐶

𝜕𝑟
− ∆2𝑡

𝜕𝑃

𝜕𝑟
) (𝛿𝑟) 

−∆2𝑡 (
𝜕𝑃

𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

1

2
𝜎𝑟
2
𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡) −

𝑘

2
|𝛿∆1𝑡|𝑆𝑡 = 𝑟𝑡Π𝑡𝛿𝑡,             (24) 

又因为零息债券满足利率方程,即 

−∆2𝑡 (
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎𝑟
2
𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1) (𝛿𝑡) = −∆2𝑡 (𝑟𝑃 − 𝜃(𝑢 − 𝑟𝑡)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
) (𝛿𝑡), 

由参考文献[20]得 

E(𝛿∆1𝑡) = 𝜎𝑠𝑆𝑡√
2

𝜋
|
𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
|, 
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令 

∆1𝑡=
𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
, ∆2𝑡=

𝜕𝐶

𝜕𝑟

𝜕𝑃

𝜕𝑟
⁄ . 

则(24)式变为 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
(𝛿𝑡) +

1

2
(𝜎𝑠

2𝑆𝑡
2 𝜕

2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 + 𝜎𝑟𝜎𝑠𝜌𝑆𝑡

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑟
+ 𝜎𝑟

2
𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
) (𝛿𝑡)2𝐻𝑡

−
𝜕𝐶

𝜕𝑟

𝜕𝑃

𝜕𝑟
⁄ (𝑟𝑃 − 𝜃(𝑢 − 𝑟)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
) (𝛿𝑡) −

𝜎𝑠𝑘

2
𝑆𝑡
2√
2

𝜋
|
𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2| (𝛿𝑡)

𝐻𝑡

= 𝑟 (𝐶 − 𝑆𝑡
𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
− (
𝜕𝐶

𝜕𝑟

𝜕𝑃

𝜕𝑟
⁄ )𝑃) (𝛿𝑡), 

整理得

𝑟𝐶 =
𝜕𝐶

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎𝑠
2𝑆𝑡

2 𝜕
2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 (𝛿𝑡)

2𝐻𝑡−1 +
1

2
𝜎𝑟𝜎𝑠𝜌𝑆𝑡

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑟
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 +

1

2
𝜎𝑟
2 𝜕

2𝐶

𝜕𝑟2
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 +

             𝜃(𝑢 − 𝑟)
𝜕𝐶

𝜕𝑟
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡
−
𝜎𝑠𝑘

2
𝑆𝑡
2√

2

𝜋
|
𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2| (𝛿𝑡)

𝐻𝑡−1 ,                                            (25) 

由引理 1 可得 

𝜎̂𝑠
2 = 𝜎𝑠

2((𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 + 𝐿𝑒(𝐻𝑡)𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜏)),𝐿𝑒(𝐻𝑡) =
𝑘

𝜎𝑠(𝛿𝑡)
1−𝐻𝑡

√
2

𝜋
 , 

则化简(25)式 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎𝑠𝜎𝑟𝜌𝑆𝑡

𝜕2𝐶

𝜕𝑆𝑡𝜕𝑟
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 +

1

2
𝜎𝑟
2
𝜕2𝐶

𝜕𝑟2
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 + 𝜃(𝑢 − 𝑟)

𝜕𝐶

𝜕𝑟
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝐶

𝜕𝑆𝑡

+
1

2
𝜎̂𝑠
2𝑆𝑡

2 𝜕
2𝐶

𝜕𝑆𝑡
2 − 𝑟𝐶 = 0,                                                                         (26) 

引理得证. 

根据引理 4 给出的多分形随机利率模型下带有交易费用的欧式看涨期权的

价格所满足的偏微分方程,可推理得出该模型下的欧式期权定价公式. 

定理 4 多分形随机利率模型下,到期日为𝑇,执行价格为𝐾的带有交易费用的

欧式看涨期权在𝑡(𝑡 ∈ [0,𝑇])时刻的价格𝐶𝑡 = 𝐶(𝑆𝑡 , 𝑟𝑡, 𝑡)满足如下方程 

𝐶(𝑆𝑡 , 𝑟𝑡, 𝑡) = 𝑆𝑡𝑁(𝑑1) − 𝐾𝑃(𝑟𝑡, 𝑡, 𝑇)𝑁(𝑑2), 

其中, 

𝑑1 =
𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾 +

1
2∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝑃

√∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

,    𝑑2 =
𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾 −

1
2∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝑃

√∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

, 
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𝜎2(𝑡) = 𝜎̂𝑠
2(𝑡) + 𝜎̃𝑟

2(𝑡)𝑓2
2(𝜏) + 𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑓2(𝜏),            𝑓2(𝜏) =

1 − 𝑒𝜃(𝑇−𝑡)

𝜃
, 

𝜎̂𝑠
2 = 𝜎𝑠

2((𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 + 𝐿𝑒(𝐻𝑡)𝑠𝑖𝑔𝑛(Γ)),                               𝜎̃𝑟
2(𝑡) = 𝜎𝑟

2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1,   

      𝜎̃𝑠
2(𝑡) = 𝜎𝑠

2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1. 

证明  根据定理 3 的证明可知,偏微分方程(26)可化简整理为如下形式 

𝑃
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2𝑃
𝑥2
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
(𝜎̂𝑠

2𝑃2 − 𝜎𝑠𝜎𝑟𝜌𝑃
𝜕𝑃

𝜕𝑟
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 + 𝜎𝑟

2 (
𝜕𝑃

𝜕𝑟
)
2

(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1)

+ (𝑉 − 𝑥
𝜕𝑉

𝜕𝑥
) (
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝜃(𝑢 − 𝑟)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+
1

2
𝜎𝑟
2
𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 − 𝑟𝑃) = 0,  

(27) 

因为 

𝜎̃𝑟
2(𝑡) = 𝜎𝑟

2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1,       𝜎̃𝑠
2(𝑡) = 𝜎𝑠

2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1, 

则(27)式化简为 

𝑃
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2𝑃
𝑥2
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
(𝜎̂𝑠

2𝑃2 − 𝜎̃𝑠𝜎̃𝑟𝜌𝑃
𝜕𝑃

𝜕𝑟
+ 𝜎̃𝑟

2 (
𝜕𝑃

𝜕𝑟
)
2

)

+ (𝑉 − 𝑥
𝜕𝑉

𝜕𝑥
) (
𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝜃(𝑢 − 𝑟)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+
1

2
𝜎̃𝑟
2
𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
− 𝑟𝑃) = 0, 

根据(12)式可知 

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝜃(𝑢 − 𝑟)

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+
1

2
𝜎̃𝑟
2(𝑡)

𝜕2𝑃

𝜕𝑟2
− 𝑟𝑃 = 0. 

从而 

𝑃
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2𝑃
𝑥2
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
(𝜎̂𝑠

2𝑃2 − 𝑃𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)
𝜕𝑃

𝜕𝑟
+ 𝜎̃𝑟

2(𝑡) (
𝜕𝑃

𝜕𝑟
)
2

) = 0,          (28) 

由引理 2 可知 

𝜕𝑃

𝜕𝑟
= −𝑃𝑓2(𝜏), 

且 

𝑓2(𝜏) =
1 − 𝑒𝜃(𝑇−𝑡)

𝜃
, 

则(28)式可化简为 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝑥2
𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
(𝜎̂𝑠

2 + 𝜎̃𝑟
2(𝑡)𝑓2

2(𝜏) + 𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑓2(𝜏)) = 0,                 (29) 
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记 

𝜎2(𝑡) = 𝜎̂𝑠
2(𝑡) + 𝜎̃𝑟

2(𝑡)𝑓2
2(𝜏) + 𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑓2(𝜏), 

 同定理 3 的证明过程,(29)式可整理为 

−
1

2
𝜎2(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝛾
+
1

2
𝜎2(𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
= 0, 

解得 

𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
=
𝜕𝑢

𝜕𝛾
, 

边界条件为               

𝑢(𝜂, 0) = (𝑒𝜂 −𝐾)+, 

同样根据热传导方程理论得 

𝑢(𝜂, 𝛾) = 𝑒𝜂+𝛾𝑁(
𝑦 + 2𝛾 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝛾
) − 𝐾𝑁(

𝛾 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝛾
), 

从而 

𝑉 = 𝑒𝜂+𝛾𝑁(
𝑦 + 2𝛾 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝛾
) − 𝐾𝑁(

𝛾 − 𝑙𝑛𝐾

√2𝛾
) 

    = 𝑒𝑦𝑁

(

 
𝑦 +
1
2∫

𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝐾

√∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡 )

 −𝐾𝑁

(

 
𝑦 −
1
2∫

𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝐾

√∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡 )

  

   = 𝑥𝑁(𝑑̂1)−𝐾𝑁(𝑑̂2),                                                                                                          (30) 

其中, 

𝑑̂1 =
𝑦 +

1
2∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝐾

√∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

,     𝑑̂2 =
𝑦 −

1
2∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝐾

√∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

. 

再将所令方程代入(30)式解得 

𝐶(𝑆𝑡 , 𝑟𝑡, 𝑡) = 𝑆𝑡𝑁(𝑑1) − 𝐾𝑃(𝑟𝑡, 𝑡, 𝑇)𝑁(𝑑2), 

其中, 

𝑑1 =
𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾 +

1
2∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝑃

√∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

,    𝑑2 =
𝑙𝑛
𝑆𝑡
𝐾 −

1
2∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠

𝑇

𝑡
− 𝑙𝑛𝑃

√∫ 𝜎2(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

, 

𝜎2(𝑡) = 𝜎̂𝑠
2(𝑡) + 𝜎̃𝑟

2(𝑡)𝑓2
2(𝜏) + 𝜌𝜎̃𝑠(𝑡)𝜎̃𝑟(𝑡)𝑓2(𝜏),            𝑓2(𝜏) =

1 − 𝑒𝜃(𝑇−𝑡)

𝜃
, 
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𝜎̂𝑠
2 = 𝜎𝑠

2((𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1 + 𝐿𝑒(𝐻𝑡)𝑠𝑖𝑔𝑛(Γ)),                              𝜎̃𝑟
2(𝑡) = 𝜎𝑟

2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1,    

     𝜎̃𝑠
2(𝑡) = 𝜎𝑠

2(𝛿𝑡)2𝐻𝑡−1. 

定理得证. 
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4 模拟分析 

    为了说明运用新模型刻画期权标的价格变化的有效性以及新模型下定价结

果的可靠性,选取期权标的上证 50ETF 和 50ETF 期权在 2017 年 5 月 2 号到 2018

年 6 月 29 日的日收盘价格进行模拟分析(数据为 Wind 数据库数据). 

4.1 数据的统计特征 

首先,对所选数据的对数收益率的正态性进行检验,详细结果如下图所示. 

 

图 1 标的资产对数收益率 

 

如上图 1 所示,期权标的对数收益率在零左右波动,并且从上图可以看出取

值较大的点附近更容易出现取值较大的点,取值较小的点附近也更容易出现取值

较小的点,即对数收益率呈现出了长记忆性的特点.  
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图 2 标的资产对数收益率正态概率图 

 

从图 2 标的资产对数收益率正态概率图可以看出,数据点并没有完全落在

直线上,这说明期权标的资产对数收益率数据和正态分布有一定的差异,其呈现

出了较为明显的厚尾的特点. 

综合上述检验结果可知,期权标的对数收益率并不是服从标准正态分布,而

是呈现出长记忆性的特点. 

其次对所选数据的对数收益率进行简单的描述性统计分析,得到如表 1 所

示的结果. 

 

表 1  上证 50ETF 对数收益率统计指标(N=286) 

最大值 最小值 均 值 方 差 偏 度 峰 度 JB 统计量 

0.047379 -0.02917 -0.00014 0.000125 0.670003 4.796233 44.327 

 

由上表所示结果可知,期权标的峰度值大于 3,因此其分布呈尖峰形态,其偏

度值大于 0,因此其分布向右偏.在 95%置信水平下,将对数收益率的 JB 统计量进
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行检验,其检验的p值为 1.0000e-03 拒绝对数收益率服从正态分布的假设,这说

明期权标的对数收益率并不服从正态分布.采用重标极差估计方法得到期权标的

对数收益率的分形指数H > 0.5,因此可知期权标的对数收益率具有长记忆的分

形特征.综上可得,期权的标的对数收益率服从尖峰后尾分布,即数据符合新模型

所需要满足的条件,因此,采用多分形随机利率模型刻画期权标的价格变化符合

实际情况. 

4.2 参数估计 

期权定价模型的理论研究,最终是为了能够运用到实际中,因此,下面将对

定价模型中的参数进行估计.首先, 对经典 B-S 模型中的参数进行估计,具体估

计方法同参考文献[42],即将时间间隔为∆𝑡的𝑥 + 1个数据记为如下形式 

{𝑆−𝑖∆𝑡, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑥, 𝑥 + 1}, 

根据经典 B-S 方程可得,收益率𝑅𝑡满足如下表达式 

𝑅𝑡 =
𝑆𝑡+∆𝑡 − 𝑆𝑡

𝑆𝑡
= 𝑢∆𝑡 + 𝜎√∆𝑡𝜀~𝑁(𝑢∆𝑡, 𝜎2∆𝑡). 

由以上表达式可得标的收益率的𝑋个样本值𝑅𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑋,根据矩估计得到𝑢和

σ的估计量 

𝑢̂ =
𝑅̅

∆𝑡
,             σ̂ = (

1

(𝑋 − 1)∆𝑡
∑(𝑅𝑡 − 𝑅̅)

2

𝑋

𝑖=1

)

1 2⁄

. 

然后,将历史数据代入以上估计量中即可得到参数𝑢和𝜎的估计值分别为

𝑢̂ = 0.0016, 𝜎̂ = 0.0186385. 

其次,对多分形模型中的参数进行估计,对此模型中赫斯特指数本文运用移

动窗口法进行计算,首先要对时间序列数据进行分段,在实际操作过程中分段函

数的段数和每一段的长度都不宜过小,这是为了避免因分段不合理对计算结果产

生影响,其次对赫斯特指数进行计算,假设要计算𝑛个交易日的赫斯特指数,则需

要[𝑡 − (𝑛 − 1), 𝑡]个交易日的价格数据,具体计算在 Matlab 软件里完成,为了直观

的呈现其计算结果,本文将其最终计算结果表示如图 3 所示: 
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图 3  赫斯特指数估计值趋势图 

 

对于分形随机利率模型中的其他参数采用以下方法[49]进行估计, 

假设在区间[0, 𝑇]内有(𝑡1, 𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑁) = (ℎ, 2ℎ,⋯ , 𝑁ℎ)个观察点,则对于𝜎𝑟
2的

估计采用如下方法, 

𝜎̂𝑟
2 =

∑ (𝑟𝑡𝑖+1
𝐻 − 𝑟𝑡𝑖

𝐻)
2𝑁−1

𝑖=1

∑ (𝑟𝑡𝑖
𝐻)
2𝑁−1

𝑖=1 (𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖)2𝐻
 

对于漂移系数的估计,采用最小二乘估计法,其最小二乘估计量表示如下, 

 

𝜇̂ =
∑ (𝑟(𝑖−1)ℎ

𝐻 )
2𝑁

𝑖=1 ∑ ∆𝑟𝑖ℎ
𝐻𝑁

𝑖=1 −∑ 𝑟(𝑖−1)ℎ
𝐻𝑁

𝑖=1 ∑ 𝑟(𝑖−1)ℎ
𝐻 ∆𝑟𝑖ℎ

𝐻𝑁
𝑖=1

ℎ [𝑁∑ (𝑟(𝑖−1)ℎ
𝐻 )

2𝑁
𝑖=1 − (∑ 𝑟(𝑖−1)ℎ

𝐻𝑁
𝑖=1 )

2
]

, 

 

𝜃 =
𝑁∑ 𝑟(𝑖−1)ℎ

𝐻 ∆𝑟𝑖ℎ
𝐻𝑁

𝑖=1 −∑ 𝑟(𝑖−1)ℎ
𝐻𝑁

𝑖=1 ∑ ∆𝑟𝑖ℎ
𝐻𝑁

𝑖=1

ℎ [𝑁 ∑ (𝑟(𝑖−1)ℎ
𝐻 )

2𝑁
𝑖=1 − (∑ 𝑟(𝑖−1)ℎ

𝐻𝑁
𝑖=1 )

2
]
. 

然后利用 

𝜃𝑟 = 𝜃,   和   𝜇̂𝑟 =
𝜇̂
𝜃
⁄ , 

即可得到均值回复系数和漂移系数的值. 

最后,运用同样的方法对多分形随机利率模型中的相关参数进行估计,即可

得到相关参数的估计值. 
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4.3 模拟结果分析 

运用蒙特卡洛模拟法分别对经典 B-S 模型,多分形随机利率模型下标的资

产价格进行模拟,将不同模型的积分形式带入到相应布朗运动满足的方程中,并

进行离散化处理得到标的资产价格,得到相应模型模拟值与真实值的价格走势如

图 4 所示. 

 

图 4  模型模拟的标的资产价格与真实值价格走势比较图 

 

根据图 4 可以看出,运用多分形随机利率模型模拟的标的资产价格走势比

经典模型模拟的价格走势更加接近真实值,这也说明了多分形随机利率模型的有

效性. 

根据不同的定价模型计算不同期权在 2018年 8月 31日的价格,与其真实价

格进行比较,结果如下表 2 所示. 

表 2  模型估计出的期权价格与真实的期权价格 

期权名称 执行价格 

定价模型 

真实值 
B-S 模型 

多分形随机

利率模型 

上证 50ETF 购 10 月 2300 2.30 0.2264 0.2398 0.2407 

上证 50ETF 购 10 月 2350 2.35 0.1697 0.1979 0.1982 

上证 50ETF 购 10 月 2400 2.40 0.1432 0.1604 0.1616 

上证 50ETF 购 10 月 2450 2.40 0.1013 0.1187 0.1261 
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根据表 2 可以看出,不同模型的定价结果均低于真实值,但相对而言多分形

随机利率模型的估计值更接近真实值,因此,可得出多分形随机利率模型的定价

结果较好. 

为了更清楚的说明定价结果的效果,下面将会对以上定价结果进行简单的误

差分析,结果如下表所示. 

 

表 3  定价模型的误差分析 

定价模型 

定价误差 

上证 50ETF 购 

10 月 2300 

上证 50ETF 购

10 月 2350 

上证 50ETF 购

10 月 2400 

上证 50ETF 购 

10 月 2450 

B-S 模型 0.0594  0.1437  0.1139  0.1967 

多分形随机利率模型 0.0037 0.0015 0.0074  0.0587 

     

从表 3 中可以看出,本文中多分形随机利率模型计算出来的期权的误差比经

典模型计算出来的期权价格的误差相对较小,更进一步的说明了本文中提出模型

的有效性和合理性. 
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5 研究结论与展望 

5.1 研究结论 

     本文主要探讨了多分形布朗运动模型下的欧式期权定价问题,研究的主要

内容有理论研究和模拟研究两部分.理论部分首先,对多分形布朗运动下带有交

易费用和随机利率的欧式期权分别进行了研究,然后,在考虑随机利率的同时又

考虑了交易费用对期权定价的影响,最后,推理得到了多分形随机利率模型下的

欧式期权定价公式. 

模拟部分首先,对文章所选数据进行描述性统计分析检验所选数据是否符合

模型要求,最终数据通过检验并说明所选数据符合模型要求,然后,对模型中的参

数进行估计,将不同模型的积分形式带入到相应布朗运动满足的方程中,并进行

离散化处理得到标的资产价格,最后,将其数值代入相应的期权定价模型中得到

相应期权的值,并通过误差分析的方法得到多分形随机利率模型下带有交易费用

的定价模型的定价结果优于经典 B-S 定价模型的定价结果,从而说明论文给出模

型的有效性和实用性. 

5.2 研究展望 

目前,对于期权定价的研究大多还是在分形布朗运动模型的假设下进行的,

而多分形模型下的研究相对较少,本文仅对多分形随机利率模型下带有交易费用

的情况进行了研究,因此,以后可以考虑用不同方法对模型中的参数进行估计,也

可以考虑在模型中引入其他对期权价格有影响的因素进行研究. 
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