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摘  要 

期权作为金融市场的衍生品发展越来越快,被众多投资者和风险管理者运用,

尤其是波动率衍生品的不断壮大,对金融管理提出了更高要求.B-S 模型是应用

最广泛的研究期权定价的模型之一,但通过历史数据和实证研究发现:其对数收

益不遵循标准正态分布的假设条件,而且不能够很好地刻画资产自相似、长相依

等特性.因此,为了更准确描述标的资产价格变化情况,学者们更多选择用随机波

动模型来刻画金融资产标的价格. 

本文研究了混合高斯 Heston 随机波动模型下的欧式期权定价及统计模拟分

析.第一部分主要得到混合高斯 Heston 随机波动模型下的欧式期权定价.首先得

到混合高斯Heston随机波动模型满足的偏微分方程,然后得到模型中波动率方程

解的存在唯一性,接着讨论解的 p 阶矩的性质定理,最后结合偏微分方程满足的

边界条件,得到混合高斯 Heston 随机波动模型的解析解. 

第二部分是关于双混合分数Heston模型解的存在唯一性,主要适用于解决短

期期权的拟合问题.得到双混合分数Heston随机波动模型资产价格方程解的存在

唯一性,由于其解的复杂性,对模型中波动率和股票价格随机微分方程进行欧拉

离散化. 

第三部分选取上证 50ETF期权进行统计模拟分析.对选取的数据进行描述性

统计分析,验证了金融市场存在波动集聚、尖峰厚尾和非对称等特征,并对未知参

数进行估计和敏感度分析,最后用 Monte Carlo 模拟法对混合高斯 Heston 随机波

动模型进行有效性分析.研究表明,采用混合高斯 Heston 随机波动模型比 Heston

模型更加接近其真实值.研究结果可为期权定价的理论和发展提供更多新的依

据. 

 

关键词: Heston 模型 混合高斯过程 欧拉离散化 参数估计 Monte Carlo 模拟 
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Abstract 

With the development of financial markets, options have been used 

by many investors and risk managers as derivatives. In particular, the 

continuous growth of volatility derivatives has put forward higher 

requirements for financial management. The B-S model is one of the 

most widely used models to study option pricing. But through historical 

data and empirical research show: firstly, its logarithmic returns do not 

follow the assumption of a standard normal distribution; secondly, it 

cannot well describe the characteristics of self-similarity and long-term 

dependence of assets. Therefore, in order to more accurately describe the 

changes in the price of the underlying asset, scholars choose to use the 

stochastic fluctuation model to characterize the underlying price of 

financial assets. 

The European option pricing and statistical simulation analysis are 

studied under the mixed Gaussian Heston stochastic volatility model. In 

the first part, mainly gets European option pricing under the mixed 

Gaussian Heston stochastic volatility model. First, the partial differential 

equation are obtains which satisfied the mixed Gaussian Heston 

stochastic stochastic model, then gets the existence and uniqueness of the 

solution of the volatility equation in the model, next discusses the 

theorem about the nature of the p-order moment of the solution, and the 

analytical solution of the mixed Gaussian Heston stochastic volatility 
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model is finally obtained by combining the boundary conditions satisfied 

by the partial differential equation. 

In the second part, it is about the existence and uniqueness of the 

solution of the double mixed fractional Heston model, which is mainly 

applicable to the problem of fitting short-term options. The existence and 

uniqueness of the solution of the asset price equation of the double 

mixed-fraction Heston stochastic wave model are obtained, due to the 

complexity of its solution, Euler discretization is performed on the 

volatility and stochastic differential equations of stock prices in the 

model. 

In the third part, the 50ETF options are selected for statistical 

simulation analysis. Perform descriptive statistical analysis on the 

selected data to verify characteristics such as the existence of 

agglomerations, thick tails, and asymmetry in the financial market, and 

estimate and sensitivity analysis of unknown parameters. Monte Carlo 

simulation method is used to analyze the effectiveness of the mixed 

Gaussian Heston stochastic volatility model. It shows that the mixed 

Gaussian Heston stochastic wave model is closer to its true value than the 

Heston model. The research results can provide more new basis for the 

theory and development of option pricing. 
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Keywords: Heston model; Mixed Gaussian process; Euler discretization; 

Parameter estimation; Monte Carlo simulation 
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1 引 言 

1.1 研究背景 

金融市场一直以来发展迅速,期权作为一种衍生产品发展也越来越快,并且

受到许多投资者们的关注.1973 年,Black 和 Scholes 提出了有名的 B-S 期权定价

模型,由于该模型的解析解易求出且具有很强的应用性,Black 和 Scholes 也因此

获得第二十九届诺贝尔经济学奖.然而大量实证数据已经表明,B-S 模型中的常

数波动率和正态分布假设与实际市场中观察到的波动率微笑和有偏是不相符的,

即资产价格的收益呈现出“长相依性”和“尖峰厚尾”的分布特征. 

针对上述经典 B-S 模型的不足,之后的许多学者对其进行相应的改进.一些

学者引入了分数布朗运动,遗憾的是,当H的值不是1 2⁄ 时,这个分数布朗运动既

不属于半鞅,也不属于马尔可夫过程,就意味着在此过程中存在套利机会的产生.

因此,一些学者为了消除套利,也得到了相应的结果,例如 Sun(2013)提出了混合

分数布朗运动,肖炜麟(2014)等提出了次分数布朗运动等等. 

由于金融衍生产品本身的复杂性,为了更准确地刻画标的资产价格变化情况,

有学者提出用随机波动模型来定价期权.例如,Cox 提出了不变方差弹性模型(即

CEV 模型),Merton 在 1976 年对 Cox 等人提出的纯粹跳过程进行修正,得到了带

跳的扩散模型,还有著名的 Hull-White(1984)模型,它假设随机波动率满足带随机

项的一个函数,且描述了标的资产价格与非常数波动率之间的变化关系,为之后

研究随机波动率模型提供了可靠依据.Heston(1993)等基于标的资产波动建立了

随机波动率模型并得到其封闭形式下的解. 

而随机波动模型中运用比较广泛的就是 Heston 模型.Heston 模型的引入,使

得市场的波动是随机的且具有比正态分布更厚的尾部,相比恒定波动表现出更大

的灵活度.它假设波动服从一个均值回归平方根(CIR)过程,考虑了资产价格与波

动率的相关性以及价格收益满足“尖峰厚尾”的分布特点,这能够很好地处理

B-S 模型中存在的“波动率微笑”(价外和价内期权的波动率相比在价期权的波

动率较高,使得整个波动率曲线表现出中间比两端低,也就是类似于微笑的嘴的

形状)问题,而且能够得到Heston模型下欧式期权满足的解,从而对期权定价具有

很好的指导意义.混合高斯Heston随机波动模型通过用混合次分数布朗运动来驱
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动,使得该模型相比 Heston 模型更能够兼容真实市场,由此可见,对于混合高斯

Heston 随机波动模型的研究是有必要的. 

1.2 研究意义 

在金融市场迅猛发展的时代背景下,Heston 模型作为衍生品定价领域具有代

表性的随机波动模型之一,不仅能够很好地解决 B-S 模型“波动率微笑”问题,

而且利用该模型对衍生品定价,可以用来规避风险和套期保值.因此,对于更广泛

的衍生品定价以及风险对冲的研究具有重要的理论意义和现实意义. 

采用混合高斯 Heston 随机波动模型能够更准确地刻画金融资产价格长相依

性和“尖峰厚尾”等分布特征,得到此模型满足的偏微分方程及讨论解的 p 阶矩

性质,并得到了相应的欧式期权定价公式,使模型的适用范围更广,丰富了期权的

相关理论知识,为以后的研究提供了思路. 

通过模拟资产价格的随机过程对资产价格变化情况有了更精准地理解和认

识,将此模型应用到金融市场中,结合期权市场相关数据,进行相应数值模拟和实

证研究,有助于对模型进行校正且得到与实际市场数据更为接近的结果,能够给

投资者提供相关投资依据,带来稳定的收益,并且提高投资者信心,对金融衍生品

类型的丰富及市场的繁荣具有重要的现实意义. 

1.3 研究现状 

期权定价的研究最早是基于法国数学家Bachelier的博士论文,论文中用布朗

运动描述股票价格的变化,从而衍生出其它种类的定价模型. 

(1)B-S 期权定价国内外相关研究现状 

自 1973 年 Black 和 Scholes 提出经典的 B-S 期权定价模型以来,国内外学者

对该模型进行了修正.Necula(2002)研究了分数布朗运动模型下的期权定价问题,

同时给出了分数布朗模型下的定价公式.虽然分数型布朗运动能描述金融资产价

格的分形特征,但由于套利机会的产生,故无法采用现有的随机积分理论对其进

行分析.一些学者为了解决套利问题,Bender(2004)证明了当H ∈ (1 2,1⁄ )时,由混

合分数布朗运动驱动的市场是无套利的.Androshchuk(2006)采用混合布朗-分数-

布朗模型,并证明混合模型是无套利的.张卫国(2009)等人考虑了当标的资产满
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足分数布朗运动时的欧式汇率定价问题.Sun L(2013)采用校正的分数布朗运动来

研究期权定价问题,分别得到混合分数布朗运动和次分数布朗运动下的定价公式.

肖炜麟(2014)等人研究次分数布朗运动,并对带有交易费用的权证进行定价,研

究结果说明次分数布朗运动模型相比分数布朗运动模型和 B-S 模型较好,其结果

更加接近期权的真实值.El-Nouty (2015)得到混合次分数布朗运动能够更好地刻

画金融资产价格的长记忆性,且期权定价结果更加接近期权真实值.郭精军 

(2017)等研究了次分数布朗运动下支付红利的欧式期权定价问题,得到的结果更

优于分形布朗运动模型和经典 B-S 模型.郭精军(2018)等研究了混合高斯模型下

带红利的永久美式期权定价,发现混合高斯模型能更精确的表示美式期权标的资

产价格的变化情况. 

(2)随机波动率模型的研究 

在随机波动模型中,将采用不同的随机过程来刻画模型中标的资产的收益率

的波动变化情况.Hull(1987)解决了带有随机波动的资产定价问题.Stein(1991)等

人考虑当波动率参数由O-U过程驱动时,股票价格遵循具有随机变化的扩散过程

所满足的分布问题,结果解决了随机波动中的期权定价问题和资产价格收益“尖

峰厚尾”的分布特征.Heston(1993)提出一种新的思路,得到带有随机波动率的资

产的欧式看涨期权的封闭式解,该模型也允许波动率和现货资产收益之间的相关

性,且封闭定价公式是基于特征函数得出的.Bates(1996)基于跳跃风险和波动风

险是系统的且不可分散,提供了美式期权在跳跃-扩散过程中定价的有效方

法.Christoffersen(2009)等人提出使用双因素随机波动率模型进行建模,除了产生

波动率微笑之外,还提供了更灵活的波动率期限结构建模. 

(3)Heston 模型国内外研究现状 

Heston 模型自 1993 年提出以来,一直被广泛应用于衍生品定价与风险管理. 

Atiya(2009)考虑 Heston 随机波动率模型,并且提出了波动率似然函数的精确近似,

很好的解决了波动率估计在离散观测中的问题.Benhamou(2009)等人得到时间依

赖的 Heston 模型的看涨看跌期权近似定价公式.Grzelak(2011)提出了带有随机利

率的多因素混合模型.Fatone(2013)等人基于 Heston 模型,考虑了多尺度随机波动

率模型,并在不同时间尺度上用辅助变量来描述资产价格动态,通过滤波将定义

的似然函数转化为最大似然来解决多尺度随机波动率的校准问题.由于Heston模
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型在描述隐含波动率的一些重要特征上存在困难,故 Nagashima(2014)等人研究

了具有时间依赖参数的多因子 Heston 模型的渐近展开方法,是对 Benhamou(2009)

等人结果的扩展.He Xingjiang(2016)提出了 Heston 模型的一种新的替代形式,在

保留其分析易处理的同时,证明了确保以仿射形式存在解的必要和充分条

件.Samimi(2017)等人研究了 Heston-Hull-White 随机波动率和随机利率模型下的

美式期权定价问题,将模型数值结果与 Heston-CIR 模型相比较 ,表明算法在

Heston-Hull-White 模型下的定价效率更高.Mehrdoust(2017)等人得到由分数布朗

运动(H ∈ (1 2,1⁄ ))驱动的分数Heston模型,与此同时证明了随机微分方程解的存

在性和唯一性且分数 CIR 过程仍然是一个均值回归过程.进而得到由混合分数布

朗运动(H ∈ (3 4,1⁄ ))所驱动的混合分数 Heston 模型(2018)下方程解的存在性和

唯一性,计算了美式期权的价格并做了相应的数值模拟.Mehrdoust(2017)等人考

虑带跳的双 Heston 随机波动模型(DHJ)来模拟金融资产价格,在 DHJ 模型下应用

快速傅立叶变换方法 (FFT)和朴素蒙特卡罗模拟法(NMC)进行欧式期权定

价.Fallah(2019)首先证明了双 Heston 模型下随机微分方程解的存在性和唯一性,

其次基于三种不同的离散化方案去估计回望期权的价格,在数值上做了对比并得

到验证.He Xingjiang(2018)得到具有随机利率的 Heston 随机波动模型下欧式期

权的定价公式.Zeng Xiangchen(2019)在 Heston 随机波动模型下,提出一种新的基

于树的数值方法去定价期权,并在此方法和Heston模型的显式有限差分之间建立

等价关系. 

国内的学者们在这方面也做了大量的工作.邓国和(2012)考虑当股票价格服

从 Heston 随机波动模型的任选期权时,进一步应用 Girsanov 变换、特征函数以及

傅里叶逆变换,得到任选期权的封闭式解.王挺伟(2012)比较了五种期权定价模

型,运用 Levenberg-Marquardt 算法,做避险有效性检验,结果证明在 Delta-Vega 中

性对冲下的 Heston 模型最有效.常浩(2013)采用随机最优控制理论去研究 Heston

随机波动模型下的动态投资组合问题,分别得到基于幂效用和指数效用下最优投

资策略.孙有发(2014)等将网格拉伸变换用于 Heston 随机波动模型中,为获得更

高的精度,对变换后的模型设计了高阶紧差分格式.张敏 (2015)等人研究了

Heston 模型下欧式-篮子期权定价问题,得到篮子看涨期权定价公式.肖建武

(2015)应用最优控制论和对数效用函数建立Heston随机波动模型,用Legendre变
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换求解随机微分 Bellman 方程并得到 Heston 模型的解析解.白薇(2015)对 Heston

模型做了 Euler 离散和 Milstein 离散,得到后者较前者能产生更小的方差,并且表

明无论选择哪种期权,运用拟蒙特卡罗能产生更高精度.周杰明(2016)等人研究

了随机利率、随机波动率下鲁棒最优投资组合问题,假设利率和股票价格分别遵

循CIR模型和Heston模型,求解随机控制问题并获得最优投资策略和相应函数解

析表达式.龚群子(2018)利用蒙特卡罗模拟计算期权的隐含波动率,然后利用隐

含波动率曲面对模型的几个参数进行敏感度分析. 

(4)参数估计方法 

对Heston模型中的未知参数进行估计也是一大难题,学者们也更加重视对模

型中参数的求解.王林(2011)使用模拟退火算法,并利用最小化残差平方和进行

估计,该算法将以一定的概率跳出局部极小值,从而以概率 1 约束到全局极小值,

可以有效得到Heston模型的待估参数.李淑琦(2014)对几种代表性的离散化算法

进行改进,提出新的近似精确离散化算法,即ES-QE和QE-IG方法,接着将对美式

期权定价的 MLSM 方法与神经网络技术结合,得到 MLSM-NN 方法并对期权进

行定价,得到的精度均高于几种代表性的经典方法.李斌(2015)利用遗传算法对

群体进行搜索的特点,解决了 Heston 模型参数估计的组合优化问题,从而以概率

1 约束到全局极小值即最优解.还有一些学者如 Wang Ximei(2017)等人采用伪极

大似然估计和一致扩展的卡尔曼滤波算法对 Heston 模型中的未知参数进行同步

估计.其中,对状态方程和测度方程进行伪极大似然估计(PMLE)计算,而对于波

动率,引入了一致扩展卡尔曼滤波(CEKF)算法,以保证波动率得到很好的评估.

此外,对 PMLE-CEKF 算法和 PMLE-EKF 算法的估计结果进行比较.由于在

PMLE-CEKF 算法中没有考虑噪声之间相关系数ρ的估计,随后(2018),他们基于

Heston 模型的伊藤变换,提出了正态最大似然估计（NMLE）算法,在未知波动率

的情况下,组合 NMLE 算法和一致扩展卡尔曼滤波(CEKF)算法,得到该算法较

之前的伪极大似然估计算法更有效且可以更好地减少估计误差. 

综上所述,由Bachelier 的博士论文开始,到经典B-S定价模型,再到各种随机

波动模型的产生和发展,为期权定价理论奠定了基础.很明显,选用一个简单随机

过程并不能够完全描述期权标的变化情况,因此采用混合高斯 Heston 模型,即多

个随机过程的线性组合去更精确地刻画期权标的变化. 
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1.4 研究内容及安排 

1.4.1 研究内容 

本文拟采用混合高斯 Heston 随机波动模型来刻画金融资产标的价格变化情

况,在该模型的基础上主要研究了以下内容: 

(1)主要得到混合高斯 Heston 随机波动模型下的欧式期权定价.首先介绍混

合高斯Heston随机波动模型的基本假设,用混合次分数布朗运动来替代模型的随

机部分,考虑自融资交易策略,一方面要对冲风险,另一方面还要对冲波动率,从

而得到混合高斯Heston随机波动模型满足的偏微分方程,随后得到波动率方程解

的唯一性以及讨论相应 p 阶矩的性质定理.其次在混合高斯 Heston 随机波动模型

下,通过求解偏微分方程,运用 Radon-Nikodym 测度变换和 Fourier 逆变换的方法,

给出定价公式解的封闭形式. 

(2)考虑了双混合分数 Heston 模型解的存在唯一性.为了很好地拟合短期期

权,在金融市场的假设条件下,得到双混合分数 Heston 模型满足资产价格方程解

的存在唯一性并对其进行欧拉离散化. 

(3)本文选取上证 50ETF期权进行统计模拟分析.先从Wind数据库选取所需

要的数据,接着对所选数据进行简单的描述统计分析,得到数据的基本特征,并对

其中的未知参数进行估计和敏感度分析,利用 Monte Carlo 模拟法,从数值模拟的

角度来说明定价方法的有效性. 

1.4.2 研究安排 

论文的结构安排如下: 

第一部分为引言.先介绍期权和随机波动模型的相关研究背景,其次是阐述

研究目的和研究意义,从而找到研究本文的出发点,再次对国内外相关参考文献

做了整理和汇总,最后是整篇文章的安排. 

第二部分为预备知识.首先介绍经典期权定价理论的定价公式和相关性质;

然后给出混合次分数模型及其性质内容;接着是经典Heston模型的基本假设条件

及其满足的封闭形式解;最后指出微分方程解的相关不等式及一些主要知识. 
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第三部分为混合高斯Heston随机波动模型下的欧式期权定价问题.主要是在

基本假设条件下,得到混合高斯 Heston 模型满足的偏微分方程,通过求解偏微分

方程得到其定价公式,以及证明了波动率方程有唯一解及解的 p 阶矩性质. 

第四部分为双混合分数Heston模型解的存在唯一性.主要是对金融市场中的

短期期权进行很好的拟合,得到资产价格方程解的存在唯一性. 

第五部分为数值模拟分析.首先对所选数据进行描述性统计分析,其次用敏

感度分析对未知参数进行估计,接着利用Monte Carlo模拟法,对经典Heston模型

和混合高斯 Heston 模型下股票价格路径进行模拟,并与真实路径做了对比,最后

得到混合高斯 Heston 模型比经典 Heston 模型更加接近真实值,更能够精确地描

述股价的变化情况. 

第六部分为整篇论文的总结及展望.主要对论文的研究内容和研究过程做了

简单讨论,接着是对未来研究方向和内容做了简单展望. 
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2 预备知识 

2.1 经典 B-S 定价模型及其理论 

期权是一种买卖的权利,在规定的时期或者时间内,以当时确定好的价格, 

赋予期权买方向期权卖方购买或发售一定数量的标的物的权利,但不负有必须售

买或售卖的义务. 

模型的基本假设[38]: 

(1)期权标的资产价格遵循几何布朗运动,即d𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑡𝑑𝐵𝑡,其中μ为

期望回报率,σ为波动率,且它们都是常数. 

(2)在交易机制中,有价证券是允许卖空的. 

(3)市场不存在摩擦,交易时也不用考虑交易费用和税收,交易是自由进行

的. 

(4)在金融资产的有效期内,股票没有分红及其它相关收益. 

(5)在金融资产交易市场中,不产生无风险套利机会. 

(6)证券的交易过程以及证券价格的更动都是连续的. 

(7)无风险利率r为常数. 

B-S 模型满足的随机微分方程 

𝜕𝐶𝑡
𝜕𝑡

+
1

2
𝜎2𝑆𝑡

2
𝜕2𝐶𝑡

𝜕𝑆𝑡
2 + 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝐶𝑡
𝜕𝑆𝑡

− 𝑟𝐶𝑡 = 0, 

通过求解上述微分方程,得到经典 B-S 模型下的期权定价公式为 

C(𝑆𝑡, 𝑡) = 𝑆𝑡𝑁(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁(𝑑2), 

P(𝑆𝑡, 𝑡) = 𝐾𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝑁(−𝑑2) − 𝑆𝑡𝑁(−𝑑1), 

其中 

𝑑1 =
𝑙𝑛 (

𝑆𝑡
𝐾) + (𝑟 +

𝜎2

2 )
(𝑇 − 𝑡)

𝜎√𝑇 − 𝑡
, 𝑑2 =

𝑙𝑛 (
𝑆𝑡
𝐾) + (𝑟 −

𝜎2

2 )
(𝑇 − 𝑡)

𝜎√𝑇 − 𝑡
= 𝑑1 − 𝜎√𝑇 − 𝑡, 

C(𝑆𝑡, 𝑡)为看涨期权的价格,P(𝑆𝑡, 𝑡)为看跌期权的价格,𝑆𝑡为t时刻标的资产价

格,  N(∙)为标准正态分布的累积分布函数,K为期权的敲定价格,r为无风险利

率, σ为股价波动率. 
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伊藤引理是日本数学家伊藤清最早于 1951 年发现的,假设变量𝑋𝑡服从下面

这个扩散过程 

d𝑋𝑡 = 𝜇(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑡, 𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑡, 

其中μ和σ分别是扩散过程的漂移率和波动率,d𝐵𝑡是布朗运动.伊藤引理对函数

h(𝑡, 𝑋𝑡)来说,有 

dH = (
𝜕𝐻

𝜕𝑋
𝜇 +

𝜕𝐻

𝜕𝑡
+
1

2

𝜕2𝐻

𝜕𝑋2
𝜎2)𝑑𝑡 +

𝜕𝐻

𝜕𝑋
𝜎𝑑𝐵𝑡 

成立,其中 2

2

2

2

1


X

H

t

H

X

H














此扩散过程的漂移率, 

X

H




为此扩散过程的波

动率, 𝑑𝐵𝑡是布朗运动. 

2.2 混合次分数模型及其性质 

定义 2.1[37] 设(Ω,ℱ, P)是一个完备的概率空间,则由布朗运动和次分数布朗

运动线性组合后,可以得到如下的混合次分数模型 

𝑀𝑡
𝐻 = 𝑀𝑡

𝐻(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝐵𝑡 + 𝑏𝜉𝑡
𝐻, (∀𝑡 ∈ 𝑅+), 

其中, 𝑎、𝑏是常数, 𝐻是赫斯特指数, 𝐵𝑡是布朗运动, 𝜉𝑡
𝐻是次分数布朗运动,且𝐵𝑡和𝜉𝑡

𝐻

是相互独立的. 

混合次分数模型{𝑀𝑡
𝐻(𝑎, 𝑏)}𝑡∈𝑅+满足以下性质: 

(1) 𝑀𝑡
𝐻是一个中心高斯过程,当H =

1

2
时, 𝑎 ∈ 𝑅且𝑏 ∈ 𝑅+是一个马尔可夫过

程; 

(2)对于∀𝑠 ∈ 𝑅+, ∀𝑡 ∈ 𝑅+, 𝑀𝑡
𝐻的协方差函数为 

Cov(𝑀𝑡
𝐻(𝑎, 𝑏),𝑀𝑠

𝐻(𝑎, 𝑏))

= 𝑎2(𝑡⋀𝑠) + 𝑏2 (𝑡2𝐻 + 𝑠2𝐻 −
1

2
((𝑠 + 𝑡)2𝐻 + |𝑡 − 𝑠|2𝐻)). 

其中𝑡⋀𝑠 =
1

2
(𝑡 + 𝑠 − |𝑡 − 𝑠|).  

(3)对于∀𝑡 ∈ 𝑅+,𝑀𝑡
𝐻平方的期望函数和二阶增量函数为 

𝐸 ((𝑀𝑡
𝐻(𝑎, 𝑏))

2
) = 𝑎2𝑡 + 𝑏2((2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻), 
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𝐸(𝑀𝑡
𝐻(𝑎, 𝑏) − 𝑀𝑠

𝐻(𝑎, 𝑏))
2

= 𝑎2(𝑡 − 𝑠) + 𝑏2(−22𝐻−1(𝑡2𝐻 + 𝑠2𝐻) + (𝑡 + 𝑠)2𝐻 + (𝑡 − 𝑠)2𝐻). 

(4)对于∀ℎ > 0,𝑀𝑡
𝐻具有自相似性,即 

{𝑀ℎ𝑡
𝐻 (𝑎, 𝑏)} ≜ {𝑀𝑡

𝐻(𝑎ℎ1 2⁄ , 𝑏1 2⁄ )}, 

其中, ≜表示具有相同的分布. 

2.3 经典 Heston 模型的基本形式及其解 

(1)经典 Heston 随机波动模型的基本假设形式[12] 

Heston(1993)提出了资产价格遵循下面的定价模型,与此同时它的波动率遵

循均值回复 Cox-Ingersoll-Ross(CIR)模型 

d𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡𝑑𝑡 + √𝑉𝑡𝑆𝑡𝑑𝐵1,𝑡, 

dV𝑡 = 𝜅(𝜃 − V𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎√𝑉𝑡𝑑𝐵2,𝑡, 

𝑑𝐵1,𝑡𝑑𝐵2,𝑡 = 𝜌(𝑑𝑡). 

其中𝑆𝑡是股票价格, V𝑡是股票波动率, 𝐵1,𝑡和𝐵2,𝑡是两个布朗运动过程, 𝜌是相关系

数且𝜌 ∈ (−1,1),参数𝜇是资产价格的期望,参数 𝜅是均值回复速度,参数 𝜃是波动

率的长期均值,参数 𝜎是波动率的波动率. 

大量的实证和数据分析研究已经表明,金融资产的对数收益率呈现出“尖峰

厚尾”的分布特征. 𝜎主要影响分布的峰度,当𝜎 = 0时,对数收益率表现为正态

分布,即 Heston 模型退化为经典 B-S 模型;当𝜎的值增加时,峰度也会随之增加,

从而尖峰表现的越明显,与此同时两侧有明显的厚尾出现,使得波动率微笑更明

显. 𝜌主要反应对数收益率和波动之间的相关性,即影响厚尾的程度.当𝜌 > 0时,

波动随着收益的增加而增加,表现出右边尾部更厚;当𝜌 < 0时,波动随着收益的

增加而减少,从而表现出左边尾部更厚. 

(2)经典 Heston 随机波动模型的解析解形式[12]
 

Heston 随机波动模型下欧式看涨期权价格的封闭解为 

C(𝑆𝑡, 𝑉𝑡, 𝑡) = 𝑆𝑡𝑃1 − 𝐾𝑒
−𝑟𝜏𝑃2, 

其中𝑥 = 𝑙𝑛𝑆𝑡, 𝑃1和𝑃2是两个密度积分,满足 
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𝑃𝑗(𝑥, 𝑉𝑡, 𝑇, 𝐾) =
1

2
+
1

𝜋
∫ 𝑅𝑒 (

𝑒−𝑖∅𝑙𝑛𝐾𝑓𝑗(𝑥, 𝑉𝑡, 𝑇, ∅)

𝑖∅
)𝑑∅,

+∞

0

 

𝑓𝑗(𝑥, 𝑉𝑡, 𝑇, ∅) = 𝑒𝑥𝑝{𝐶(𝑇 − 𝑡, ∅) + 𝐷(𝑇 − 𝑡, ∅)𝑉𝑡 + 𝑖∅𝑥}, 

𝐶(𝑇 − 𝑡, ∅) = 𝑟𝑖∅ +
𝑎

𝜎2
[(𝑏𝑗 − 𝜌𝜎∅𝑖 + 𝑑)𝜏 − 2𝑙𝑛 (

1 − 𝑔𝑒𝑑𝑟

1 − 𝑔
)], 

𝐷(𝑇 − 𝑡, ∅) =
𝑏𝑗 − 𝜌𝜎∅𝑖 + 𝑑

𝜎2
(
1 − 𝑔𝑒𝑑𝑟

1 − 𝑔
), 

𝑔 =
𝑏𝑗 − 𝜌𝜎∅𝑖 + 𝑑

𝑏𝑗 − 𝜌𝜎∅𝑖 − 𝑑
, 

𝑑 = √(𝑏𝑗 − 𝜌𝜎∅𝑖𝑢)
2
− 𝜎2(2𝑢𝑗∅𝑖 − ∅

2), 

𝑢1 =
1

2
, 𝑢2 = −

1

2
, 𝑎 = 𝜅𝑉, 𝑏1 = 𝜅 + 𝜆 − 𝜌𝜎, 𝑏2 = 𝜅 + 𝜆. 

2.4 微分方程解的相关不等式及相关知识 

定义 2.2[54] (风险中性定价)对衍生证券进行定价时,所有投资者都是风险中

性的.而所有证券的预期收益率等于无风险利率,所有现金流都应该使用无风险

利率贴现求得现值. 

定义 2.3[54] (无套利市场)不存在也不需要支付成本或承担风险就能获得额

外收益机会的市场,即“天下没有免费的午餐”. 

定义 2.4[54] (完备市场)如果在金融市场M 中,每个未定权益𝑋在该市场中都

可以被某一个交易策略所复制,则称这个市场M 为完备市场. 

定义 2.5[27] 对于任何𝑠 < 𝑡,假设𝐶[𝑠, 𝑡]表示连续函数的巴拿赫空间 ,用

‖𝑓‖𝑠,𝑡, 𝑓 ∈ 𝐶([𝑠, 𝑡])表示它的上确界范数,即满足 

‖𝑓‖𝑠,𝑡,∞ = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑟)|, 𝑠 ≤ 𝑟 ≤ 𝑡}, 

用𝐶𝛽[𝑠, 𝑡]表示阶𝛽 > 0的𝐻𝑜̈𝑙𝑑𝑒𝑟连续函数空间,定义范数为 

‖𝑓‖𝑠,𝑡,𝜆 = 𝑠𝑢𝑝 {
|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)|

|𝑢 − 𝑣|𝛽
, 𝑠 ≤ 𝑣 < 𝑢 ≤ 𝑡}. 
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定义 2.6[27] 格朗沃尔不等式对于满足积分或微分方程的函数,都有相应的

积分或微分方程不等式成立,可被用来证明初值问题解的唯一性 .设连续函数

𝑢, 𝑣: [0, 𝑇] ⟶ [0,∞]且M > 0满足 

𝑢(𝑡) ≤ 𝑀 +∫ 𝑣(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇].
𝑡

𝑜

 

对上式进行简单整理,则有 

𝑢(𝑡) ≤ 𝑀𝑒𝑥𝑝 (∫ 𝑣(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0

) , 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

定义 2.7[29] 局部 Lipschitz 条件:存在常数C1且C1 > 0满足 

|𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑓(𝑡, 𝑥̅, 𝑦̅, 𝑧̅)| + |𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑔(𝑡, 𝑥̅, 𝑦̅, 𝑧̅)|

+ |ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) − ℎ(𝑡, 𝑥̅, 𝑦̅, 𝑧̅)| 

≤ C1(|𝑥 − 𝑥̅| + |𝑦 − 𝑦̅| + |𝑧 − 𝑧̅|), 

其中t ∈ [0, 𝑇], 𝑥, 𝑥̅, 𝑦, 𝑦̅, 𝑧 − 𝑧̅ ∈ 𝑅𝑑. 

定义 2.8[29] 线性增长条件:存在常数C2且C2 > 0满足 

|𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)| + |𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)| + |ℎ(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)| ≤ C2(1 + |𝑥| + |𝑦| + |𝑧|), 

其中(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ [0, 𝑇] × 𝑅𝑑 × 𝑅𝑑 × 𝑅𝑑. 

定义 2.9[38]
 (Radon-Nikodym 定理)在概率空间(Ω,ℱ)上,由满足E(Z) = 1的非

负随机变量Z定义的一个新的概率测度P̃ 

P̃(𝐴) = ∫𝑍(𝜔)𝑑𝑃(𝜔), ∀𝐴 ∈ 𝐹. 

对于任何随机变量都有两个期望值,一个是原概率测度𝑃下的期望值,记为E(X);

另一个是新概率测度P̃下期望值Ẽ(X). 

如果P{𝑍 > 0} = 1,则𝑃和P̃具有相同的零概率集,有公式E(Z) = 𝐸̃ (
𝑋

𝑍
),我们称Z是P̃

关于𝑃的拉东-尼柯迪姆导数,记为 

Z =
𝑑𝑃̃

𝑑𝑃
. 

对于分布函数求解比较困难的扩散过程,可以对其分布的特征函数进行傅里

叶逆变换得到. 

定义 2.10[38] (傅里叶变换)设函数𝑓(𝑡)满足狄利克雷条件且绝对连续,定义

𝑓(𝑡)的傅里叶变换为 
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Φ[𝑓(𝑡)] = ∫ 𝑒𝑗𝑤𝑥
∞

−∞

𝑓(𝑡)𝑑𝑡. 

(傅里叶逆变换)设函数𝐹(𝑤)满足傅里叶逆变换的存在条件,则定义𝐹(𝑤)的

傅里叶逆变换为 

Φ−1[𝐹(𝑤)] =
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑗𝑤𝑥
∞

−∞

𝐹(𝑤)𝑑𝑤. 

设函数𝑓(𝑥)是某个随机变量𝑋的概率分布函数,满足𝑓(𝑥) ≥ 0, ∫ 𝑓(𝑥)
∞

−∞
𝑑𝑥 =

1,其经过傅里叶变换后称为特征函数,即 

Φ[𝑤] = ∫ 𝑒𝑗𝑤𝑥
∞

−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐸(𝑒𝑗𝑤𝑥). 

对特征函数进行傅里叶逆变换得到其密度函数. 
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3 混合高斯 Heston 随机波动模型下的欧式期权定价  

欧式期权与美式期权是期权的两种主要执行方式,它们之间的区别在于欧式

期权只能在到期日才能执行,而美式期权可以在到期日之前的任意时间去执行.

因此,美式期权相比欧式期权更为复杂.Merton 证明了美式期权的定价问题就是

求解其抛物型的最优边界问题,然而美式期权没有显式表达式,从而无法求得其

精确解,故将它转化为相应的线性偏微分方程,并结合数值方法求解相关问题. 

3.1 金融市场基本假设条件 

Heston 随机波动模型的引入,使得随机波动比恒定波动具有更大的灵活度,

在Heston随机波动模型中,用混合次分数布朗运动代替布朗运动能够表现出长相

依性,从而得到此模型更适用于真实市场.因此,本节首先用混合次分数布朗运动

来替代模型的随机部分,得到混合高斯 Heston 随机波动模型满足的偏微分方程;

然后,考虑到股价波动率满足的随机微分方程解有唯一解;其次,讨论了解的 p 阶

矩性质定理;最后,得到混合高斯 Heston 随机波动模型下的欧式期权定价公式. 

混合高斯 Heston 随机波动模型下,资产价格动态遵循下面的定价模型 

                        d𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡𝑑𝑡 + √𝑉𝑡𝑆𝑡𝑑𝑀1,𝑡
𝐻 ,                                      (3.1) 

                      dV𝑡 = 𝜅(𝜃 − V𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎√𝑉𝑡𝑑𝑀2,𝑡
𝐻 ,                                (3.2) 

                 𝑑𝑀1,𝑡
𝐻 𝑑𝑀2,𝑡

𝐻 = 𝜌[𝑎2𝑑𝑡 + 𝑏2(2 − 22𝐻−1)𝑑𝑡2𝐻].                 (3.3) 

其中𝑀1,𝑡
𝐻 和𝑀2,𝑡

𝐻 是两个混合次分数布朗运动过程,其波动率遵循均值回复混合次

CIR 模型. 

3.2 混合高斯 Heston 模型的偏微分方程及解的性质 

为了推导出混合高斯 Heston 随机波动模型下欧式期权满足的偏微分方程,首

先以引理的形式给出混合高斯 Heston 模型假设下满足的方程. 

引理 1 由混合高斯 Heston 模型的相应假设,可以得到方程 

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝑈

𝜕𝑆𝑡
+ 𝑉𝑡𝑆𝑡

2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)
𝜕2𝑈

𝜕𝑆𝑡
2 
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+𝑉𝑡𝜎
2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)

𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡
2 + [𝜅(𝜃 − V𝑡) − 𝜆(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡)]

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
 

+𝜎𝑆𝑡𝑉𝑡𝜌[𝑎
2 + 2𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]

𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡𝜕𝑆𝑡
− 𝑟𝑈 = 0. 

证明: 由金融市场的假设条件(3.1)-(3.3)可知,在混合高斯 Heston 模型中,除

了要对冲风险外,还要对冲波动率,令 

M𝑡 = 𝑀(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡), U𝑡 = 𝑈(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡). 

考虑自融资策略𝜗 = (𝜓, 𝛿),此时融资策略的总价值为 

                          Π = M𝑡 + 𝜓𝑆𝑡 + 𝛿U𝑡.                                             (3.4) 

𝜓是股票的份额, 𝛿是U𝑡所占的份额,在时间间隔dt内,价值Π的变化为 

                                                         dΠ = dM𝑡 + 𝜓𝑑𝑆𝑡 + 𝛿𝑑U𝑡.                                      (3.5) 

对M𝑡和U𝑡分别用Itô引理,得到下面两个二阶展开式 

dM𝑡 =
𝜕𝑀

𝜕𝑡
𝑑𝑡 +

𝜕𝑀

𝜕𝑆𝑡
𝑑𝑆𝑡 +

𝜕𝑀

𝜕𝑉𝑡
𝑑𝑉𝑡 +

1

2

𝜕2𝑀

𝜕𝑆𝑡
2
(𝑑𝑆𝑡)

2 +
𝜕2𝑀

𝜕𝑉𝑡
2
(𝑑𝑉𝑡)

2

+
𝜕2𝑀

𝜕𝑉𝑡𝜕𝑆𝑡
(𝑑𝑆𝑡𝑑𝑉𝑡) 

=
𝜕𝑀

𝜕𝑡
𝑑𝑡 +

𝜕𝑀

𝜕𝑆𝑡
𝑑𝑆𝑡 +

𝜕𝑀

𝜕𝑉𝑡
𝑑𝑉𝑡 + 𝑉𝑡𝑆𝑡

2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)
𝜕2𝑀

𝜕𝑆𝑡
2 𝑑𝑡 

+𝑉𝑡𝜎
2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)

𝜕2𝑀

𝜕𝑉𝑡
2 𝑑𝑡 

+𝜎𝑉𝑡𝑆𝑡𝜌[𝑎
2 + 2𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]

𝜕2𝑀

𝜕𝑉𝑡𝜕𝑆𝑡
𝑑𝑡. 

其中 

(𝑑𝑆𝑡)
2 =  𝑑𝑆𝑡 ⋅ 𝑑𝑆𝑡 = 𝑉𝑡𝑆𝑡

2(𝑎2𝑑𝑡 + 𝑏2(2 − 22𝐻−1)𝑑𝑡2𝐻), 

𝑑𝑆𝑡 ⋅ 𝑑𝑉𝑡 = 𝜌𝜎𝑉𝑡𝑆𝑡(𝑎
2𝑑𝑡 + 𝑏2(2 − 22𝐻−1)𝑑𝑡2𝐻), 

(𝑑𝑉𝑡)
2 =  𝑑𝑉𝑡 ⋅ 𝑑𝑉𝑡 = 𝜎

2𝑉𝑡(𝑎
2𝑑𝑡 + 𝑏2(2 − 22𝐻−1)𝑑𝑡2𝐻), 

同理可得 

dU𝑡 =
𝜕𝑈

𝜕𝑡
𝑑𝑡 +

𝜕𝑈

𝜕𝑆𝑡
𝑑𝑆𝑡 +

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
𝑑𝑉𝑡 +

1

2

𝜕2𝑈

𝜕𝑆𝑡
2
(𝑑𝑆𝑡)

2 +
𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡
2
(𝑑𝑉𝑡)

2 

+
𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡𝜕𝑆𝑡
(𝑑𝑆𝑡𝑑𝑉𝑡) 
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=
𝜕𝑈

𝜕𝑡
𝑑𝑡 +

𝜕𝑈

𝜕𝑆𝑡
𝑑𝑆𝑡 +

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
𝑑𝑉𝑡 + 𝑉𝑡𝑆𝑡

2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)
𝜕2𝑈

𝜕𝑆𝑡
2 𝑑𝑡 

+𝑉𝑡𝜎
2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)

𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡
2 𝑑𝑡 

+𝜎𝑉𝑡𝑆𝑡𝜌[𝑎
2 + 2𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]

𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡𝜕𝑆𝑡
𝑑𝑡. 

将上述两个式子带入(3.5),可得 

dΠ = Adt + δBdt + (
𝜕𝑀

𝜕𝑆𝑡
+ 𝛿

𝜕𝑈

𝜕𝑆𝑡
+ 𝜓)𝑑𝑆𝑡 + (

𝜕𝑀

𝜕𝑉𝑡
+ 𝛿

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
)𝑑𝑉𝑡.       (3.6) 

其中 

A =
𝜕𝑀

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑡𝑆𝑡

2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)
𝜕2𝑀

𝜕𝑆𝑡
2

+ 𝑉𝑡𝜎
2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)

𝜕2𝑀

𝜕𝑉𝑡
2

+ 𝜎𝑉𝑡𝑆𝑡𝜌[𝑎
2 + 𝑏2 ⋅ 2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]

𝜕2𝑀

𝜕𝑉𝑡𝜕𝑆𝑡
, 

B =
𝜕𝑈

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑡𝑆𝑡

2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)
𝜕2𝑈

𝜕𝑆𝑡
2

+ 𝑉𝑡𝜎
2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)

𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡
2

+ 𝜎𝑉𝑡𝑆𝑡𝜌[𝑎
2 + 𝑏2 ⋅ 2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]

𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡𝜕𝑆𝑡
. 

在这个交易策略中,为了对冲掉股票价格和波动率风险,必须得保证 

𝜕𝑀

𝜕𝑆𝑡
+ 𝛿

𝜕𝑈

𝜕𝑆𝑡
+ 𝜓 = 0, 

𝜕𝑀

𝜕𝑉𝑡
+ 𝛿

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
= 0. 

于是解得 

𝜓 =
𝜕𝑀

𝜕𝑉𝑡

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
⋅
𝜕𝑈

𝜕𝑆𝑡
−
𝜕𝑀

𝜕𝑆𝑡
,                                   (3.7)⁄  

                                                                𝛿 = −
𝜕𝑀

𝜕𝑉𝑡

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
.                                             (3.8)⁄  

dΠ =  Adt + δBdt.                                          (3.9) 

又由基本假设条件可知,组合的收益为无风险收益 ,r 满足 

              dΠ =  rΠdt = r(M𝑡 + 𝜓𝑆𝑡 + 𝛿U𝑡)𝑑𝑡.                                   (3.10) 
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由(3.9)和(3.10)式整理可得到 

rM𝑡 + 𝑟𝜓𝑆𝑡 + 𝑟𝛿U𝑡 = 𝐴 + 𝛿𝐵                               (3.11) 

将(3.7)和(3.8)式代入(3.11)式,得 

rM𝑡 + 𝑟𝑆𝑡 (
𝜕𝑀

𝜕𝑉𝑡

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
⋅⁄
𝜕𝑈

𝜕𝑆𝑡
−
𝜕𝑀

𝜕𝑆𝑡
) + 𝑟 (

𝜕𝑀

𝜕𝑉𝑡

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
⁄ )U𝑡 = 𝐴 + (−

𝜕𝑀

𝜕𝑉𝑡

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
⁄ )𝐵, (3.12) 

接着在(3.12)式的左右两边同时乘以
tV

U




 

𝐴 − rM𝑡 + 𝑟𝑆𝑡
𝜕𝑀
𝜕𝑆𝑡

𝜕𝑀
𝜕𝑉𝑡

=
𝐵 − rU𝑡 + 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝑈
𝜕𝑆𝑡

𝜕𝑈
𝜕𝑉𝑡

                          (3.13) 

成立.借鉴 Heston
[12]的思想,假设函数 h满足如下表达式 

ℎ(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡) = −𝜅(𝜃 − 𝑉𝑡) + 𝜆(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡).                              (3.14) 

𝜆(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡)是市场波动率的风险价格,然后将(3.14)式代入(3.13)式的左侧,得到 

[−𝜅(𝜃 − 𝑉𝑡) + 𝜆(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡)]
𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
= 𝐵 − 𝑟𝑈𝑡 + 𝑟𝑆𝑡,                   (3.15) 

将𝐵代入(3.15)式,整理可得 

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+ 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝑈

𝜕𝑆𝑡
+ 𝑉𝑡𝑆𝑡

2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)
𝜕2𝑈

𝜕𝑆𝑡
2 

+𝑉𝑡𝜎
2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)

𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡
2 + [𝜅(𝜃 − V𝑡) − 𝜆(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡)]

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡
 

           +𝜎𝑆𝑡𝑉𝑡𝜌[𝑎
2 + 2𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]

𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡𝜕𝑆𝑡
− 𝑟𝑈 = 0.            (3.16) 

当到期日为T,敲定价格为𝐾时,欧式看涨期权满足偏微分方程(3.16)且遵循

下面的边界条件 

{
 
 
 

 
 
 

𝑈(𝑆𝑡, 𝑉𝑡, 𝑇) = 𝑚𝑎𝑥(𝑆𝑡 − 𝐾, 0),

𝑈(0, 𝑉𝑡, 𝑡) = 0,

𝑈(𝑆𝑡,∞, 𝑡) = 𝑆𝑡,
𝜕𝑈
𝜕𝑆𝑡

(∞,𝑉𝑡, 𝑡) = 1,

𝜕𝑈
𝜕𝑡
(𝑆𝑡, 0, 𝑡) + 𝑟𝑆𝑡

𝜕𝑈
𝜕𝑆𝑡

(𝑆𝑡, 0, 𝑡) + 𝜅𝜃
𝜕𝑈
𝜕𝑉𝑡

(𝑆𝑡, 0, 𝑡) − 𝑟𝑈(𝑆𝑡, 0, 𝑡) = 0,

          (3.17) 

令x = lnS,对(3.16)式利用进行简单变形,可得 
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𝜕𝑈

𝜕𝑡
+ [𝑟 − 𝑉𝑡(𝑎

2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)]
𝜕𝑈

𝜕𝑥

+ 𝑉𝑡(𝑎
2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2

+ 𝑉𝑡𝜎
2(𝑎2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1)

𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡
2 + [𝜅(𝜃 − 𝑉𝑡) −  𝜆𝑉𝑡]

𝜕𝑈

𝜕𝑉𝑡

+ 𝜎𝑉𝑡𝜌[𝑎
2 + 𝑏2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]

𝜕2𝑈

𝜕𝑉𝑡𝜕𝑥
− 𝑟𝑈 = 0.         (3.18) 

引理1得到了混合高斯 Heston 随机波动模型的偏微分方程.混合高斯 Heston

模型股票价格满足的随机微分方程有唯一解,同样,股价波动率满足的随机微分

方程也有唯一解. 

定理 2 满足混合高斯 Heston 模型的波动率方程有唯一解𝑉𝑡且𝑉𝑡 > 0,其中𝑡 ∈

[0, 𝑇]. 

证明: 首先,证明满足方程(3.2)解的唯一性.假设𝑊(𝑡, 𝜔)和𝑂(𝑡, 𝜔)满足方程

(3.2),得到 

𝑊(𝑡, 𝜔) =  𝑂(𝑡, 𝜔), 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

又𝑊(0,𝜔) = 𝑊,𝑂(𝑡, 𝜔) = 𝑂,因此 

𝐸[|𝑊(𝑡, 𝜔) −  𝑂(𝑡, 𝜔)|2] 

= 𝐸 [|𝑊 −  𝑂 + ∫ (−𝜅(𝑊𝑠 − 𝑂𝑠))𝑑𝑠 + ∫ 𝜎(√𝑊𝑠 −√𝑂𝑠)𝑑𝑀𝑠
𝐻

𝑡

0

𝑡

0

|

2

] 

≤ 3𝐸[|𝑊 −  𝑂|2] + 3𝐸 [(∫ (𝜅(𝑊𝑠 − 𝑂𝑠))𝑑𝑠
𝑡

0

)

2

] 

+6𝑎2𝐸 [(∫ 𝜎 (
𝑊𝑠 − 𝑂𝑠

√𝑊𝑠 +√𝑂𝑠
)𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

)

2

] + 6𝑏2𝐸 [(∫ 𝜎 (
𝑊𝑠 − 𝑂𝑠

√𝑊𝑠 +√𝑂𝑠
)𝑑𝑀𝑠

𝐻
𝑡

0

)

2

] 

≤ 3𝐸[|𝑊 −  𝑂|2] + 3𝜅2𝑡𝐸 [∫ (𝑊𝑠 − 𝑂𝑠)
2𝑑𝑠

𝑡

0

] + 6𝑎2𝜎2𝐸 [∫ (
𝑊𝑠 − 𝑂𝑠

√𝑊𝑠 +√𝑂𝑠
)

2

𝑑𝑠
𝑡

0

] 

+6𝑏2 ⋅ 2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1𝜎2𝐸 [∫ (
𝑊𝑠 − 𝑂𝑠

√𝑊𝑠 +√𝑂𝑠
)

2

𝑑𝑠
𝑡

0

] 

≤ 3𝐸[|𝑊 −  𝑂|2] + 3𝜅2𝑡𝐸 [∫ (𝑊𝑠 − 𝑂𝑠)
2𝑑𝑠

𝑡

0

] 

+[6𝑎2 + 6𝑏2 ⋅ 2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]
𝜎2

𝜀2
𝐸 [∫ (𝑊𝑠 −𝑂𝑠)

2𝑑𝑠
𝑡

0

] 
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≤ 3𝐸[|𝑊 −  𝑂|2] + {3𝜅2𝑡 + [6𝑎2 + 6𝑏2 ⋅ 2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]
𝜎2

𝜀2
} ⋅ 

∫ 𝐸[|𝑊(𝑠, 𝜔) − 𝑂(𝑠, 𝜔)|2]𝑑𝑠.
𝑡

0

 

其中𝜀 = 𝑚𝑖𝑛{√𝑊𝑡 + √𝑂𝑡|𝑡 ∈ [0, 𝑇]}. 

令 

𝐶𝑡 = 𝐸[|𝑊(𝑡, 𝜔) −  𝑂(𝑡, 𝜔)|2], 

𝐷 = 3𝐸[|𝑊 − 𝑂|2], 

𝐹 = 3𝜅2𝑡 + [6𝑎2 + 6𝑏2 ⋅ 2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]
𝜎2

𝜀2
, 

由定义 2.6(格朗沃尔不等式)有 

𝐶𝑡 = 𝐷 + 𝐹∫ 𝐶𝑠𝑑𝑠 ≤ 𝐷𝑒𝐴𝑡
𝑡

0

 

成立,当𝑡 = 0时,就有W = 𝑊(0,𝜔) =  𝑂(0, 𝜔) = 𝑂,因此解的唯一性证毕. 

其次,证明满足方程(3.2)解的存在性.定义W𝑡
0 = 𝑍0和W𝑡

(𝑘) = W𝑡
(𝑘)(𝜔),由归

纳法得 

W𝑡
(𝑘+1) = 𝑍0 +∫ 𝜅(𝜃 −W𝑡

(𝑘))𝑑𝑠 + ∫ 𝜎√W𝑡
(𝑘)𝑑𝑀𝑠

𝐻.
𝑡

0

𝑡

0

 

则有 

𝐿1 = 𝐸 [|W𝑡
(1)−W𝑡

(0)|
2

] 

= 𝐸 [|∫ 𝜅(𝜃 − 𝑍0)𝑑𝑠 + ∫ 𝜎√𝑍0𝑑𝑀𝑠
𝐻

𝑡

0

𝑡

0

|

2

] 

≤ 2𝐸 (∫ 𝜅(𝜃 − 𝑍0)𝑑𝑠
𝑡

0

)

2

+ 2𝐸 (∫ 𝜎√𝑍0𝑑𝑀𝑠
𝐻

𝑡

0

)

2

 

≤ 2𝜅2𝑡𝐸 [∫ (𝜃 − 𝑍0)
2𝑑𝑠

𝑡

0

] + 2𝐸 [𝑎2 (∫ 𝜎√𝑍0𝑑𝐵𝑠

𝑡

0

)

2

+ 𝑏2 (∫ 𝜎√𝑍0𝑑𝜉𝑠
𝐻

𝑡

0

)

2

] 

≤ 4𝜅2𝑡2(𝜃2 + 𝐸(|𝑍0|)
2) + 2𝜎2[𝑎2𝑡 + 𝑏2 ⋅ 2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]𝐸[|𝑍0|] 

≤ 𝐺1𝑡. 

其中𝐺1取决于 𝑇, 𝐸[|𝑍0|], 𝐸(|𝑍0|)
2.通过上述归纳可得 
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𝐿𝑘+1 = 𝐸 [|W𝑡
(𝑘+1)−W𝑡

(𝑘)|
2

] ≤
𝐺𝑚
𝑘+1𝑡𝑘+1

(𝑘 + 1)!
, 𝑘 ≥ 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

其中𝐺𝑚也取决于𝑇, 𝐸[|𝑍0|], 𝐸(|𝑍0|)
2. 

因此,序列𝐿𝑘+1 = 𝐿1 + ∑ (𝐿𝑖+1 − 𝐿𝑖)
𝑘
𝑖=1 是绝对收敛于𝐿2范数,可得解的存在性.证

毕. 

定理 2 给出了混合高斯 Heston 模型波动率方程有唯一解,下一结果提供了估

计解的上确界范数,即讨论解的 p 阶矩性质. 

定理 3 假设𝑆𝑡满足混合高斯 Heston 模型(3.1)的股票价格时,对于所有的𝑃 >

0对任意一个𝛾 > 2, 𝑇 > 0,都有𝐸(|𝑆𝑡|
𝑃) < ∞成立. 

证明: 借鉴了定理 2.3
[13]的证明思想.假设𝑉𝑡是方程(3.2)的一个解,设𝑋𝑡 =

𝑉𝑡
𝛾
,可得 

𝑋𝑡 = 𝑉0
𝛾
+ 𝛾∫ 𝜅 (𝜃 − 𝑋𝑢

1
𝛾)𝑋𝑢

1−
1
𝛾𝑑𝑢 + 𝛾∫ 𝜎√𝑋𝑢

1
𝛾𝑋𝑢

1−
1
𝛾𝑑𝑀𝑢

𝐻
𝑡

0

𝑡

0

 

= 𝑉0
𝛾
+ 𝛾𝜅𝜃∫ 𝑋𝑢

1−
1
𝛾𝑑𝑢 − 𝛾𝜅∫ 𝑋𝑢𝑑𝑢 + 𝛾𝜎∫ 𝑋𝑢

1−
1
2𝛾𝑑𝑀𝑢

𝐻
𝑡

0

𝑡

0

.
𝑡

0

 

设s < 𝑡有 

|𝑋𝑡 − 𝑋𝑠| ≤ 𝛾𝜅𝜃 |∫ 𝑋𝑢
1−
1
𝛾𝑑𝑢

𝑡

𝑠

| + 𝛾𝜅 |∫ 𝑋𝑢𝑑𝑢
𝑡

𝑠

| + 𝛾𝜎 |∫ 𝑋𝑢
1−

1
2𝛾𝑑𝑀𝑢

𝐻
𝑡

𝑠

|. 

由定义 2.6 可得 

∫ 𝑋𝑢
1−
1
𝛾𝑑𝑢 ≤ (‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞

1−
1
𝛾 )

𝑡

𝑠

(𝑡 − 𝑠), 

∫ 𝑋𝑢𝑑𝑢 ≤ (‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞)
𝑡

𝑠

(𝑡 − 𝑠). 

由区间上分数积分计算产生了 

∫ 𝑋𝑢
1−

1
2𝛾𝑑𝑀𝐻(𝑢) = (−1)𝛼∫ 𝐷𝑠+

𝛼 𝑋𝑢
1−

1
2𝛾𝐷𝑡−

1−𝛼𝑀𝑡−
𝐻 (𝑢)𝑑𝑢.

𝑡

𝑠

𝑡

𝑠

 

其中𝛼 ∈ (0,1),𝑀𝑡−
𝐻 (𝑢) = 𝑀𝐻(𝑢) − 𝑀𝐻(𝑡), 𝐷𝑠+

𝛼 和𝐷𝑡−
1−𝛼分别表示阶𝛼和1 − 𝛼的左、

右分数阶导数,定义如下 
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𝐷𝑠+
𝛼 𝑋𝑢

1−
1
2𝛾 =

1

Γ(1 − 𝛼)
(
𝑋𝑢
1−

1
2𝛾

(𝑢 − 𝑠)𝛼
+ 𝛼∫

𝑋𝑢
1−

1
2𝛾 − 𝑋𝛾

1−
1
2𝛾

(𝑢 − 𝑟)𝛼+1

𝑢

𝑠

𝑑𝑟), 

𝐷𝑡−
1−𝛼𝑀𝑡−

𝐻 (𝑢) =
(−1)1−𝛼

Γ(𝛼)
(
𝑀𝐻(𝑢) − 𝑀𝐻(𝑡)

(𝑡 − 𝑢)1−𝛼
+ (1 − 𝛼)∫

𝑀𝐻(𝑢) − 𝑀𝐻(𝑟)

(𝑟 − 𝑢)2−𝛼
𝑑𝑟

𝑡

𝑢

). 

|𝐷𝑠+
𝛼 𝑋𝑢

1−
1
2𝛾| ≤ 𝐶1(‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞

1−
1
2𝛾(𝑢 − 𝑠)−𝛼 +∫

𝑋𝑢
1−

1
2𝛾 − 𝑋𝛾

1−
1
2𝛾

(𝑢 − 𝑟)𝛼+1

𝑢

𝑠

𝑑𝑟) 

≤ 𝐶1 (‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞
1−

1
2𝛾(𝑢 − 𝑠)−𝛼 +

2

𝛼
‖𝑋‖

𝑠,𝑡,𝛽

1−
1
2𝛾(𝑢 − 𝑠)

𝛽(1−
1
2𝛾
)−𝛼

). 

|𝐷𝑡−
1−𝛼𝑀𝑡−

𝐻 (𝑢)| ≤ 𝐶2(‖𝑀
𝐻‖𝑠,𝑡,∞(𝑡 − 𝑢)

𝛼−1 + ‖𝑀𝐻‖0,𝑇,𝛽(𝑡 − 𝑢)
𝛼+𝛽−1). 

其中𝐶1、𝐶2是取决于𝛼, 𝛽, 𝑡的常数.因此,有 

|∫ 𝑋𝑢
1−

1
2𝛾𝑑𝑀𝐻(𝑢)

𝑡

𝑠

| 

≤ 𝐶∫ (‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞
1−

1
2𝛾(𝑢 − 𝑠)−𝛼 + ‖𝑋‖

𝑠,𝑡,𝛽

1−
1
2𝛾(𝑢 − 𝑠)

𝛽(1−
1
2𝛾
)−𝛼

)
𝑡

𝑠

(‖𝑀𝐻‖𝑠,𝑡,∞(𝑡 − 𝑢)
𝛼−1

+ ‖𝑀𝐻‖0,𝑇,𝛽(𝑡 − 𝑢)
𝛼+𝛽−1)𝑑𝑢 

≤ 𝐶 (‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞
1−

1
2𝛾(𝑡 − 𝑠)𝛽 + ‖𝑋‖

𝑠,𝑡,𝛽

1−
1
2𝛾(𝑡 − 𝑠)

𝛽(2−
1
2𝛾
)
) (‖𝑀𝐻‖𝑠,𝑡,∞ + ‖𝑀

𝐻‖0,𝑇,𝛽). 

则有 

|𝑋𝑡 − 𝑋𝑠| ≤ 𝛾𝜅 (𝜃‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞
1−
1
𝛾
+ ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞) (𝑡 − 𝑠) + 𝐶𝛾𝜎(‖𝑀

𝐻‖0,𝑇,𝛽 + ‖𝑀
𝐻‖𝑠,𝑡,∞)

× (‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞
1−

1
2𝛾(𝑡 − 𝑠)𝛽 + ‖𝑋‖

𝑠,𝑡,𝛽

1−
1
2𝛾(𝑡 − 𝑠)

𝛽(2−
1
2𝛾
)
). 

对所有的X > 0和𝛼 ∈ (0,1),有不等式x𝛼 ≤ 1 + 𝑥成立,进一步可以改写为 

‖𝑋‖𝑠,𝑡,𝛽 =
|𝑋𝑡 − 𝑋𝑠|

(𝑡 − 𝑠)𝛽
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≤ 𝛾𝜅 (‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞
1−
1
𝛾 + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞) (𝑡 − 𝑠)

1−𝛽 + 𝐶𝛾𝜎(‖𝑀𝐻‖0,𝑇,𝛽 + ‖𝑀
𝐻‖𝑠,𝑡,∞)

× (‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞
1−

1
2𝛾 + ‖𝑋‖

𝑠,𝑡,𝛽

1−
1
2𝛾(𝑡 − 𝑠)

𝛽(1−
1
2𝛾
)
) 

≤ 𝛾𝜅(𝜃(1 + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞) + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞)(𝑡 − 𝑠)
1−𝛽 + 𝐶𝛾𝜎(‖𝑀𝐻‖0,𝑇,𝛽 + ‖𝑀

𝐻‖𝑠,𝑡,∞)

× ((1 + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞) + (1 + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,𝛽)(𝑡 − 𝑠)
𝛽(1−

1
2𝛾
)
). 

即意味着 

[1 − 𝐶𝛾𝜎(‖𝑀𝐻‖0,𝑇,𝛽 + ‖𝑀
𝐻‖𝑠,𝑡,∞)(𝑡 − 𝑠)

𝛽(1−
1
2𝛾
)
] ‖𝑋‖𝑠,𝑡,𝛽 

≤ 𝛾𝜅(𝜃(1 + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞) + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞)(𝑡 − 𝑠)
1−𝛽 + 𝐶𝛾𝜎(‖𝑀𝐻‖0,𝑇,𝛽 + ‖𝑀

𝐻‖𝑠,𝑡,∞) ×

((1 + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞) + (𝑡 − 𝑠)
𝛽(1−

1

2𝛾
)
). 

假设∆1满足 

∆1= (
1

2𝐶𝛾𝜎(‖𝑀𝐻‖0,𝑇,𝛽 + ‖𝑀𝐻‖𝑠,𝑡,∞)
)

2𝛾
𝛽(2𝛾−1)

, 

对于所有的𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑠 ≤ 𝑡,使得𝑡 − 𝑠 ≤ ∆1,有 

‖𝑋‖𝑠,𝑡,𝛽 ≤ 2𝛾𝜅(𝜃(1 + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞) + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞)(𝑡 − 𝑠)
1−𝛽 + 2𝐶𝛾𝜎(1 + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞) + 1. 

‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞ ≤ |𝑋𝑠| + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,𝛽(𝑡 − 𝑠)
𝛽 

≤ |𝑋𝑠| + 2𝛾𝜅(𝜃(1 + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞) + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞)(𝑡 − 𝑠) + 2𝐶𝛾𝜎(1 + ‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞)(𝑡 − 𝑠)
𝛽

+ (𝑡 − 𝑠)𝛽 , 

则有 

‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞[1 − 2𝛾𝜅(𝑡 − 𝑠)(𝜃 + 1) − 2𝐶𝛾𝜎(𝑡 − 𝑠)
𝛽]

≤ |𝑋𝑠| + 2𝛾𝜅𝜃(𝑡 − 𝑠) + 2𝐶𝛾𝜎(𝑡 − 𝑠)
𝛽 + (𝑡 − 𝑠)𝛽 . 

假设∆2满足 

∆2= ∆1⋀(
1

8𝛾𝜅(𝜃 + 1)
)⋀ (

1

8𝐶𝛾𝜎
)

1
𝛽
, 

对于所有的𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑠 < 𝑡,使得𝑡 − 𝑠 ≤ ∆2,意味着 
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‖𝑋‖𝑠,𝑡,∞ ≤ 2|𝑋𝑠| + 𝐶𝛾,𝛽,𝜃,𝑇 . 

其中, 𝐶𝛾,𝛽,𝜃,𝑇 = 4𝛾𝛽𝜃𝑇 + 1 2⁄ + 2𝑇𝛽 . 

设n = [
𝑇

∆2
] + 1,并且将区间[0, 𝑇]分割成n个子区间,当𝑠 = 0, 𝑡 = ∆2,对所有的

𝑡 ∈ [0, ∆2],上式变为 

‖𝑋‖0,𝑡,∞ ≤ 2|𝑋0| + 𝐶𝛾,𝛽,𝜃,𝑇 . 

由递归可以得到 

‖𝑋‖0,𝑇,∞ ≤ 2
𝑛|𝑋0| + 2

𝑛−1𝐶𝛾,𝛽,𝜃,𝑇 

≤ 2
𝑇(2𝐶𝛾𝜎(‖𝑀𝐻‖

0,𝑇,𝛽
+‖𝑀𝐻‖

𝑠,𝑡,∞
))

2𝜆
𝛽(2𝛾−1)

⋁8𝛾𝜅(𝜃−1)⋁(8𝐶𝛾𝜎)
1
𝛽
+1

(|𝑋0| + 𝐶𝛾,𝛽,𝜃,𝑇). 

因此可以得到 

‖𝑉‖0,𝑇,∞ ≤ 𝐶1,𝛾,𝛽,𝜃,𝑇(|𝑉0| + 1)𝑒𝑥𝑝 {𝐶2,𝛾,𝛽,𝜃,𝑇 (1 + (‖𝑀
𝐻‖0,𝑇,𝛽 + ‖𝑀

𝐻‖𝑠,𝑡,∞))}. 

对所有的𝑃 ≥ 0,对任意一个𝛾 > 2, 𝑇 > 0,有𝐸(|𝑉𝑡|
𝑃) < ∞.当𝑆𝑡满足混合高斯

Heston 模型时,对于所有的𝑃 > 0,都有𝐸(|𝑆𝑡|
𝑃) < ∞成立.证毕. 

3.3 混合高斯 Heston 模型下的定价公式 

引理 1 给出了混合高斯 Heston 随机波动模型下欧式看涨期权的价格所满足

的偏微分方程,通过求解该偏微分方程,从而得到相应的定价公式. 

定理 4 在混合高斯 Heston 模型下,到期日为𝑇,敲定价格为𝐾,股票价格和波

动率满足(3.1)-(3.3)式的欧式看涨期权在t(𝑡 ∈ [0, 𝑇])时刻的价格𝐶(𝑆𝑡, 𝑡)满足如下

方程 

𝐶(𝑆𝑡, 𝑡) = 𝑆𝑡𝑃1 − 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝑃2, 

其中 

𝑃1 =
1

2
+
1

2𝜋
∫

𝑒−𝑖𝜑𝑙𝑛𝐾ℎ(𝜑−𝑖)

𝑖𝜑ℎ(−𝑖)
𝑑𝜑

+∞

−∞

. 

𝑃2 =
1

2
+
1

2𝜋
∫ 𝑔(𝜑)

𝑒−𝑖𝜑𝑙𝑛𝐾

𝑖𝜑
𝑑𝜑.

+∞

−∞
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证明: 根据 Heston
[12]的证明过程,首先假设该模型和经典 B-S 模型有近似的

解: 

                      𝐶(𝑆𝑡, 𝑉𝑡, 𝑡) = 𝑆𝑡𝑃1 − 𝐾𝑒
−𝑟𝜏𝑃2，                          (3.19) 

其中, 𝜏 = 𝑇 − 𝑡, 𝑟代表无风险利率, 𝑃1, 𝑃2表示概率分布函数. 

根据欧式看涨期权的定价公式: 

𝐶(𝑆𝑇 , 𝐾) = 𝑒
−𝑟𝜏𝐸𝑄[(𝑆𝑇 − 𝐾)

+] 

 = 𝑒−𝑟𝜏𝐸𝑄[(𝑆𝑇 − 𝐾)1𝑆𝑇>𝐾] 

 = 𝑒−𝑟𝜏𝐸𝑄[𝑆𝑇1𝑆𝑇>𝐾] − 𝐾𝑒
−𝑟𝜏𝐸𝑄[1𝑆𝑇>𝐾]       (3.20) 

其中, 1𝑆𝑇>𝐾表示示性函数, 𝐸𝑄[1𝑆𝑇>𝐾]表示在风险中性测度𝑄下𝑆𝑇 > 𝐾的概率并

且有下式成立 

𝐸𝑄[1𝑆𝑇>𝐾] = 𝑄(𝑆𝑇 > 𝐾) = 𝑄(𝑙𝑛𝑆𝑇 > 𝑙𝑛𝐾) = 𝑃2. 

为了计算(3.20)式的第一项𝐸𝑄[𝑆𝑇1𝑆𝑇>𝐾],要进行相应的测度变换,由定义 2.9

可知,测度𝑄和测度𝑄𝑆满足关系 

𝑑𝑄

𝑑𝑄𝑆
=
𝐵𝑇 𝐵𝑡⁄

𝑆𝑇 𝑆𝑡⁄
=
𝐸𝑄[𝑒𝑥𝑇]

𝑒𝑥𝑇
                                      (3. 21) 

其中, 𝑄指的是风险中性测度, 𝑄𝑆表示由 Radon-Nikondym 测度变换得到的另一

新的测度, 𝐵𝑡 = 𝑒𝑥𝑝 (∫ 𝑟𝑑𝑢
𝑡

0
) = 𝑒𝑟𝑡. 

对(3.21)式进行简单整理,有 

𝑒𝑟𝑇 𝑒𝑟𝑡⁄

𝑆𝑇 𝑆𝑡⁄
=
𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)𝑆𝑡

𝑆𝑇
=
𝑒−𝑟𝜏𝑆𝑡
𝑆𝑇

=
𝐸𝑄[𝑒𝑥𝑇]

𝑒𝑥𝑇
=
𝐸𝑄[𝑒𝑥𝑇]

𝑆𝑇
                  (3.22) 

继续整理上式得到 

𝑒𝑟𝜏𝑆𝑡 = 𝐸𝑄[𝑒𝑥𝑇]. 

在(3.20)中,式子 

𝑒−𝑟𝜏𝐸𝑄[𝑆𝑇1𝑆𝑇>𝐾] = 𝑒−𝑟𝜏𝐸𝑄[𝑒𝑥𝑇1𝑆𝑇>𝐾] 

  = 𝑒−𝑟𝜏𝐸𝑄 [𝐸𝑄(𝑒𝑥𝑇)
𝑆𝑇 𝑆𝑡⁄

𝐵𝑇 𝐵𝑡⁄
1𝑆𝑇>𝐾] 
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  = 𝑒−𝑟𝜏𝐸𝑄 [𝑒𝑟𝜏𝑆𝑡
𝑆𝑇 𝑆𝑡⁄

𝐵𝑇 𝐵𝑡⁄
1𝑆𝑇>𝐾] 

  = 𝑆𝑡𝐸
𝑄 [
𝑑𝑄𝑆

𝑑𝑄
1𝑆𝑇>𝐾] 

  = 𝑆𝑡𝐸
𝑄𝑆[1𝑆𝑇>𝐾] 

从而𝑃1 = 𝐸
𝑄𝑆[1𝑆𝑇>𝐾] = 𝑄𝑆(𝑆𝑇 > 𝐾),指的是经过Radon-Nikodym测度变换得到新

的测度𝑄𝑆下𝑆𝑇 > 𝐾的概率. 

为方便计算,令𝑆𝑡 = 𝑒
𝑥此时欧式看涨期权的价格为 

    𝐶(𝐾, 𝜏) = 𝑒𝑥𝑃1 −𝐾𝑒
−𝑟𝜏𝑃2.                                       (3.23) 

对(3.23)式关于𝑡, 𝑥, 𝑉𝑡分别求其一阶、二阶偏导数,展开有 

  
𝜕∁

𝜕t
= 𝑒𝑥

𝜕𝑃1
𝜕t

− 𝐾𝑒−𝑟𝜏 (
𝜕𝑃2
𝜕t

+ 𝑟𝑃2),                                  (3.24) 

 
𝜕∁

𝜕x
= 𝑒𝑥 (

𝜕𝑃1
𝜕x

+ 𝑃1) − 𝐾𝑒
−𝑟𝜏 (

𝜕𝑃2
𝜕x
),                                 (3.25) 

𝜕2∁

𝜕x2
= 𝑒𝑥 (

𝜕2𝑃1
𝜕x2

+ 2
𝜕𝑃1
𝜕x

+ 𝑃1) − 𝐾𝑒
−𝑟𝜏 (

𝜕2𝑃2
𝜕x2

),                   (3.26) 

𝜕∁

𝜕V𝑡
= 𝑒𝑥

𝜕𝑃1
𝜕V𝑡

− 𝐾𝑒−𝑟𝜏 (
𝜕𝑃2
𝜕V𝑡

),                                        (3.27) 

𝜕2∁

𝜕𝑉𝑡
2 = 𝑒𝑥

𝜕2𝑃1

𝜕𝑉𝑡
2 − 𝐾𝑒

−𝑟𝜏
𝜕2𝑃2

𝜕𝑉𝑡
2 ,                                      (3.28) 

 
𝜕2∁

𝜕𝑥𝜕V𝑡
= 𝑒𝑥 (

𝜕2𝑃1
𝜕x𝜕V𝑡

+
𝜕𝑃1
𝜕V𝑡

) − 𝐾𝑒−𝑟𝜏
𝜕2𝑃2
𝜕𝑥𝜕V𝑡

.                           (3.29) 

将(3.24)-(3.29)式代入(3.18)式,整理得到偏微分方程 

𝜕𝑃𝑖
𝜕t

+ (𝑟 + 𝑐𝑖V𝑡)
𝜕𝑃𝑖
𝜕x

+ V𝑡[𝑎
2 + 𝑏2 ⋅ 𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]

𝜕2𝑃𝑖
𝜕x2

+ (𝜅𝜃 − 𝑓𝑖V𝑡)
𝜕𝑃𝑖
𝜕V𝑡

+ 𝜎2V𝑡[𝑎
2 + 𝑏2 ⋅ 𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]

𝜕2𝑃𝑖

𝜕𝑉𝑡
2

+ 𝜎𝜌V𝑡[𝑎
2 + 𝑏2 ⋅ 2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1]

𝜕2𝑃𝑖
𝜕𝑥𝜕V𝑡

= 0.               (3.30) 

其中, 𝑖 = 1,2, 

𝑐1 = 𝑎
2 + 𝑏2 ⋅ 𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1, 

𝑐2 = −[𝑎2 + 𝑏2 ⋅ 𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1], 
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𝑓1 = 𝜅 + 𝜆 − 𝜎𝜌[𝑎
2 + 𝑏2 ⋅ 2𝐻(2 − 22𝐻−1)𝑡2𝐻−1], 

𝑓2 = 𝜅 + 𝜆. 

然而𝑃1, 𝑃2的求解很困难,因此我们需要借助特征函数,假设用𝑔(𝜑)来表示𝑃2

的特征函数,用𝑞(𝑥)来表示𝑃2的密度函数,则 

𝑞(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝜑𝑥
+∞

−∞

𝑔(𝜑)𝑑𝜑,                                   (3.31) 

   𝑔(𝜑) = ∫ 𝑒−𝑖𝜑𝑥
+∞

−∞

𝑞(𝑥)𝑑𝑥,                                      (3.32) 

根据 

𝑃2 = 𝐸
𝑄[1𝑆𝑇>𝐾] = 𝑄(𝑆𝑇 > 𝐾) = 𝑄(𝑙𝑛𝑆𝑇 > 𝑙𝑛𝐾) = 𝑄(𝑥𝑇 > 𝑙𝑛𝐾), 

可得 

𝑃2 = ∫ 𝑞(𝑥)
+∞

𝑙𝑛𝐾

𝑑𝑥 

     =
1

2𝜋
∫ (∫ 𝑒−𝑖𝜑𝑥

+∞

−∞

𝑔(𝜑)𝑑𝜑)
+∞

𝑙𝑛𝐾

𝑑𝑥 

     =
1

2𝜋
∫ 𝑔(𝜑) (∫ 𝑒−𝑖𝜑𝑥

+∞

−∞

𝑑𝑥)
+∞

𝑙𝑛𝐾

𝑑𝜑 

     =
1

2𝜋
∫ 𝑔(𝜑)

𝑒−𝑖𝜑𝑙𝑛𝐾

𝑖𝜑
𝑑𝜑

+∞

−∞

− lim
𝑅⟶+∞

1

2𝜋
∫ 𝑔(𝜑)

𝑒−𝑖𝜑𝑅

𝑖𝜑

+∞

−∞

𝑑𝜑                   (3.33) 

现在对(3.33)式中的第二项进行整理,将(3.32)式代入得 

lim
𝑅⟶+∞

1

2𝜋
∫ 𝑔(𝜑)

𝑒−𝑖𝜑𝑅

𝑖𝜑

+∞

−∞

𝑑𝜑 = lim
𝑅⟶+∞

1

2𝜋
∫ (∫ 𝑒𝑖𝜑𝑥

+∞

−∞

𝑞(𝑥)𝑑𝑥)
𝑒−𝑖𝜑𝑅

𝑖𝜑
𝑑𝜑

+∞

−∞

 

= lim
𝑅⟶+∞

1

2𝜋
∫ 𝑞(𝑥)(∫

𝑒𝑖𝜑(𝑥−𝑅)

𝑖𝜑

+∞

−∞

𝑑𝜑)𝑑𝑥 (3.34)
+∞

−∞

 

根据欧拉公式𝑒−𝑖𝜃 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃展开有 

𝑒𝑖𝜑(𝑥−𝑅) = 𝑐𝑜𝑠(𝜑(𝑥 − 𝑅)) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜑(𝑥 − 𝑅)),                        (3.35) 

将(3.35)式代入(3.34)式,同时由其奇偶性得到 

∫
𝑒𝑖𝜑(𝑥−𝑅)

𝑖𝜑

+∞

−∞

𝑑𝜑 = ∫
𝑐𝑜𝑠(𝜑(𝑥 − 𝑅)) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜑(𝑥 − 𝑅))

𝑖𝜑

+∞

−∞

𝑑𝜑 
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  = ∫
𝑠𝑖𝑛(𝜑(𝑥 − 𝑅))

𝜑
𝑑𝜑,                                      (3.36)

+∞

−∞

 

即(3.34)式变成了 

lim
𝑅⟶+∞

1

2𝜋
∫ 𝑔(𝜑)

𝑒−𝑖𝜑𝑅

𝑖𝜑

+∞

−∞

𝑑𝜑

= lim
𝑅⟶+∞

1

2𝜋
∫ 𝑞(𝑥) (∫

𝑠𝑖𝑛(𝜑(𝑥 − 𝑅))

𝜑
𝑑𝜑

+∞

−∞

)
+∞

−∞

𝑑𝑥,             (3.37) 

由符号函数𝑠𝑔𝑛(𝑦) = {

1, 𝑦 > 0
0, 𝑦 = 0
−1, 𝑦 < 0

,得到其积分表达式 

𝑠𝑔𝑛 (𝑦) =
1

𝜋
∫

𝑠𝑖𝑛𝑦𝑥

𝑥
𝑑𝑥,

+∞

−∞

 

代入可将(3.37)式变成 

lim
𝑅⟶+∞

1

2𝜋
∫ 𝑔(𝜑)

𝑒−𝑖𝜑𝑅

𝑖𝜑

+∞

−∞

𝑑𝜑 = lim
𝑅⟶+∞

1

2𝜋
∫ 𝑞(𝑥)𝜋𝑠𝑔𝑛(𝑥 − 𝑅)𝑑𝑥,
+∞

−∞

        (3.38) 

由文献[20]可得 

∫ 𝑠𝑔𝑛(𝑥 − 𝑦)𝑞(𝑥)𝑑𝑥 =
+∞

−∞

∫ (−1 ⋅ 𝑞(𝑥))𝑑𝑥 +
𝑦

−∞

∫ 1 ⋅ 𝑞(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑦

 

      = −∫ 𝑞(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑞(𝑥)𝑑𝑥
𝑦

−∞

𝑦

−∞

 

      = −𝑄(𝑦) + 1 − 𝑄(𝑦) 

    = 1 − 2𝑄(𝑦).                                                                    (3.39) 

将(3.39)式代入(3.38)式,整理得 

          lim
𝑅⟶+∞

1

2𝜋
∫ 𝑔(𝜑)

𝑒−𝑖𝜑𝑅

𝑖𝜑

+∞

−∞

𝑑𝜑 =
1

2
lim

𝑅⟶+∞
[1 − 2𝑄(𝑅)] = −

1

2
，            (3.40) 

最终 

𝑃2 =
1

2
+
1

2𝜋
∫ 𝑔(𝜑)

𝑒−𝑖𝜑𝑙𝑛𝐾

𝑖𝜑

+∞

−∞

𝑑𝜑. 

由 Radon-Nikodym 定理可得 

𝑞𝑠(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑆𝑇
𝑞(𝑥), 

且用它来表示𝑃1的密度函数,用ℎ(𝜑)表示𝑃1的特征函数,则 
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𝑞𝑠(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝜑𝑥ℎ(𝜑)𝑑𝜑,                                  (3.41)
+∞

−∞

 

ℎ(𝜑) = ∫ 𝑒𝑖𝜑𝑥
+∞

−∞

𝑞𝑠(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑆𝑇
∫ 𝑒𝑖𝜑𝑥
+∞

−∞

𝑒𝑥𝑞(𝑥)𝑑𝑥,                  (3.42) 

而由(3.21)式有 

𝑆𝑇 = 𝐸𝑄[𝑒𝑥𝑇] = ∫ 𝑒𝑥
+∞

−∞

𝑞(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑒𝑖𝑥(−𝑖)
+∞

−∞

𝑞(𝑥)𝑑𝑥 = ℎ(−𝑖),     (3.43) 

将(3.43)式代入(3.42)式,整理得到 

ℎ(𝜑) =
1

ℎ(−𝑖)
∫ 𝑒𝑖𝜑𝑥
+∞

−∞

𝑒𝑥𝑞(𝑥)𝑑𝑥 

 =
1

ℎ(−𝑖)
∫ 𝑒𝑖𝜑𝑥+𝑥
+∞

−∞

𝑞(𝑥)𝑑𝑥 

  =
1

ℎ(−𝑖)
∫ 𝑒𝑖𝑥(𝜑−𝑖)
+∞

−∞

𝑞(𝑥)𝑑𝑥 

 =
ℎ(𝜑 − 𝑖)

ℎ(−𝑖)
. 

从而可得 

𝑃1 =
1

2
+
1

2𝜋
∫

𝑒−𝑖𝜑𝑙𝑛𝐾ℎ(𝜑 − 𝑖)

𝑖𝜑ℎ(−𝑖)

+∞

−∞

𝑑𝜑.                              (3.44) 

将得到的两个式子𝑃1和𝑃2代入(3.30)式,通过求解偏微分方程,最终计算得到

混合高斯 Heston 随机波动模型下的欧式看涨期权定价公式. 

由期权看涨-看跌平价公式 

𝐶(𝑆𝑡, 𝑡) + 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡) = 𝑃(𝑆𝑡, 𝑡) + 𝑆𝑡. 

同样可得混合高斯 Heston 随机波动模型下的欧式看跌期权定价公式. 

如果在市场交易过程中,存在红利率𝑞,看涨期权的式子相应变为 

𝐶(𝑆𝑡, 𝑡) = 𝑆𝑡𝑒
−𝑞(𝑇−𝑡)𝑃1 − 𝐾𝑒

−𝑟(𝑇−𝑡)𝑃2. 

证毕. 
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4 双混合分数 Heston 模型解的存在唯一性 

在随机波动模型中,市场的波动是随机的且风险资产收益具有比正态分布更

厚的尾部,然而实证研究和历史数据表明,对于到期日较短的期权来说,单因素随

机波动率模型虽然可以捕捉微笑的斜率,但它无法解释其水平和坡度随时间变化

的独立波动问题,所以为了更好的拟合短期期权,我们使用双因素随机波动率模

型进行建模,即双Heston随机波动模型.这些因素与市场收益具有明显的相关性,

并且因子的权重随时间变化，使得该模型在波动率和股票收益之间产生随机相关

性,此模型是能够表现出“波动率微笑”的简单且有用的模型之一,它比 Heston

模型更能够兼容真实市场.因此,下面用带有两因子波动的双混合分数 Heston 模

型来建模,从而得到双混合分数 Heston 模型下解的存在性和唯一性. 

4.1 金融市场的基本假设 

在风险中性假设下,双混合分数 Heston 模型的资产价格遵循如下: 

d𝑆𝑡 = r𝑆𝑡𝑑𝑡 + √𝑉𝑡
1𝑆𝑡𝑑𝑀𝑡

1,𝐻 +√𝑉𝑡
1𝑆𝑡𝑑𝑀𝑡

2,𝐻, 

𝑑𝑉𝑡
1 = 𝜅1(𝜃1 − 𝑉𝑡

1)𝑑𝑡 + 𝜎1√𝑉𝑡
1𝑑𝑀𝑡

3,𝐻, 𝑉0
1 > 0,  

𝑑𝑉𝑡
2 = 𝜅2(𝜃2 − 𝑉𝑡

2)𝑑𝑡 + 𝜎2√𝑉𝑡
2𝑑𝑀𝑡

4,𝐻, 𝑉0
2 > 0,  

𝑑𝑀𝑡
1,𝐻 𝑑𝑀𝑡

3,𝐻 = 𝜌1, 

𝑑𝑀𝑡
2,𝐻 𝑑𝑀𝑡

4,𝐻 = 𝜌2, 

𝑑𝑀𝑡
1,𝐻 𝑑𝑀𝑡

4,𝐻 = 0, 

𝑑𝑀𝑡
2,𝐻 𝑑𝑀𝑡

3,𝐻 = 0. 

其中, 𝑆𝑡是标的资产价格, r是利率, 𝑉𝑡
𝑖 , 𝑖 = 1,2是标的资产波动率, 𝑀𝑡

1,𝐻, 𝑀𝑡
3,𝐻是

相关系数为𝜌1的混合分数布朗运动, 𝑀𝑡
2,𝐻, 𝑀𝑡

4,𝐻是相关系数为𝜌2的混合分数布朗

运动,参数𝜅𝑖 , 𝑖 = 1,2是均值回复速率, 𝜃𝑖 , 𝑖 = 1,2是波动率的长期均值, 𝜎𝑖, 𝑖 = 1,2

是波动率的波动率. 
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4.2 解的存在唯一性 

尽管 Heston 模型比经典 B-S 模型更适应真实市场,但是它没有长相依性,这

一部分用混合分数布朗运动过程代替布朗运动过程并且表明方程有唯一解. 

定理5 假设T > 0,系数𝑓, 𝑔, ℎ满足定义2.7(局部Lipschitz条件)和定义2.8(线

性增长条件),随机微分方程 

𝑑𝑆𝑡 = 𝑓(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡
1, 𝑉𝑡

2)𝑑𝑡 + 𝑔(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡
1, 𝑉𝑡

2)𝑑𝑀𝑡
1,𝐻 + ℎ(𝑡, 𝑆𝑡, 𝑉𝑡

1, 𝑉𝑡
2)𝑑𝑀𝑡

2,𝐻, 

有唯一解𝑆,且𝑉𝑡
1, 𝑉𝑡

2 > 0,其中𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

证明: 首先,证明方程解的唯一性.假设𝑆1(𝑡, 𝜔)和𝑆2(𝑡, 𝜔)是满足方程的两

个解且𝑆1(0, 𝜔) = 𝑧1, 𝑆
2(0, 𝜔) = 𝑧2,因此有 

𝐸[|𝑆𝑡
1 − 𝑆𝑡

2|2] = 𝐸 [|𝑧1 − 𝑧2 +∫ (𝑓(𝑢, 𝑆𝑢
1, 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2) − 𝑓(𝑢, 𝑆𝑢

2, 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2))
𝑡

0

𝑑𝑢

+ ∫ (𝑔(𝑢, 𝑆𝑢
1, 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2) − 𝑔(𝑢, 𝑆𝑢

2, 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2))
𝑡

0

𝑑𝑀𝑢
1,𝐻

+∫ (ℎ(𝑢, 𝑆𝑢
1, 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2) − ℎ(𝑢, 𝑆𝑢

2, 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2))
𝑡

0

𝑑𝑀𝑢
2,𝐻|

2

] 

≤ 𝐸 [4|𝑧1 − 𝑧2|
2 + 4 |∫ (𝑓(𝑢, 𝑆𝑢

1, 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2) − 𝑓(𝑢, 𝑆𝑢
2, 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2))

𝑡

0

𝑑𝑢|

2

+ 4 |∫ (𝑔(𝑢, 𝑆𝑢
1, 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2) − 𝑔(𝑢, 𝑆𝑢

2, 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2))
𝑡

0

𝑑𝑀𝑢
1,𝐻|

2

+ 4 |∫ (ℎ(𝑢, 𝑆𝑢
1, 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2) − ℎ(𝑢, 𝑆𝑢

2, 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2))
𝑡

0

𝑑𝑀𝑢
2,𝐻|

2

] 

对上式用詹森不等式和𝐼𝑡𝑜̂等距公式,有 
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𝐸[|𝑆𝑡
1 − 𝑆𝑡

2|2] ≤ 4𝐸[|𝑧1 − 𝑧2|
2] + 4𝑡𝐸 [∫ (𝑓(𝑢, 𝑆𝑢

1, 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2) − 𝑓(𝑢, 𝑆𝑢
2, 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2))

2
𝑡

0

𝑑𝑢]

+ 4(𝛼2 + 𝛽2 ⋅ 2𝐻𝑡2𝐻−1)

⋅ 𝐸 [∫ (𝑔(𝑢, 𝑆𝑢
1, 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2) − 𝑔(𝑢, 𝑆𝑢

2, 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2))
2

𝑡

0

𝑑𝑢]

+ 4(𝛼2 + 𝛽2 ⋅ 2𝐻𝑡2𝐻−1)

⋅ 𝐸 [∫ (ℎ(𝑢, 𝑆𝑢
1, 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2) − ℎ(𝑢, 𝑆𝑢

2, 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2))
2

𝑡

0

𝑑𝑢] 

≤ 4𝐸[|𝑧1 − 𝑧2|
2] + 4𝑡 ⋅ 𝐶 ∫ 𝐸[|𝑆𝑢

1 − 𝑆𝑢
2|2]

𝑡

0

𝑑𝑢 + 4(𝛼2 + 𝛽2 ⋅ 2𝐻𝑡2𝐻−1)

⋅ 𝐶 ∫ 𝐸[|𝑆𝑢
1 − 𝑆𝑢

2|2]𝑑𝑢 + 4(𝛼2 + 𝛽2 ⋅ 2𝐻𝑡2𝐻−1)
𝑡

0

⋅ 𝐶 ∫ 𝐸[|𝑆𝑢
1 − 𝑆𝑢

2|2]𝑑𝑢
𝑡

0

 

令 

𝐺𝑡 = 𝐸[|𝑆𝑡
1 − 𝑆𝑡

2|2], 

𝐷 = 4𝐸[|𝑧1 − 𝑧2|
2], 

𝐹 = 4𝐶(𝑡 + 𝛼2 + 2𝛽2 + 2𝐻𝑡2𝐻−1), 

由定义 2.6 有 

𝐺𝑡 ≤ 𝐷 + 𝐹∫ 𝐺𝑢𝑑𝑢 ≤
𝑡

0

𝐷𝑒𝐹𝑡 

成立,可得方程解的唯一性.证毕. 

其次,证明方程解的存在性.定义𝑆𝑡
(0) = 𝑆0和𝑆𝑡

(𝑘) = 𝑆𝑡
(𝑘)(𝜔),由归纳法得: 

𝑆𝑡
(𝑘+1) = 𝑆0 +∫ 𝑓(𝑢, 𝑆𝑢

(𝑘), 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2)𝑑𝑢
𝑡

0

+∫ 𝑔(𝑢, 𝑆𝑢
(𝑘), 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2)𝑑𝑀𝑢

1,𝐻 +
𝑡

0

∫ ℎ(𝑢, 𝑆𝑢
(𝑘), 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2)𝑑𝑀𝑢

2,𝐻
𝑡

0

. 

类似于得到唯一性的计算,有 

𝐿1 = 𝐸 [|𝑆𝑡
(1) − 𝑆𝑡

(0)|
2

] 
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       = 𝐸 [|𝑆0 +∫ 𝑓(𝑢, 𝑆𝑢
(0), 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2)𝑑𝑢 + ∫ 𝑔(𝑢, 𝑆𝑢

(0), 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2)𝑑𝑀𝑢
1,𝐻

𝑡

0

𝑡

0

+∫ ℎ(𝑢, 𝑆𝑢
(0), 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2)𝑑𝑀𝑢

2,𝐻 − 𝑆0

𝑡

0

|

2

] 

       = 𝐸 [|∫ 𝑓(𝑢, 𝑆𝑢
(0), 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2)𝑑𝑢 + ∫ 𝑔(𝑢, 𝑆𝑢

(0), 𝑉𝑢
1, 𝑉𝑢

2)𝑑𝑀𝑢
1,𝐻

𝑡

0

𝑡

0

+∫ ℎ(𝑢, 𝑆𝑢
(0), 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2)𝑑𝑀𝑢

2,𝐻
𝑡

0

|

2

] 

≤ 3𝑡𝐸 [∫ (𝑓(𝑢, 𝑆𝑢
(0), 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2))

2

𝑑𝑢
𝑡

0

]

+ 3(𝛼2 + 𝛽2 ⋅ 2𝐻𝑡2𝐻−1)𝐸 [∫ (𝑔(𝑢, 𝑆𝑢
(0)
, 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2))

2

𝑑𝑢
𝑡

0

]

+ 3(𝛼2 + 𝛽2 ⋅ 2𝐻𝑡2𝐻−1)𝐸 [∫ (𝑔(𝑢, 𝑆𝑢
(0), 𝑉𝑢

1, 𝑉𝑢
2))

2

𝑑𝑢
𝑡

0

] 

≤ 3𝑡2𝐶(1 + 𝐸[|𝑆0|
2 + |𝑉0

1|2 + |𝑉0
2|2]) + 3

× 2𝐶(𝛼2 + 𝛽2 ⋅ 2𝐻𝑡2𝐻−1)(1 + 𝐸[|𝑆0|
2 + |𝑉0

1|2 + |𝑉0
2|2]) 

  ≤ 𝐴1𝑡, 

其中𝐴1取决于C, T, E[|𝑆0|
2 + |𝑉0

1|2 + |𝑉0
2|2],通过上述归纳可得: 

𝐿𝑘+1 = 𝐸 [|𝑆𝑡
(𝑘+1)

− 𝑆𝑡
(𝑘)
|
2

] ≤
𝐴𝑚
𝑘+1𝑡𝑘+1

(𝑘 + 1)!
,      𝑘 ≥ 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 

其中𝐴𝑚也取决于C, T, E[|𝑆0|
2 + |𝑉0

1|2 + |𝑉0
2|2],因此,序列𝐿𝑘+1 = 𝐿1 + ∑ (𝐿𝑖+1 −

𝑘
𝑖=1

𝐿𝑖)是绝对收敛于𝐿2范数,方程解的存在性证毕. 

下面用局部 Lipschitz 条件和线性增长条件来验证波动率方程解的存在性和

唯一性,波动方程满足均值回复混合 CIR 过程 

𝑑𝑉𝑡
𝑖 = 𝜅𝑖(𝜃𝑖 − 𝑉𝑡

𝑖)𝑑𝑡 + 𝜎𝑖√𝑉𝑡
𝑖𝑑𝑀𝑡

𝑗,𝐻
, 𝑗 = 1,2.  

推论 6 假设波动率过程遵循 Feller 条件 

𝜅𝑖𝜃𝑖 >
𝜎𝑖
2

2
, 𝑖 = 1,2, 

则满足双混合分数 Heston 模型的波动率方程有唯一解𝑉𝑡
𝑖且𝑉𝑡

𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2,其中

𝑡 ∈ [0, 𝑇].证明过程的思想类似定理 5 的证明,故不做详细证明. 
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4.3 欧拉离散化 

假设到期日𝑇 > 0,在时间区间[0, 𝑇]上模拟双混合分数 Heston 模型满足的随

机微分方程,给定区间0 = 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑛 = 𝑇,时间增量为dt,波动率过程为 

𝑑𝑉𝑡
𝑖 = 𝜅𝑖(𝜃𝑖 − 𝑉𝑡

𝑖)𝑑𝑡 + 𝜎𝑖√𝑉𝑡
𝑖𝑑𝑀𝑡

𝑗,𝐻
, 𝑗 = 1,2.  

对上式左右两边积分如下 

𝑉𝑡+𝑑𝑡
𝑖 = 𝑉𝑡

𝑖 +∫ 𝜅𝑖(𝜃𝑖 − 𝑉𝑢
𝑖)𝑑𝑢 + ∫ 𝜎𝑖√𝑉𝑢

𝑖𝑑𝑀𝑢
𝑗,𝐻
.

𝑡+𝑑𝑡

𝑡

𝑡+𝑑𝑡

𝑡

 

则波动方程离散化结果为 

𝑉𝑡+𝑑𝑡
𝑖 = 𝑉𝑡

𝑖 + 𝜅𝑖(𝜃𝑖 − 𝑉𝑡
𝑖)∆𝑡 + 𝜎𝑖√𝑉𝑡

𝑖∆𝑀𝑡
𝑗,𝐻
. 

其中∆𝑀𝑡
𝑗,𝐻

= 𝑀𝑡+𝑑𝑡
𝑗,𝐻

−𝑀𝑡
𝑗,𝐻
, 𝑗 = 1,2,由于 Feller 条件对连续时间过程是有效的,而

模拟在离散时间过程下进行,仅仅是对连续时间过程的近似,因此用完全截断方

案保证波动过程是正的. 

同理对资产价格过程离散化,价格方程 

𝑑𝑆𝑡 = 𝑟𝑆𝑡𝑑𝑡 + √𝑉𝑡
1𝑆𝑡𝑑𝑀𝑡

1,𝐻 +√𝑉𝑡
2𝑆𝑡𝑑𝑀𝑡

2,𝐻, 

设 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶2([0,∞) × 𝑅), 𝑌𝑡 = 𝑔(𝑡, 𝑋𝑡) = 𝑙𝑛𝑆𝑡 是 伊 藤 过 程 , 选 取 𝑋𝑡 =

𝑆𝑡, 𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝑙𝑛𝑥,则 

𝑌𝑡 = 𝑔(𝑡, 𝑋𝑡) = 𝑙𝑛𝑆𝑡, 

𝑑𝑌𝑡 = 𝑑𝑙𝑛𝑆𝑡 = (0 + 𝑟𝑆𝑡 ⋅
1

𝑆𝑡
𝑑𝑡 +

𝑉𝑡
1𝑆𝑡

2

2
(−

1

𝑆𝑡
2)𝑑𝑡 +

𝑉𝑡
2𝑆𝑡

2

2
(−

1

𝑆𝑡
2)𝑑𝑡) + 𝑉𝑡

1𝑆𝑡

⋅
1

𝑆𝑡
 𝑑𝑀𝑡

1,𝐻 + 𝑉𝑡
2𝑆𝑡 ⋅

1

𝑆𝑡
 𝑑𝑀𝑡

2,𝐻
 

= (𝑟𝑑𝑡 −
𝑉𝑡
1

2
𝑑𝑡 −

𝑉𝑡
2

2
𝑑𝑡) + 𝑉𝑡

1 𝑑𝑀𝑡
1,𝐻 + 𝑉𝑡

2𝑑𝑀𝑡
2,𝐻

 

= (𝑟 −
𝑉𝑡
1 + 𝑉𝑡

2

2
)𝑑𝑡 + 𝑉𝑡

1 𝑑𝑀𝑡
1,𝐻 + 𝑉𝑡

2𝑑𝑀𝑡
2,𝐻. 

对上式左右两边取积分如下 

𝑙𝑛𝑆𝑡+𝑑𝑡 = 𝑙𝑛𝑆𝑡 +∫ (𝑟 −
𝑉𝑢
1 + 𝑉𝑢

2

2
)𝑑𝑢 + ∫ 𝑉𝑢

1 𝑑𝑀𝑢
1,𝐻

𝑡+𝑑𝑡

𝑡

+∫ 𝑉𝑢
2 𝑑𝑀𝑢

2,𝐻
𝑡+𝑑𝑡

𝑡

.
𝑡+𝑑𝑡

𝑡
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则价格方程离散化结果为 

𝑆𝑡+𝑑𝑡 = 𝑆𝑡𝑒𝑥𝑝 ((𝑟 −
𝑉𝑡
1 + 𝑉𝑡

2

2
)𝑑𝑡 + √𝑉𝑡

1∆𝑀𝑡
1,𝐻 +√𝑉𝑡

2∆𝑀𝑡
2,𝐻). 

其中∆𝑀𝑡
1,𝐻 = 𝑀𝑡+𝑑𝑡

1,𝐻 −𝑀𝑡
1,𝐻, ∆𝑀𝑡

2,𝐻 = 𝑀𝑡+𝑑𝑡
2,𝐻 −𝑀𝑡

2,𝐻. 

我们可以基于欧拉离散去估计在双分数 Heston 模型下奇异期权的值以及验证其

参数结果的有效性. 
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5 模拟分析 

    为了更进一步说明混合高斯 Heston 模型刻画期权标的价格变化的有效性,

文章选取的是上证 50ETF,数据是 2017 年 7 月 3 号到 2018 年 12 月 29 日的日收

盘价格 (数据为 Wind 数据库数据). 

5.1 数据的统计特征 

首先,对所选区间上的数据计算其对数收益率,接着对对数收益率的正态性

进行检验,得到的结果如下图. 

 

 

图 5.1 标的资产对数收益率 

从图 5.1 可以看出,处于不同的时间段,波动率的大小不相同,说明收益率时

间序列具有异方差性.很明显收益率的波动程度之间存在差异性,同时较大的波

动率点相互作用在一起,说明具有波动集聚性. 
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图 5.2 上证 50ETF 收益率 Q-Q 图 

 

图 5.3 上证 50ETF 核密度曲线图 
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根据收益率的 Q-Q 图可得,除了中间的点与直线重合外,其余的点都偏离直

线一定程度,故收益率序列不服从正态分布.从图 5.3得到收益率的核密度曲线相

比正态密度曲线具有尖峰、厚尾特性,且稍微向右偏. 

 

 

图 5.4 上证 50ETF 收益率直方图 

数据对数收益率的基本统计分析结果如表 5.5 所示. 

表 5.1 上证 50ETF 对数收益率的统计特征 

均值 方差 最大值 最小值 偏度 峰度 JB统计量 

-0.00029 0.00015 0.04244 -0.03854 0.35882 3.59662 48.1595 

 

由图 5.4和表5.1可知,偏度大于零,则分布为正偏离,表现出右边尾部比左边

尾部更长,即金融资产收益上升的可能性大于下降的可能性.峰度大于 3,明显高

于正态分布的峰度,则具有过甚的峰度,就意味着存在尖峰厚尾,表明金融资产存

在极端收益的可能性很大.因此,金融市场明显存在波动聚集、厚尾、非对称等特

征,表现出与金融市场中常数波动率和正态分布的假设完全不符. 
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5.2 参数估计 

为了让模型更好的应用到实际中,需要对模型中的未知参数进行估计.首先

对经典 Heston 模型进行参数估计,其中未知参数为资产价格均值μ,模型未知参

数Ω = {𝜅, 𝜃, 𝜎, 𝜌}.其次,对混合高斯Heston模型和双混合分数Heston模型中的未

知参数进行估计,其中未知参数为资产期望回报率μ、赫斯特指数H和模型未知参

数Ω = {𝜅, 𝜃, 𝜎, 𝜌}. 

对未知参数μ用矩估计法,获取到X + 1个标的资产的历史数据为{𝑆−𝑖Δ𝑡: 𝑖 =

1,2,⋯ , 𝑋, 𝑋 + 1},对标的资产的价格方程和波动方程进行离散化,取时间间隔为

Δ𝑡,得到 

𝑆𝑡+(𝑖+1)∆𝑡 − 𝑆𝑡+𝑖∆𝑡

= 𝜇𝑆𝑡+𝑖∆𝑡∆𝑡 + √𝑉𝑡𝜀1√∆𝑡 + √𝑉𝑡𝑆𝑡+𝑖∆𝑡𝜀2√2𝐻𝑡2𝐻−1(2 − 22𝐻−1)√∆𝑡, 

𝑉𝑡+(𝑖+1)∆𝑡 − 𝑉𝑡+𝑖∆𝑡

= 𝜅(𝜃 − 𝑉𝑡+𝑖∆𝑡)∆𝑡

+ 𝜎 (𝜀1√∆𝑡 + √𝑉𝑡+𝑖∆𝑡𝜀2√2𝐻𝑡2𝐻−1(2 − 22𝐻−1)√∆𝑡), 

标的资产的收益率𝑅𝑡满足 

𝑅𝑡 =
𝑆𝑡+(𝑖+1)∆𝑡 − 𝑆𝑡+𝑖∆𝑡

𝑆𝑡+𝑖∆𝑡
= 𝜇Δ𝑡 + √𝑉𝑡𝜀1√2𝐻𝑡2𝐻−1(2 − 22𝐻−1)√∆𝑡, 

故由标的资产的历史数据得到𝑅𝑡的X个样本 

𝑅𝑖 =
𝑆−𝑖∆𝑡 − 𝑆−(𝑖+1)∆𝑡

𝑆−(𝑖+1)∆𝑡
, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑋. 

从而得到期望回报率μ的估计量为𝜇̂ =
𝑅̅

Δ𝑡
,其中, 𝑅̅ =

1

𝑋
∑ 𝑅𝑖
𝑋
𝑖=1 是𝑅𝑖的样本均值. 

接着用 R/S 算法对未知参数H进行估计,估计结果如下表所示 

表 5.2 参数估计结果 

名称 期望收益率μ 赫斯特指数H 

上证 50ETF -0.00235 0.6143 

对模型中其它未知参数的估计,将采用敏感性分析,即单独考虑某一因子变

化带来的股票价格影响效果,如图 5.5 所示.考虑到模型本身的合理性,参数𝜅、𝜃

和𝜎均取大于零的数. 
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图 5.5 各参数的敏感性分析图 
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当固定其它参数不变,随着𝜅值的增大,均值回复次数显然增加,这也与𝜅本

身代表均值回复速度有关,增大到一定程度时,其隐含波动率微笑不再明显;波动

率长期均值𝜃越小,波动率方差𝜎越大,其隐含波动率微笑越明显;相关系数𝜌 = 0

时,隐含波动率呈现对称性, 𝜌取正数时的隐含波动率微笑相对于𝜌取负数时的隐

含波动率微笑更明显. 

5.3 模拟结果分析 

为了更准确刻画标的价格变化,下面用 Monte Carlo 模拟法对经典 Heston 模

型和混合高斯 Heston 模型下股票价格路径进行模拟,并与真实路径做了对比,对

模型中参数Ω = {𝜅, 𝜃, 𝜎, 𝜌}做相应的假设,得到Ω = {4,0.5,0.5,0.5}.结果如图 5.6

所示 

 

 
图 5.6 模拟标的资产价格与真实值价格趋势图 

 

图 5.6 分别画了经典 Heston 模型下股票价格路径、混合高斯 Heston 模型下

股票价格路径和金融市场中股票价格的真实路径.从图中可以清楚地看出,采用

混合高斯 Heston 模型比经典 Heston 模型更加接近其真实值,即能够更精确地描

述股价的变化情况. 
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6 研究结论与展望 

6.1 研究结论 

论文研究的主要内容包括理论和模拟两部分.对于理论部分,首先介绍混合

高斯 Heston 随机波动模型,用混合次分数布朗运动代替布朗运动,通过对冲掉波

动率和风险,得到混合高斯 Heston 模型满足的偏微分方程,接着得到波动率方程

解的存在唯一性,并讨论了解的 p 阶矩定理,其次基于混合高斯 Heston 随机波动

模型,通过用 Radon-Nikodym 测度变换和 Fourier 逆变换方法去求解其偏微分方

程,得到解的封闭形式.而为了更好地拟合短期期权,得到双混合分数Heston模型

满足的资产价格方程解的存在唯一性,并对其进行欧拉离散化. 

对于模拟部分,首先对选取的数据进行简单的描述性统计分析,通过Q-Q图、

核密度曲线图和收益直方图,表明了金融市场存在波动聚集、厚尾以及非对称等

特点,其次对参数 H 用 R/S 算法进行估计,其余参数做了简单的灵敏度分析,最后

用蒙特卡罗模拟法,得到采用混合高斯 Heston 模型比经典 Heston 模型更加接近

真实值,从而验证了模型的有效性. 

6.2 研究展望 

本文是基于混合高斯Heston随机波动模型进行了相关理论研究.由于模型中

含有较多参数,因此,后续可以结合不同算法对 Heston 模型中众多的未知参数估

计问题做延伸性突破;或者可以考虑将 Heston 模型与保险精算、养老金投资组合

等其它内容相结合进行深入研究. 
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附录 

附录 1:描述性统计分析程序 

 

x= read.csv("E:\\50ETF.csv",header = TRUE) 

head(x) 

r=x[,-1] 

head(r) 

sum(is.na(r))                                           

r.stocks <- diff(log(r))*100 

r.stocks 

summary(r.stocks) 

qqnorm(r.stocks,xlab='理论分位数',ylab='样本分位数',col="red",border="black",font.lab=2, 

lwd=2) 

qqline(r.stocks) 

D<-density(r.stocks) 

plot(D,xlab='收益',ylab='密度',font.axis=2,font.lab=2,xlim=c(-7,7),ylim=c(0,0.5)) 

polygon(D,col="blue",border="black") 

curve(dnorm,lty=2,lwd=2,add=TRUE) 

abline(v=0,lty=1,lwd=2) 

legend("topright",legend=c("核密度","正态密度"),lty=c(1,2,3)) 

hist(r.stocks,xaxt='n',freq=F,xlab='收益/100',ylab='密度',font.lab=2,col="green",border="black") 

x1<-c(-6:4) 

lines(x1,dnorm(x1,mean(r.stocks),sd(r.stocks)),lwd=2) 

axis(1,at=axTicks(1),labels=as.integer(axTicks(1))/100) 

 

附录 2:模拟股价变化程序 

x= read.csv("E:\\50ETF.csv",header = TRUE) 

head(x)                                        ##查看数据 

x = na.omit(x) 

x1 = x[,2] 

T = 1 

Nsteps =  

#mu=100*mean(diff(x)/x[1:(length(x)-1)]) 

v = matrix(NA,1,Nsteps) 

SPaths = matrix(NA,1,Nsteps) 

sigma = 0.5 

t=T/Nsteps 

mu =  

K = 4  

SPaths[,1]= x[1] 

v[,1] = 0.5 
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theta = 0.5 

H =  

for (i in 1:(Nsteps-1)) 

{         

  v[,i+1]=  

v[,i]*(1-K*0.01)+K*theta*0.01+sqrt(v[i])*0.1*sigma*(rnorm(1)+rnorm(1)*0.1*sqrt(2*H*t^(2*H-

1)*(2-2^(2*H-1)))) 

} 

xx=seq(1:Nsteps) 

plot(xx,v,type = "l") 

for (j in 1:(Nsteps-1)) 

{         

  SPaths[,j+1]=  

SPaths[,j]*(1+mu*0.01+sqrt(v[j])*rnorm(1)*0.1+rnorm(1)*0.1*sqrt(v[j])*sqrt(2*H*t^(2*H-1)*(2

-2^(2*H-1)))) 

} 

plot(xx,SPaths,type = "l",col='2') 

lines(x,type = 'l',ylim=c(1,5)) 
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